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ANALYSE  DEMONTREE, 

O U 

LA  METHODE 

DE  RESOUDRE  LES  PROBLEMES 

DES  MATHEMATIQUES, 

ET 

D’APPRENDRE  FACILEMENT  CES  SCIENCES; 

Expliquée  & démontrée  dans  le  premier  Volume , & appliquée,  dans  le  fécond, 
à découvrir  les  propriétés  des  figures  de  la  Geometrie  fimple  & compofée  j à 
refbudre  le,  Problèmes  de  ces  Iciences  & les  Problèmes  des  fciences  Phyfico* 
inathcmatiques  , en  employant  le  calcul  ordinaire  de  l'Algebre , le  calcul 
difTerentiel  & le  calcul  intégral  • Ces  derniers  calculs  y font  auflî  expliqués 
& démontrés. 

TOME  I. 


Chez  François  PitterI. 

MDCCXXXIX. 

^VEC  AP  P ROB  AT  ION.  ET  P RIVILEGE^ 
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A monseigneur. 

LEDUC 
DE  BOURGOGNE^ 


MONSEIGNEUR, 


'Honneur  que  veut  me  faites  de  permettre  que 
cet  Ouvrage , compofe  pour  faciliter  F étude  des 
Mathématiques , (i  pour  les  conduire  à leur  perfection  par  un 
progrès  rapide  , paroiffe  fout  vos  Aufpices  & fous  la  proteShon 
de  votre  augufle  Hom , efl  le  plus  fort  préjugé  qu'on  puiffe 
avoir  de  fou  utilité.  T out  le  monde  ffuit , MONSEIGNEUR, 
votre  goût  pour  toute  forte  de  Scsences  en  general  ^ & pour 
les  Mathématiques  en  particulier  ; que  Ci  goût  efl  plein  de 
ds}cernement\  qutl  efl  exquis. 
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On  voit  avec  admiration  quun  jeune  Heroi  qui  a //« 
conduire  dei  Armées ^ vaincre  l'Ennemi,  (f  emporter  les  plut 
fortes  Places  pre/quauffi-tôt  qu'il  a été  en  Sge  de  rnanier  les 
armes \ toujours  plein  aune  ssobie  ardeur,  qui  ne  refpire  que 
de  nouvelles  conquêtes  & sie  nouveaux  triomphes  ; toujours  prît 
À s'cxpofer  pour  le  bien  de  P Etat , fait  qu'il  faille  porter  la 
terreur  au  dehors  en  fondant  fur  nos  Ennemis , ou  rajfurer  la 
confiance  au  dedans  du  Royaume  ,••  en  rendant  inutile  leuf' 
irruption  fur  une  de  nos  Provinces  : qui  ne  négligé  aucun 
des  foins  qu'un  Prince  deftiné  â gouverner  un  grand  Royaux 
me,  doit  prendre  de  s’inftruire  par  avance  de  tout  ce  qui 
concerne  le  bien  de  l'Etat  & les  avantages  particuliers  de 
chaque  Province  , Û généralement  de  tout  ce  qui  peut  con* 
trihuer  au  bonheur  des  Peuples  & à la  grandeur  du  SouveA 
rain:  On  voit,  dis-je  , avec  admiration  que  fans  rien  pren» 
dre  fur  le  temps  , qu'une  pieté  folide  lui  fait  un  devoir  de 
donner  au  culte  de  Dieu  & à l'étude  ajjidue  des  Livret 
Jaints,  il  f/ait  encore  en  dérober  à fes  plsùfirs  pour  déveh- 
per  ce  qu'il  y a de  plus  caché  dans  les  Sciences  ; quelles  lui 
fervent  de  délaffement\  & qu’il  honore  de  fa  protedi'son  ceuse 
qui  les  cultivent , après  s'être  mis  en  état  de  juger  par  lui* 
même  de  leurs  fciencet,  & de  décider  de  leurs  Ouvrages. 

Mais,  Monseigneur,  lés  traits  de  la  plume  d'un 
Ceometre  n’ont  pas  aiïe^  de  délicateffe  ni  de  vivacité  poser, 
reprefenter  au  naturel  le  portrait  Sjue  vous  avez  tracé  vouh- 
meme  dans  tous  les  e [prit s dasuitous  les  coeurs  par  cette 

conduite  toujours  remplie  de  fageffêi  ,&  de  bonté , formée  fur 
les  admirables  Exemptes  & fur  les  Royales  Infiruélions  du 
plut  Sage , du  plut  Religieux  , du  plus  Magnanime , en  un 
mot  du  Premier  (f  du  plus  Grand  des  Rois  votre  auguflc. 
Ayeul. 

Je  puis  ajjurer,  MONSEIGNEUR,  qu'il  n'y  a perjonnfi 
en  qui  ’tl  produife  de  plus  vifs  (entimens  de  vénération  que- 
dans  celui  qui  a Fhenaeur  d'etre  avec  un  tris  profond  refpeSîf 

Monseigneur, 

Votre  très  Bamble  & très  obéi(Tane 
Serviteur  Chahi-bs  Ritnsao, 
Prêtre  de  1 Oratoire. 
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PRÉFACE 


'ESPRIT  de  l’homme  cft  fi  borne, 

a_  qu’il  ne  peut  voir  diftinâement  d’une 
' fimple  vue  beaucoup  d’objets  à la  fois. 
Les  perceptions  vives  , comme  font 
toutes  celles  des  fens  & de  l’imagina- 


tion , l’cblouiflcnt , & elles  occupent  tellement  fon 
étendue , qu’il  ne  peut  découvrir  les  rap^rts  & 
les  propriétés  des  tA>jcts  fcnfiblcs , qu’en  les  con- 
fiderant  par  parties  les  unes  après  les  autres  avec 
une  application  pénible  & fatigante}  & quand  il 
cft  attentif  à quelqu’une  , il  a perdu  de  vue  les 
autres , qui  lui  feroieut  pourtant  ncceflaircs  afin 
d’en  appcrccvoir  les  rapports. 

C’eft  une  des  principales  caufes  du  peu  de  pro- 
grès qu’ont  fait  les  fciences  fcnfiblcs  ; Mais , pour 
ne  parler  ici  que  des  Mathématiques  , que  leur 
utilité,  leur  beauté,  leur  évidence  & leur  certi 
tude  ont  toujours  fait  cultiver;  pendant  que  Ion 
ne  s’y  cft  appliqué  que  par  la  contemplation  des 
figures  mêmes , que  l’on  a cherché  les  propriétés 
des  figures  en  les  regardant , ou  en  les  formant 
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dans  fon  imagination  , on  n’a  pas  fait  beaucoup 
de  chemin:  les  decouvertes  étoient  fort  bornées: 
on  ne  trouvoit  avec  beaucoup' de  peine  c[ue  des  refo- 
lutions  particulières  des  Problèmes;  on  le  fatiguoitj 
on  fe  rebuttoit  ; &c  l’on  ne  peut  afles  louer  le  tra- 
vail, la  patience  & la  force  d’elprit  des  anciens 
Geometres  , d’avoir  porté  les  Mathématiques  par 
des  moyens  fi  difficiles , à l’état  où  ils  nous  les  ont 
lailTées. 

On  s’avifâ  heureufement , dans  le  dernier  lîeclc, 
d’exprimer  les  lignes  & les  figures  par  les  carac- 
tères familiers  de  l’alphabet , & de  réduire  ces  cs- 

{)rcffions  à un  calcul  facile,  qui  exprimât  auffi  tous 
es  rapports  fimples  & compofés  que  peuvent  avoir 
ces  lignes  & ces  figures . On  forma  un  Art  métho- 
dique ( qui  cft  ce  que  l’on  nomme  l'Analjfe  ) pour 
trouver  , par  les  rapports  connus  qu’ont  les  gran- 
deurs inconnues  que  l’on  cherche  dans  les  Pro- 
blèmes avec  celles  qui  font  connues  , des  iqua- 
tions  qui  exprimaflent  les  conditions  & la  nature, 
pour  ainfi  dire,  des  Problèmes;  & pour  découvrir  les 
valeurs  des  grandeurs  inconnues  de  ces  équations; 
ce  qui  donne  la  refolution  des  Problèmes.  Mon/ieur 
De/cartef  perfeélionna  & réduifit  â une  extrême 
facilite  ces  calculs  & cette  Analyfc  naiflânte . Il  y 
ajouta  rcxcellente  méthode  d’employer  les  exprel- 
fions  indéterminées , qui  , quelques  fimples  qu  elles 
croient  , rcprefentalTent  pourtant  une  infinité  de 
grandeurs  ; & de  les  déterminer  aux  grandeurs 
particulières  de  tous  les  cas  aufquels  elles  peuvent 
convenir:  la  méthode  de  réduire  les  lignes  courbes 
à des  équations  qui  en  exprimaflent  les  principales 
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propriétés  i &c  de  tirer  de  ces  équations  toutes  les 
choies  que  Ion  pouvoir  defirer  de  connoître  fur 
ces  courbes  : enfin  la  maniéré  d cm|)loyec  les  cour- 
bes elles- mêmes  à la  refolution  des  équations  & des 
Problèmes . 

Ces  nouvelles  méthodes  > réduifànt  la  Geometrie 
à un  calcul  fimplc  & facile»  retranchoient  ce  qu'il 
y avoir  d’cmbaralfant  dans  les  figures  » c cft  à dire  » 
tout  ce  qui  fàtiguoir  l’imagination  » & ce  qui  rem- 

{ililToit  la  capacité  de  l’clprit  . Elles  lui  laifToicnc 
a liberté  de  penetrer  fon  fujet  , & de  découvrir 
avec  évidence  tout  ce  qu’il  renfermoic  . Elles  aug- 
mentoient  même  , pour  ainfî  dire , l’étendue  de 
l’cfprit  par  l’art  de  lui  repreferuer  » comme  dans 
une  pcrfpcdive  , fous  des  expreffions  fimplcs  & 
abrégées,  un  nombre  infini  d'objets.  Les  Matlic- 
matiques  devinrent  par  là  fi  faciles  , que  chaque 
trait  de  plume  donnoit  naiffance  à des  décou- 
venes.  Alors  le  plaifir  iucceda  à la  peine,  & le 
coeur  dédommage  permit  à l’éfprit  de  voir  les  uti- 
lités & les  beautés  des  Mathématiques  , & il  s’y 
rendit,  Aulfi  ces  fciences  changerent-clles  de  for- 
me . On  vit  une  Geometrie  nouvelle  , qui  conte- 
noit  tout  ce  que  nous  avions  reçu  des  anciens, 
qui  alloit  infiniment. plus  loin:  les  refolutions 
étoient  generales,  & aucun  cas  particulier  ne  leur 
cchapoit . 

On  vit  naître  de  la  même  fource  des  fciences 
curieufes  & utiles  , & prefque  toutes  les  autres 
en  tirèrent  un  nouvel  éclat  : comme  celle  qui  a 
appris  à donner  aux  horloges  toute  la  juHcfïc  nc- 
ccflâire  pour  les  rendre  la  mefure  cxa<iàe  du  temps: 

a ij 
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celle  qui  nous  a donne  les  moyens  détendre  notre 
vue  aux  objets  qui  nous  étoient  inconnus  par  leur 
trop  grand  éloignement , ou  par  leur  extrême  peti- 
telle  : celle  qui  a découvert  la  manière  de  jetter  les 
bombes,  &c  de  les  faire  tomber  prccifcmcnt  où  l’on 
voudroic,  &c. 

Ces  méthodes  croient  afles  fécondes  pour  produi- 
re toutes  les  découvertes!  mais  il  leur  manquoitdes 
exprellions,  S>i  un  calcul  qui  fui  vît  pas  à pas  la  na- 
ture, laquelle  , produilant  les  figures  par  le  mou- 
vement, n’en  laie  décrire,  aux  corps  mobiles  qui 
les  forment , auc  des  parties  infcnfiblcs  plus  petites 
que  toutes  celles  que  nous  pouvons  déterminer  , 
dans  chacun  des  inilans  qui  palfcnt  plus  vite  que 
tout  temps  que  nous  pouvons  mefurer.  On  ne  pen- 
(oit  pas  a donner  des  cxprclfions  à ces  cfpaces  qui 
croient  trop  petits  pour  avoir  un  rapport  déterminé 
avec  ceux  aufqucls  convenoient  les  cxprclfions  ordi- 
naires, ni  à CCS  inftants  que  leur  petitefle  infinie 
cmpcclioit  d’entrer  en  comparaifon  avec  le  plus  pe- 
tit temps  que  l’on  pût  prendre  pour  la  mefure  de 
tous  les  autres.  On  pcnloit  encore  moins  à réduire 
CCS  premiers  clcmcns  des  grandeurs  à un  calcul  qui 
leur  fût  propre , & qui  les  fournît  aux  méthodes  de 
l’Analyfc . 

Cependant  le  pirincipc  de  ce  calcul  cft  fi  naturel , 
que  les  premiers  Geometres  l’ont  fait  fervir  à quel- 
ques unes  de  leurs  démonftrations  . La  plupart  des 
propofitions  du  douzième  livre  d Euclide  ne  font  dé- 
montrées que  par  ce  principe!  & on  le  voit  fupu 
pofe  dans  quelques-unes  des  découvertes  dArebu 
mede . On  s’appcrçut  bien  du  befoin  que  l’on  avoit 
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idc  cc  calcul , pour  rcfoudrc  des  Problèmes  qui  fu- 
rent propoiés  du  temps  de  Monficur  Defeartes  , 
& il  fut  obligé  d’exclure  de  les  méthodes  les  cour- 
bes qu’on  a nommées  après  lui  Mechaniques  , qui 
font  pourtant  un  nombre  infini  de  courbes  dont 
les  propriétés  font  aufli  utiles  que  celles  des  cour- 
bes Geometriquet , &qui,  à l’aide  de  cc  calcul,  de- 
viennent loumifcs  à CCS  méthodes  comme  les  au- 
tres . Les  Geometres , qui  ont  fuivi  les  méthodes  de 
Monficur  Defeartes , ont  été  obligés,  aufil  bien  que 
les  plus  anciens,  de  fuppolcr,  dans  la  réfolution  de 

f lufieurs  Problèmes  , le  principe  de  cc  calcul  que 
on  touchoit  du  doigt , pour  ainfi  dire  : mais  il 
falloir  que  differentes  Nations  euffent  part  à la 
gloire  des  découvertes . Celles-ci  fc  font  faites  en 
jnêmc  temps  en  Allemagne  par  Monficur  LeibnitJ , 
& en  Angfeterre  par  Monficur  Newton',  l’un  & l’au- 
tre ont  trouvé  des  expreffions , & un  calcul  pro- 
pre à CCS  premiers  éUmens  des  grandeurs  d’une 
pctiteflc  infinie  par  rapport  aux  grandeurs  entières 
dont  ils  font  les  premiers  élcmens  ; & l’on  a pû  , 
par  le  moyen  de  ces  expreffions  &:  de  cc  nouveau 
calcul,  leur  appliquer  les  méthodes  de  l’Analyfc, 
& remonter  de  ces  élcmens  infiniment  petits  aux 
grandeurs  entières  dont  iis  font  les  élcmens  . Ces 
nouveaux  calculs  s’appellent  ^ calcu/  àÿercnticl  if 
U calcul  intégral. 

Monficur  Leibnitr  n’cut  pas  plutôt  rendu  publiques 
Tes  nouvelles  découvertes,  dont  il  cacha  pourtant 
une  partie  exprès,  comme  il  le  dit  lui-même,  pour 
laiffcr  aux  autres  le  plaifir  de  les  trouver  , que 
Mejfieun  Bernoulli  y qui  en  virent  toute  l’utilité,  s’y 
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appliquèrent  avec  tant  de  fuccés,,  qu’il?  les  péné- 
trèrent ,,  fe  les  rendirent  propres  , y ajoutèrent  de 
nouvelles  méthodes,.  & en  firent  ulage  dans  la  re- 
folution  d’une  grande  quantité  de  nouveaux  Pro- 
. blêmes. 

Monfieur  le  Marquis  de  tHofpital  donna  l’excellent 
Ouvrage  de  tAnalyfe  des  infiniment  petits , où  le  cal- 
cul dificrentiel , & les  principaux  uiàges  de  ce 
calcul  pour  toutes  les  courbes,  font  expliqués:.  & 
il  fit  voir  qu’iL  avoit  pénétré  dans  tout  ce  que  le 
calcul  intégral  pouvoit  avoir  de  plus  caché , par 
les  refolutions  complettes  qu’il  trouva  des  plus  dif- 
ficiles Problèmes,  qui  lurent  propofés  par  ceux  qui 
a’en  étoient  rendu,  les  maîtres  ► Monfieur  Varignon  doit 
bientôt  donner  une  fciencc  generale  du  Mouve- 
ment toute  nouvelle,  qui  eftle  fruit, des  profondes 
découvertes  qu’il  a faites,  dans,  ces  nouvelles  métho- 
des,, & dans  la  Géométrie  compofée . On  doit  juger 
du  prix  de  l’ouvrage  par  les  beaux  morceaux  qui 
paroiflent  tous  les  ans.  Ce  font  des  pièces  achevées , 
remplies  de  nouvelles  découvertes  y qui  font  biea 
defirer  l’ouvrage  entier  donc  elles  ne  doivent  fai- 
re que  quelques  parties . Monfteur  Carri  employa  le 
principe  le  plus  general  du  calcul  intégral  à la  me- 
lure  des  furfaces  , des  folides  , des  diftances  des 
centres  de  pefanteur  & d’ofcillation  - Monfieur 
Neweton-  fit  paroître  de  font  côté  le  fçavant  Ouvrage 
des  Prisscipes  Mathemectiquer  de  la  Pbilofophie  naturelle  y 
qui  cil  tout  fondé  fur  ces  nouvelles  méthodes  qu’iL 
avoit  inventées , mais  dont  il  n’a  laiffé  voir  que 
quelques  veftiges  > pour  donner  lieu  à.  ceux  qui 
voudroienc  entrer  dans  L’invention  même  des 
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vérités  cjuil  y découvre,  de  fe  rendre  propres  les 
inethodes  qui  en  font  la  clef.  Enfin  depuis  l’inven- 
tion de  ces  nouveaux  calculs»  on  a non  leulement 
rélolu  d’une  maniéré  -courte  & generale  les  Problè- 
mes les  plus  difficiles,  qui  avoienc  etc  trouvés  par 
les  méthodes  de  Monficur  Deleartes  appliquées  au 
calcul  ordinaire  de  l’ Algèbre  , mais  on  a vû  /« 
A^ff  de  Leipfic , les  Journeaux  de  Sfavam  & les  Mé- 
moires de  l’Academie  Royale  des  Sciences  remplis  des 
refolutions  de  Problèmes  , que  l’on  n’auroit  olé 
tenter  auparavant . Elles  étoient  tirées  comme  du 
fond  de  la  nature  , & des  premiers  Sc  plus  in- 
times principes  du  mouvement , de  la  courbure 
même  des  courbes  & des  petits  angles  que.  forment 
cntr’elles  les  tangentes  de  leurs  points  qui  le  tou* 
chent , que  l’on  peut  bien  concevoir  , mais  que 
l’on  ne  fçauroit  comparer  avec  les  angles  déterminés 
que  nous  mefurons  ÿ &l’on  s’ell  ouvert  par  le  mo- 
yen de  ces  nouveaux  calculrtinc  voye  qui  conduit  à 
une  nouvelle  Geometrie  des  courbes  mechaniques  & 
parcourantes  , qui  eft  aulfi  utile  que  celle  que  l’on 
avoit  déjà. 

Les  refolutions  d’un  fi  grand  nombre  de  Prou 
blêmes  nouveaux , que  nous  ont  donné  les  illuftres 
Inventeurs  des  calculs  différentiel  &c  intégral , & 
ceux  qui  après  eux  fc  les  font  rendu  propres  par 
leur  travail,  font  les  fruits  que  l’Analyfe  a recueillis 
de  ces  calculs  ; mais  ils  ne  font  que  pour  un  petit 
nombre  de  Sçavans-»  cefl:  le  prix  de  la  peine  qu’il 
faut  prendre  pour  inventer  Ibi-mêmc  «quelques- 
unes  des  méthodes  qui  ont  fervi  à les  découvrir. 
Pour  les  pofleder  , il  faut  fc  mettre  en  état  de  faire 
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de  pareilles  découvertes  j & ce  n’cft  que  depuis  peu 
de  temps  que  l’on  a vu  des  régies  du  calcul  inte- 
gra! dans  l’ouvrage  de  Monfieur  Cbrinée  Ecoflois , 
de  Methodo  flux  'tonum  inversâ , ( les  Anglois  donnent 
après  Monfieur  Newton , au  calcul  différentiel , le 
nom  de  calcul  de>  fiuxiont , ) & dans  le  petit  traité 
Je  quadraturis  curvarum,  que  Monfieur  Newton  a mis 
à la  fin  de  fon  ouvrage  fur  les  couleurs. 

On  a toujours  regardé  les  Mathématiques  com- 
me très  utiles  pour  la  pcrfe(£tion  de  la  Phyfique 
Sc  des  Arts  , & pour  former  Icfprit  des  jeunes 
gens  , en  les  accoutumant  à apporter  aux  iujets 
de  leurs  applications  toute  l’attention  qu’ils  de- 
mandent > à mettre  dans  toutes  les  démarches  que 
doit  faire  leur  cfprit  dans  la  recherche  de  la  vérité  , 
l’ordre  qu’il  faut  pour  y arriver } à ne  donner  leur 
confentement  entier  qu’à  l’évidence  dans  les  feien- 
ces  naturelles  : en  leur  rendant  familière  la  prati- 
que des  réglés  qui  font  découvrir,  dans  toutes  les 
occafions  où  ils  peuvent  fe  trouver-,  le  parti  le 
plus  raifonnablc  : &c  enfin  en  leur  fàifant  acqué- 
rir la  fagacité  neceffaire  pour  trouver  dans  les 
queftions  difficiles  les  moyens  les  plus  propres  à 
les  réfoudre.  Cette  utilité  des  Mathématiques,  êc 
l’habitude  de  les  mettre  à la  portée  des  commen- 
çants acquife  pendant  vingt  deux  années  de  temps 
que  je  les  ai  cnlcignées  publiquement , m’ont  porté 
à mettre  toutes  les  méthodes  que  nous  avons  re- 
çues de  Monfieur  Defeartes  & de  fes  Difciplcs  , 
& celles  qui  ont  été  découvertes  par  les  fçavans 
Georaetres  de  notre  temps , dans  leur  ordre  na- 
turel, de  manière  quelles  s’éclairciffcnt  mutuelle- 
ment, 
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ment,  & fuffcnt  toutes  démontrées  dans  cet  Ou- 
vrage, c^uc  je  nomme  à cau(e  de  cela  ÏAnalyJe  démon- 
trie.  Je  me  fuis  propofé  de  rendre , par  le  moyen 
de  ces  méthodes , les  Mathematioues  faciles  à ceux 
qui  commencent,  & qui  veulent  les  fçavoit  à fond } 
en  leur  découvrant  les  voyes  qui  les  conduiront  des 
permiers  principes  à tout  ce  qu'ils  peuvent  defircr 
d’en  connoître,  fans  fc  fatiguer  l’imagination  , fans 
être  obligés  de  lire  de  gros  volumes , làns  qu’il  faille 
charger  leur  mémoire  d’un  grand  nombre  de  pro- 
pofitions:  en  leur  ôtant  par  là  ce  qu’il  y avoir  de 
rebutant  & de  plus  pénible  dans  l’étude  des  Ma- 
thématiques: en  les  failant  entrer  dans  l’invention 
naturelle  de  ces  fciences,  qui  les  mènera  fur  cha- 
que fujet  à des  refolutions  fimplcs  & generales  : 
en  les  mettant  enfin  en  état  d’entendre  toutes  les 
nouvelles  découvertes,  & de  faire  eux-mêmes  cel- 
les qu’ils  voudront  entreprendre. 

> Cet  Ouvrage  eft  partagé  en  huit  Livres:  l’Analy- 
fe  eft  expliquée  & démontrée  dans  les  fepr  premiers 
Livres,, qui  font  le  premier  Volume;  & le  huitième, 
qui  eft  comme  une  Icconde  partie  de  l’Ouvrage  , & 
qui  en  eft  le  fécond  Volume , fait  voir  les  ufages  de 
l’Analylc,  & apprend  aux  Lcéàcurs  qui  commen- 
cent , la  manière  d’en  appliquer  les  méthodes  à la 
Géométrie  fimple  & compoléc , & à la  refolution  des 
Problèmes  des  Icicnces  Pbyfico-Mathcmatiques,-en 
fe  Icrvant  du  calcul  ordinaire  de  l’Algcbre,  du  cal- 
cul différentiel  & du  calcul  intégral:  ces. nouveaux 
calcus  y font  aulfi  expliqués  & démontrés,  comme 
on  le  dira  dansja  Préface  de  ce  huitième  Livre. 

. Le  premier  Livre  contient  TAnalyfc  fimple  , &; 
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Ja  fcfolution  de  pluficurs  Problèmes  qui  n ont  bc- 
foin  que  de  rAnalyfc  fimplc.  Les  fix  Livres  fuivants 
expliquent  & démontrent  l’Analylc  compofee . Le 
fécond  & le  troificme  enfeignent  les  premiers  prin- 
cipes de  l’Analylc  , & les  préparations  qu’il  faut 
donner  aux  équations  compofées  pour  les  refoudre . 

La  méthode  de  réduire  les  Problèmes  aux  équa- 
tions qui  en  expriment  toutes  les  conditions  , cft 
expliquée  dans  le  fécond  Livre  avec  pluficurs  prépa- 
rations qu’il  faut  faire  fur  les  équations , pour  en 
rendre  la  refolution  plus  facile^  comme  la  maniéré 
d’en  ôter  les  fraôHons  & les  incommcnfurablcs  , &. 
la  manière  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun à pluficurs  équations  d’un  même  Problème . 

On  explique  dans  le  troifiéme  Livre  la  formation 
des  équations  : elle  fert  à faire  concevoir  clairement 
leur  nature  aux  Lcôicurs  qui  commencent.  On  leur 
apprend  à difiingucr  le  nombre  & les  qualités  des 
valeurs  de  l’inconnue  de  chaque  équation  ; & on 
leur  enfeigne  les  difTerentes  transformations  des  équa- 
tions avec  leurs  ufages.  Après  avoir  appris  les  pre- 
miers principes  de  l’Analyfè  dans  les  crois  premiers 
Livres,  qui  font  comme  des  préparations  pour  re- 
foudre les  équations  & les  Problèmes  qu’elles  expri- 
ment , on  enfeigne  la  refolution  des  équations  dans 
les  quatre  Livres  fuivants. 

Le  quatrième  Livre  contient  pluficurs  méthodes 
pour  refoudre  toutes  les  équations  de  quelque  de- 
gré qu’elles  puiflent  être , lorfquc  les  valeurs  de  l’in- 
connue font  commenfurables;  & les  méthodes  ge- 
nerales de  réduire  les  équations  compofées  aux 
plus  fimplcs  qu’il  clf  pofihbîe.  Les  règles  qu’a  don- 
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•nées  Monfifur  Hudde  dans  la  lettre  inutulcc  de  re. 
duliiene  éequationum , qui  cH  à la  fin  du  premier  Vo- 
lume de  la  Geometrie  de  Monficur  Defeartes,  y 
font  miles  en  ordre  & démontrées.  La  méthode 
d’employer  les  grandeurs  indéterminées  qui  repre- 
fentcnc  toutes  les  grandeurs  particulières , pour  dé- 
couvrir celles  que  l’on  cherche , cft  expliquée  dans 
ce  quatrième  Livre,  & mile  en  ufage  dans  tous 
les  luivants.  Les  Leétcurs  qui  commencent,  doivent 
fe  rendre  familière  cette  méthode  de  Monficur  De- 
feartes:  elle  cft  comme  la  clef  qui  ouvre  l’entrée 

{)rclquc  à toutes  les  découvertes . On  explique  dans 
c même  Livre  tout  ce  qui  regarde  les  valeurs  égales 
des  inconnues  des  équations  -,  ce  qui  cft  de  grand 
ufage  dans  la  rcfolution  de  pluficurs  Problèmes . 

On  a mis  dans  le  cinquième  Livre  les  méthodes 
de  • refoudre  les  équations  compofées  en  particulier 
du  fécond  degré , du  troifiéme  , du  quatrième , &c. 
On  tâche  de  faire  entrer  Jes  commençants  dans  ces 
refolutions , qui  font  la  plupart  de  l’invention  du 
Pere  Preflet  , comme  s’ils  les  découvroient  eux- 
mêmes  . Ils'  y remarqueront  qu’il  y a dans  l’Analy- 
fc,  aufii  bien  que  dans  la  Geometrie  fimplc  , des 
Problèmes  dont  l’on  n’a  pu  jufqu’à  prefent  démon- 
trer l’impoftîbilité,.  ni  trouver  des  méthodes  qui  en 
donnaifent  la  rcfolution  exaéte  i qu’on  n’a  pas  laifle 
cependant  de  trouver  des  méthodes  qui  en  don- 
naflcnt  des  refolutions  fi  approchantes  , que  les 
Mathématiques  praébques  6c  les  Arts  en  tirent  les 
mêmes  avantages  qu’ils  auroient  des  refolutions 
exaiftes:  6c  comme  l’on  a trouvé  dans  la  Geometrie 
des  valeurs  fi  approchantes  de  la  longueur  de  U 
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circonférence  Se  de  la  quadrature  du  cercle  , que 
leur  diflcrencc  d’avec  les  valeurs  cxadlrcs  cil  inlcn- 
fiblc } on  a de  même  trouvé  des  méthodes  d’appro- 
cher de  fi  prés  des  valeurs  des  inconnues  des  équa- 
tions dans  les  cas  où  l'Analyfe  n en  a pas  encore  pû 
trouver  d’cxprefllons  exactes  , qu’on  en  peut  rendre 
la  difîcrencc  plus  petite  qu’aucune  grandeur  que  l’on 
voudra . Ces  méthodes  d’approximation  font  le  fujet 
du  fixiéme  Se  du  feptiéme  Livre . 

On  explique  Si  l’on  démontre  dans  le  fixiéme 
Livre  ' la  méthode  de  trouver  les  grandeurs  qui 
font  les  limites  des  valeurs  de  l’inconnue  dans  les 
équations  numériques  de  tous  les  degrés  ( Monfieur 
Rolle  e(i  r Auteur  de  cette  méthode',.')  &T’on  donne  plu- 
fieurs  manières  de  trouver,  par  le  moyen  de  ces  limi- 
tes, les  valeurs  des  inconnues  des  équations  numéri- 
ques aufli  peu  difïcrcntes  des  valeurs  exactes  qu’on  le 
peut  dcfircr. 

La  manière  de  faire  une  formule  generale  pour 
élever"  une  grandeur  complexe  de  tant  de  termes 
qu’on  voudra  à une  puifiancc  quelconque , donc 
l’expolànt  indéterminé  rcprclcntc  un  nombre  quel- 
conque  entier  ou  rompu  , politif  ou  négatif , eft 
expliquée  Se  démontrée  pour  tous  les  cas  dans  le 
fcpticrac  Livre  * Lllc  eft  de  grand  ulagc  pour  for- 
mer toute  forte  de  pmlTanccs , pour  extraire  toute 
forte  de  racines,  par  de  hmples  lubftitutions i pour 
faire  des  formules  generales  dans  la  rclolution  des 
Problèmes  Se  dans  le  calcul  intégral  > & pour  ré- 
duirc  à une  extrême  facilité  la  pratique  des  metho^ 
des  qui  font  'trouver  par  dei  fuîtet  infinies  les  ;valeurs 
des  celles  des  inconnues  que  l’on  voudra  de  toutes 
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fortes  d’équations  qui  en  ont  pluficurs  , comme 
au  (Il  de  toutes  celles  qui  contiennent  les  différen- 
tielles de  plufîeurs  grandeurs  changeantes  mesiées 
cniembic . Ces  méthodes , découvertes  par  Me/Jieurt 
Leibnits  & Newton,  font  expliquées  & démontrées 
dans  ce  leptiéme  Livre  : & comme  elles  font  de 
grand  ulage  dans  la  refôlution  d’une  infinité  de 
beaux  Problèmes,  ôc  qui  font  très  utiles > comme  on 
•le  verra  dans  la  dernicrc  Scéiion  de  la  fécondé  Partie 
du  huitième  Livre  ; on  n’a  rien  oublié  pour  les  faire 
concevoir  clairement  aux  Lcéfeurs  qui  commen- 
cent , & pour  les  leur  rendre  familières  par  plufîeurs 
exemples  : on  les  applique  auffi,  à la  fin  de  ce  fc- 
ptiéme  livre,  à l’approximation  des  valeurs  des  in- 
connues des  équations  littérales  déterminées  de  quel- 
^que  degré  qu’elles  puiffent  être. 

Ainfi  les  Lcdicurs  apprendront , dans  les  fept  pre- 
miers Livres,  la  manière  de  réduire  en  équations 
les  Problèmes  des  Mathcm«tiqucs , ôc  fiirtout  de  la 
Géométrie  fimplc  &compx)léc , ôc  des  fcicnccs  Phyfl- 
co- Mathématiques,  que  l’on  a eues  principalement 
en  vue  dans  cet  Ouvrage . Ils  apprendront  les  mé- 
thodes pour  refoudre  ces  équations  & les  Problèmes 
dont  elles  font  lesexpreflions:  Elles  leur  feront  trou- 
ver des  refolutions  exaâx»,  quand  cela  fc  peut  ; 6c 
quand  elles  ne  le  pourront  pas,  elles  leur  donneront 
des  approximations  qu’ils  "pourront  continuer  à l’infi- 
ni . Enfin  ils  verront  dans  le  huitième  Livre  les  ufa- 
ges  de  ces  méthodes  ; & ils  y apprendront  la  manie- 
’re  de  les  appliquer  à découvrir  les  propriétés  des  fi- 
gures de  la  Geometrie  fimple  & compoféc  ; & à rc- 
loudre  les  Problèmes  de  ces  Sciences , & les  Problè- 
mes des  Sciences  Phyfico- Mathématiques . 
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POV  R former  une  notion  de  V Anafyfe  aux  Leiteurs  qui  cotth 
mentent , on  leurftra  remarquer,  que  dam  tous  les  Prob/emet 
des  Mathématiques  il  y a desgrandeurs  inconnues  que  Ton  cherche, 
des  grandeurs  connues,  & des  rapports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  & les  incossnues:&  que  c’eft par  le  moyen  de  ces  rapport!  con- 
nut qu'on  peut  découvrir  les  grandeurs  inconnues  que  F on  cherche. 

VAnalyfe  ejl  la  fcience  qui  contient  les  méthodes  pour  décotu- 
vrir  le  s grandeurs  inconnues  que  Von  cherche.  Ces  méthodes  enfei- 
gnent  À marquer  par  les  lettres  de  1‘ alphabet  les  grandeurs  incom- 
nues  & les  grandeurs  connues  ; d trouver , par  te  moyen  des  rapports 
connus  qui  font  entre  les  unet&  les  autres,  des  équations  ex- 
priment les  Problèmes  que  l'on  veut  refoudre,  enfin  à refoudre 
ces  équations,  c'efl  à dire,  d faire  découvrir  les  valeurs  des  lettres 
qui  marquent  les  grandeurs  inconnues  que  P on  cherche . C'efl  ainji 
que  f Analjfe  donne  la  refelution  des  Problèmes. 

Quand  les  équations , que  l' Analyfe  fait  découvrir  pour  la  rf« 
folutiott  des  Problèmes,  contiennent  des  lettres  qui  marquent  les 
inconnues  qui  ne  font  point  multipliées  par  elles-names , ni  par 
d'autres  lettres  qui  reprefentent  d'autres  inconnues,  cet  équations 
s'appellent  fimples;  tSt  l' Analyfe,  par  rapport  d ces  équations , 
s'appelle  l’ Analyfe  fimple  . Le  premier  Livre  explique  P Analyfe 
ftmple. 

Quand  les  lettres  des  inconnues  font  multipl'séespar  ellet-mèmes 
ou  par  d autres  lettres  des  inconnues  dans  les  équations , on  les 
nomme  des  équations  composes  ; & V Analyfe  par  rapport  d cet 
équations,  s'appelle  rAnalyfc  compofée:  Elle  ef  le  fujet  des 
Livres  qui  fuivent  le  premier. 

■ 2lpattd  l'inconnue  ne  fait  qu'un  feul  terme  déféquât 'ton  dont 
tous  les  autres  termes  ne  contiennent  que  des  grandeurs  connue  t,f 
elle  efl  multipliée  par  elle-même,  Péqsust'mn  efi  compofée,  & die 
ferehut  parles  méthodes  des  équations  compofées^  mais  comme 
elle  fe  rejoue  auff  par  une  fimple  extraPEon  de  racines , on  peut 
la  regarder  comme  une  équat'son  fimple,  qui  peut  être  refolue  pat 
f Analyfe  fimple. 
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Ceux  qui  voudront  profiter  de  cet  Ouvrage , ne  doivent  k lire 
que  ta  plume  à la  main , <ÿ  faire  eux-tr&mei  les  calculs^  qu'ils  y 
trouveront. 

Pour  Pentendre  avec  plus  de  facilité f if  pour  fe  le  rendre  propre 
peu  à peu  fans  fe  rebuter,  ils  pourront  fe  contenter  dam  une  pre- 
mière leijure  de  lire  le  premier , le  fecond&le  troifiémeUvrejufi 
qu’dlapage02  art.^,pa/fer  tout  Je  refie  du  troifiéme  Livre,  if 
tout  le  quatrième  Livre  ^ ^ lire  la  feule première  Seélion  du  cin- 
quième Livre.  Les  comuiffances , qu’ils  auront  acquifes  dans  cet- 
te première  leSiure^  fufiront  d ceux  qui  f gavent  les  premiers  ile- 
mens  de  la  Geometrie  fisnple,  pour  entendre  la  première  if  la 
fécondé  Seélion  du  huitième  Livre,  où  ils  verront  les  sifaget  det 
méthodes  de  l'Analyje  qu’ils  auront  apprifes,  dans  la  Geometrie 
fimple , dans  F art  de  jetter  les  bombes , if  dans  les  Problèmes  qui 
font  découvrir  les  centres  d" ofcillation  des  pendules  compofès  pour 
donner  la  jufieffe  aux  horloges.  Ils  pourront  mme  entendre  la  troi- 
fième  Selîion  du  huitième  Livre.  Ils  y trouveront  les  ufages  de 
PAnalyfe  dans  la  Geometrie  compofée,  & en  même  temps  ils  fe 
formeront  une  idée  de  cette  fcience  if  de  toutes  les  lignes  courbes 
qui  en  font  l'objet , if  ils  apprendront  les  propriétés  les  plus  utiles 
des  courbes  les  plus  fimples  , qu’on  appelle  les  Sellions  coniques . 
Ces  connoifsances  les  mettront  en  état  d'entendre  les  Problèmes  des 
articles  &^99-  Après  fuoi-iù/xMsrront  lire  la  première  Sec- 
tion de  la  fécondé  Partie  du  huitième  Livre, où  efi  expliqué  le  calcul 
différentiel fjufqu’â  l’art,  paffer  aux  artyqp  550  &^JI, 
poser  voir  Puf nge  de  ce  calcul  dans  les  Problèmes  qui  font  trouver 
les  tangentes  des  courbes;  if  fans  s’arrêter  aurefie  de  la  fécondé 
Partie  du  huitième  Livre , ils  pourront  lire  la  première  Seliion  de 
la  troifiéme  Partie , cù  font  expliqués  les  premiers  principes  dit 
calcul  intégral  iufqu’d  Part. 666  J enfin,  pourvoir  quelques  ufages 
faciles  de  ce  calcul,  ilspafftront  tout  1ère  fie  de  la  troifiéme  Partie 
jufqu'à  la  dernitre  SeSfion , dont  ils  pourront  lire  le  s deux  premiers 
Exemples , if  paffer  d la  fécondé  Partie  de  la  derniere  SePlhn  : ils 
verront , dans  le  premier  Exemple  Phyfico-mathematique  f linven- 
Sion  des  Ovales  dont  parle  M'  Defcartes  d la  fin  du  fécond  Livre 
de  fa  Geometrie,  dont  il  na  pas  donné  P Analyfe,  Le fécond  Exemple 
Phylscomathematique  leur  apprendra  la  rejoint  ion  generale  du 
Problème , où  il  éagit , après  avoir  donné  d la  première  furface 
d'un  verre  telle  figure  qu’on  aura  voulu , de  trouver  la  figure  qu'il 
faut  donner  d la fécondé  furface  du  mme  verre , afin  que  les  rayons 
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f «/ partent  cTun point  dtiermini , foient  difpofés  par  let  ref radiions 
qu'ils fobffriront  à Ventrée  & au  fortir  de  ce  verre , à s’aller  réunir 
dans  un  même  pot  sst  déterminé.  Ils  parferont  tout  le  re(le . 

Les  Leélenrs  quiicmmencent , apprendront  ,par  cette  première 
leflitre , les  premières  méthodes  de  P Analyfe  ; &ils  verront  les  ufa- 
ges  de  ces  méthodes  dans  laGeometrie /impie & compofée ,& dant 
la  refolution  des  Problèmes  Phyfsco  matbematiqstes , en  employant 
le  calcul  ordinaire  de  P Algèbre  > le  calcul  différentiel  & le  calcul 
intégral. 

Dans  une  fécondé  leSIure , fs  les  ebofes  qu'ils  auront  lues  dans  h 
première  ne  leur  font  pas  affez  familières  , ils  liront  les  trois  pre- 
miers Livres , la  première  SePiion  du  quatrième  Livre , la  troifiéme 
jufqu'à  Part.ké^  & la  quatrième  SePiion  ; lapremiere  SePlion  du 
cinquième  Livre , la  fécondé  SePîion  jufqud  Part.qs^f  la  troifsème 
SePlion  jufqud  l'article  1 04;  ils  liront  enfuite  toute  la  première 
Partie  du  huitième  Livre  ;les  trois  premières  SePlions  de  la  fécondé 
Partie  y excepté  Part.  536  «ÿ  les  fuivants  jufqu’à  P art.  54a;  Ht, 
f afferent  la  quatrième  SePlion , & ils  liront  dans  la  troifsème  Par- 
tie la  première  SePlion  jufqu'à  P art.  666,  ils  pafferortt  cet  article 
«ÿ  les  fuivants  jufqu'à  Part^qi^.,  qu’ils  pourront  lire  avec  ce  qui 
refie  de  la  première  SePlion  ; ils  ne  liront  ni  la  fécondé  ni  la  troifsème 
SePlion  ^ ni  le  premier  exemple  de  la  quatrième  s mats  ils  liront  le 
refie  de  la  quatrième  SePlion , & ih pourront  entendre  les  fsx  Exem- 
ples Pbyfsco^mathematiques  qui  font  à la  fin  de  la  cinquième 
SePlion . 

Dans  une  troifsème  lePiure , Ut  ajouteront  à la  precedente  le 
fsxtéme  & le  feptiéme  Livre,  excepté  la  cinquième  & la  fsx  sème 
SePlion  du  feptiéme  Livre  ; & il  n’y  aura  plus  rien  dans  le  huitiè- 
me Livre  qu’ils  ne  puiffent  entendre  i & ils  feront  en  état  de  faire 
le  choix  des  Méthodes  de  l Ouvrage  qu'ils  doivent  fe  rettare  let 
plus  familières . . . 

Pour  entendre  tout  cet  Outrage,  il  ne  faut  f y avoir  que  les  ope» 
rations  de  V Algèbre  fur  les  grandeurs  lit  t craies,  c’e(iàdire,ilne 
faut  f f avoir  que  le  feul  calcul  & les  proportions  & let  progreffsont . 
Ces  chofes  font  expliquées  dans  lesTraités  d'Algtbre,  comme  dans 
les  Eléments  du  Pere  Preftet,  ou  dans  le  Traité  de  la  Grandeur 
du  Pere  Lamy  ; ceux  qui  ont  la  Geometrie  latine  de  M' Defeartes, 
peuvent  fe  contenter  du  petit  Traité  dont  le  titre  e/l,  Principia 
Marhefeos  univerfalis  , qui  efi  au  commencement  du  fécond 
Volume.  Pour  entendre  le  huitième  Livre,  il  fuffit  du  f /avoir  la 

Geometrie 
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Ceomttru  fmplc  , cefl  â dire  , ce  qui  eji  contenu  dans  les  Jise 
premiers  Livres  (LEuclide . On  donnera  dans  la  fuite  un  T raité 
ef  Algèbre  & une  Geometrie  fimple. 

Le  feul  Calcul  qui  ne  fl  pas  expliqué  dans  les  Traités  eT  Algè- 
bre dont  on  vient  de  parler , efi  celui  des  expoiânts  des  puiflàn- 
ces.  On  le  mettra  ici  en  peu  de  mots  pour  la  commodité  des  com- 
men pants , qui  pourront  le  lire  quand  iis  feront  arrivés  aux  en- 
droits de  cet  Ouvrage  où  ils  en  auront  befoin . 

Lorfquune  mme  grandeur  a efi  multipliée  par  elle-rmme  une 
fois,  deux  fois,  trois  fois,  & ainfi  de  fuite;  les  produits  aa , aaa, 
aaaa,  &c.  s'appellent  les  puiffances  de  cette  grandeur.  Peur  abré- 
ger ces  exprejjions , Ton  écrit  au  haut  de  cette  grandeur  vers  la 
droite  en  moindre  caraSiere  le  nombre  qui  exprime  combien  de 
fois  chacun  des  produits  contient  la  lettre  a,  de  cette  maniéré  td, 
a’,  a*,  a* , &c.  ces  nombres  s'appellent  les  expoûnts  des  puijfan- 
ces  de  la  grandeur  a ; ainfi  a’  efi  la  fécondé  puifjance  </<r  a , z 
efl  l'expofant  de  la  fécondé  puifiance  de  n;  ^ eJi  f expofant  de  la 
troiféme  puiffatuei  & ainfs  des  autres:  on  donne  aujfi  â la  g'osu 
deur  fimple  a l'unité  pour  expofant,  de  cette  forte  a*;  ce  qui  mar- 
que la  première  puijfance  de  a qui  ne  fi  point  multipliée  par  elle- 
rtime.  Les  grandeurs  dosit  les  expofant  s font  des  nombres  entiers, 
f appellent  des  puiflànces  entières . 

Les  racines  dune  grandeur  à'  fe  marquent  ordinairement  par 
U fgne  sA  avec  le  nombre  au  dejfus  qui  marque  fs  c'ejl  la  racine 
quarrée  ou  fécondé , la  racine  cubique  ou  troiftéme  , la  quatriè- 
me , (Sc.  de  cette  forte  ^z,l/cs,xf2i,  &c.  Mais  pour  les  reduhe 
au  meme  calcul  que  les  puiffances  entières , on  les  marque  fans  le 
pgne  k' , <Sr  Von  écrit , pour  leur  expofant,  une  frachon  dont  le 
numérateur  efl  funité  & dont  le  dénominateur  efl  le  nombre  z fi 
c'efl  la  racine  fécondé;  le  nombre  j,  quand  cefl  ta  racine  troijié- 
^ — i.  * 

me,  &c.  de  cette  forte  a *,a  ^,a  *,a  ’i&c.  Ainfi  a * mar- 
que la  racine  fécondé  de  a , ainfi  des  autres . Par  le  moyen  de 
^ ces  exprtffions  on  peut  regarder  les  racines  des  grandeurs  comme 

des  puiflànces  dont  les  expofants  font  des  nombres  rompus . 

La  racine  quelconque  et une  grandeur  a* , a* , &C.  qui  efl  une 
fviffunce  entiere,fe  marque  eu  donnant  pour  expofant  d cettegran- 
deur  unefraffion  dont  le  premier  terme  efi  f expofant  de  lapuiffan- 
ce  entière  de  cette  grandeur , if  dont  lefecondterme  efll'expojant 
de  la  racine  qu'on  veut  exprimer . Ainfi  la  racine  fécondé  deté  fe 
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mdrtjue  atnfi a*  ; la  racine  àmjuiéme  de  a"^  fe  marque  a'tnfi  a?. 
//  en  efl  dt  même  des  autres. 

Pour  marquer  untpuijfance  en  general,  on  prend  une  lettre pour 
rxpofant  \ atnfi  a"  marque  une  putfance  quelconque  ; tcxpofant  (n) 
reprefente  tel  nombre  qu'on  voudra,  foit  entier,  foit  rompu,  & on 
l'appelle,  à caufe  de  cela,  un  expofant  indéterminé.  Oapeutaulfi 
marquer  une  puifiance  en  general,  dont  f expofant  efl  une  fradion, 

de  cettemaniereàf,  eequifignlfie  ^a,  c’efl  âdire  la  racine  queU 

conque  reprefent ée  par  (n)  de  lagrandeur  a . De  ntème  a"  = 
marque  la  racine  quelconque,  reprefentée par  Findéterminée  n,  de  a 
élevée  à la  puiffance  entière  dont  f expofant,  quelque  nombre  en- 
tier qu'il  puijfeêtre,  efl  reprefenté  par  findéterminée  m.  Ces  ex- 
pofants  indéterminés  fervent  d trouver  des  refolutions  generales 
qut  conviennent  à toutes  les  grandeurs  particulières  dont  les  puif- 
fdnees  peuvent  avoir  pour  expofant  s quelque  nombre  que  ce  puif- 
fe  etre  ; tous  ces  expofants  partictiliers  pouvant  être  reprefentée 
par  l exprfant  indéterminé . Ces  chofes  fuppofées,  voici  le  calcul 
des  puiffances  par  le  moyen  de  leurs  expofants. 

Le  calcul  des  puissances  des  grandeurs, 
par  Je  moyen  de  leurs  expofants. 


TDOUR  multiplier  deux  puiffances  d'un<‘ grandeur,  il  ne  faut 
*■  qit  ajouter  les  deux  expofants  de  ces  puiffances,  & écrire  la 
fomme  des  expojants  pour  l' expofant  du  produit. 

Pour  divifer  une  puiffance  d'une  grandeur  par  une  autre  puif- 
fance de  U même  grandeur,  il  ne  faut  qu'ôter  Pexpofant  du  ai- 
vijtur  de  l'expojant  de  la  puiffance  à divifer,  & écrire  la  diffé- 
rence des  expojants  pour  l'expofant  du  quotient. 

Pour  m.  Uipher  si  pan*,  il  faut  écrire  s'**  oui*  pour  leprd- 
duit.  Pour  multiplier  a’  para*,  il  faut  écrire  a"*-*  ou  a»  pour  U 


produit.  Peur  multiplier  a?  par  a \ il  faut  écrire  pour  le  produit 
X j_ 

a * = a * . Pour  multiplier  a * par  a *,  il  faut  écrire  pour  le 

J . 1 

produit  a • * ==A*.  De  même  le  produit  de  TsPpar  x“  efl  x""**; 


celui  de  x"  par  eflx’‘*‘,  celui  de  x"  par  x"  eflx"*"  ; celui 
de  X"  par  x^eflx  " = x “ -U  en  efl  de  même  des  autres 
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'Pourdivifer  a^/)4ra‘,  ilfaut  écrire  pour  le  quotient  a*“'=a'j 

\ 

àe  mime  le  quotient  de  par  a'  ejl  a*“'  ==a'  ; celui  de  7}  divifé 

2.  J — i " Ji  i J.  — X » 1 

parA'efhi  * LequotientdeA^  parA’’  e^A"^  ^=a"^; 

i t_±  _ I 

celui  de  a'^  par  A * ejlA  ^ =a  *.  De  meme  le  quotient  de^P 
par  X"  efl  x“~*;  celui  de  x“  parx~‘  ejl  x"'^  ; celui  de  x“  par  x‘ 
ejl  x“~'  > celui  de  x~“  divijée  par  x ^ ejl  x.  Il  en  ejl  de 
mime  des  autres.  ' . . 

w , 

On  remarquera  qu'il  fuit  de  ces  operâtionr,  1%  qu'un  expofant. 


négatif  marque  que  lapuijftnce,  dont  il  ef  lexpofant,  ejlundivi- 
feur,  a quelle  ejl  par  confequent  au  dénominateur  ; ainji  x~l 


smme  des  autres . 


!“•  f ptsst  dans  unefraSlion,  faire pafjer  une  puifanc'e 
du  dénominatestr  au  numérateur,  ou  du  numérateur  au  dénomina- 
tessr,  fans  changer  la  valeur  de  lafraUion.  Par  exemple,  auliéu 
de^,  on  peut  écrire  ax'y"^  L'on  peut  encore  écrire  £-drp  • U 
en  ejl  de  meme  des  autres.  Ce'  changement  d'exprejjion  peuvent 
itre  d ufage  dans  quelques  rencontres . * 

- 3°.  Slpf  ^isand  on  multiplie  deux  puijjancet  dont  les  expofant t 

* ' — J.  ^ 

font  négatif,  par  exemple  X * par  x *;  ce  qui  donne  le  prth 

duit  X ’ * =x~V  cette  operation  revient  â la  meme  cbofe 

quefiTondivifoU  x parx  ^\car  lé  quotient  f eroit  au (jix  * * 

= x-‘.  . 

■ 4’  Qnf  quand  on  multiplie  la  rmme  grandeur  ou  la  trdmt 

puijfance  plufseurs  fois  par  elle-même  , par  exempte  x * parx'. 

• — — 

par  X*  par  x*,  il  faut  écrire,  pour  expofant  du  produit,  le  double 

- JI.  J,  « - — 

de  lexpofant  quand deji  x * par  x*;  le  triple,  quand e'ejl  x * 

- i xi  i • i 

par  x‘  par  x‘i  le  quadruple,  quand  c'ejl  x*  par  £‘  par  x ‘par  x*-, 

c i;  . V V 
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& aittfi  Jet  autres.  Carx  *xx*— v»'*'»  — y»  — 

- — . i + i i ± i ' >.*.»' I » 

x*xx*=x*  * *=x";x*xx"xx'xx*=x* 


4 

= * * = **•  eaejl  de  meme  des  autres.  D'où  rots  voit  que  peur 
ilever  U puiffance  d" une  grandeur  à une  puijfante  dont  Texpa- 
faut  eft  un  nombre  entier  ^ il  ny  a qu'à  multiplier  texpofant  de 
cette  puifjance  par  texpofant  de  la  puiffance  à laquelle  on  la 
veut  ilever,  & Ton  aura  V cxpofant  que  l'on  cherche.  Par  exem- 

I * 


pie  pour  élever  x*  à la  quatrième  puiffance , il  faut  écrire  x ^ 

Jt  4 !■—  Y 4 
A 3 . 


Dois  il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  ^ une  puiffance  quelcon^ 
qM,il  nj  a qu'a  divifer  T expofant  de  la  puiffance  far  texpofant 
dufigne  radical  de  la  racine,  & le  quotient  fera  t expofant  que 
foa  cherche . Pat  exemple  pour  extraire  la  racine  quatrième 


marquée  par  ^de  ^ il  faut  écrirepour  la  racine  z*  •»  * 
Cefi  la  meme  thofe  des  autres. 

_ Mais  -1  divifé par  4 eft  la  meme  ehofe  que  f muh'tpUé  par 
atnfi  en  regardant  les  racines  comme  det  puiffances,  c’efl  à dire, 
n employant  pas  le fsgne  radical  pour  marquer  les  racines,  mais 
leur  dormant,  comme  aux  puiffances,  pourexpofants  desnomhres 

X 

rompus;  alors  pour  élever  une  puiffance  comme  Z * àunepuiffan» 
ce  dont  texpofant  eft  un  nombre  rompu,  par  exemple  5,  Une  faut 

que  msdt'tplier  t expofant  j Je  la  puiffance  popofée  z ^ par  tex<- 

pofant  ^ de  la  puiffance  à laquelle  on  veut  élever  z^%  it  ton  an* 

" — X i _ T ^ < - 

r«  a * = a " . Cf  qui  donne  cette  réglé. 

Pour  (lever  une  puiffance  quelconque  a"  à une  puiffance  queï- 
tonque  dont  texpofant  eft  reprefenté par  m,il  ne  faut  que  mut- 
texpofant  D de  la  puiffance  propojée  z‘  par  texpofant  m 
de  la  puiffance  à laquelle  on  veut  élever  a“,  écrire  a““  pour 
la  pus ff anse  que  t on  cherche . , 

' a»  à la  puiffance  dont  texpofant  eft  i il  faut  écri. 

^ * = a * ; pour  élever  x“  à la  puiffance  dont  texpofant 

— J"  » ^rsre  x H en  eft  de  meme  des  autres. 
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••  Votîà  le  calcul  des  puiiïances  par  le  moyen  de  leuri  expofantr: 
voici  ta  raifon  fur  laquelle  ce  calcul  ef  fondé  : Us  Leiieurs  qui 
f pavent  les  propriétés  des  progrejjsons  arithsnetiques  & des  propre/- 
fions  géométriques f ^entendront  facilement. 

A Progredlon géométrique  des puifTances  de  â'... 


••  * t T t 

•«  4®  > 4*  ^ 4^^  > 9 


-?-»  -rr  I * ,o«a",  a*,  a*,  a»,  a*,  a’,  a*,  &r 
£ 'La  même. 

« t - 


— a 


a-*,  a-*,  a“%  a-^%  a«,  a*,  a%  a*,  a*,  a»,  a«,  &c. 


Toutes  les  puiffances  dune  grandeura  mlfes  de  fuîte\Ae  ma- 
niere  que  a°,  o«,  « qui  ejl  la  mmeebofe,  l’ unité  foit  entre cellet 
dont  les  expofants  font  les  nombres  entiers  pofitsfs  pris  dé  fuite  ^ 
& celtes,  dent  tes  expofants  font  les  ntèmes  nombres  négàtïf  mit 
auffi  de  Juste  ; toutes  ces  puiffances  ^ dis-je , font  une  progreffion 
géométrique . \ • 

'Les  expofants  de  ces puiffances  font  une  progreffion  arithmétique^ 
& zéro  qui  efl  entre  les  expof  ants  pofstifs&  les  expofants  négatifs^ 
ef  t expofant  de  P ursité  ou  de  a*  dans  la  progreffion  géométrique  r 
’ainfi  ily  a deux  progreffons  dans  l'expreffion  ds  la  geometrsque 
rjî  celle  des  puiffances  /'arithmétique  efl  celle  des  expofants  • 
Outre  les  termes  marqttés  dans  la  progreffion  géométrique  B,  on 
en  peut  concevoir  une  infinité  d'autres  de  cette  maniéré.  Entre 
eu  l'unité  &a\on  peut  concevoir  toutes  les  puiffances  infinies  de  a 
dont  les  expofants  font  les  nombres  rompus  pofitsfs  moindres  chacun 

— - -i  i J ♦ 

que  fexpofant  i de  a*,  comme,  a*,  a*,  a’,  a»,  a*,  a"*,  &c. 
tf  Ton  peut  concevoir  entre  a*  & toutes  les  puiffances  à tin  fini 

de  a,  dont  les  expofants  fosst  Us  mmes  nombres  rompus  moindres 
chacun  que  Punitéf  mais  négatifs. 

On  peut  de  mme  concevoir  entre  a*df  a*  un  nombre  infini  de 
puiffances  de  a dont  tes  expofants  font  de  fuite  tous  U nombres 
rompus  pofitsfs  quifurpaffent  (unité  & font  moindres  qsse  i.  On 
peut  auffi  concevoir  entre  a“‘  6fa~‘  le  nombre  isfinide  puiffan- 
ces  de  a , dont  les  expofants  font  les  nxmes  nombres  rompus  dont 
on  vient  de  parler , mais  stégatifs . , 

, Ainfi  entre  chacun  des  termes  de  la  progreffon  B & celui  qui  lé 
fuit  ^ ou  celui  qui  le  précédé , il  peut  y avoir  une  infinité  d’autres 
termes  qui  feront  tous  les  puiffances  de  a, mass  leurs  expofants  feront 

ç iÿ 
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Jts  nombret  rompus  pofitifs  en  allant  de  a°  vers  la  droite,  &nè- 
'^atsfs  en  aJiant  dea.*  ver  la  gauehe.  .'  . • \ 7 

• Pour  faire  tonfevw  que  les  expojants  de  ce  nombre  infini  dit 
put  fiances  de  a ntijesde  fuite  en  progrefiton  géométrique , font 
entreux  une  progrtjfion  aritbmetiqtte  ,dont  la  differente  efl  le  plut 
petit  nombre  qtssm  puiffe  imaginer , il  ny  a quà  faire  remarquer 
une  maniéré fimple  de  trouver  ces  termes  mcyent  à Pinfini  entre  les 
ternis  marquis  dans  B-  Far  exemple  pour  trouver  tous  ks  termes 
entre  a°&a',ou  entre  i & a*,  il  ny  a.  qu’à  prendre  le  terme  moyen 
proportionel  géométrique pour  avoir  fon  expofant,il  ny  a 
qu'à  prendre  le  moyen  arithmétique  proport  ionel  entre  o Ô"  i qui 

efl -J  .-.Ættfi  r on  aura  “a*,  a*,  a*.  . ' l 

On  prendra  demehse  la  mottif  de  0’*“\qaiefi^,  & la  moitié 

, i i) 

laquelle  moitié  efl\,  & Ton  aurn  V.  a% a ♦ , a *, 

a’,  a*.  On  con  f oit  clairement  quon  peutainji  continuer  de  pren-s 
dre  des  termes  moyens  proporùonels ^ tant  les  géométriques  que 
les  arithmetiquèf  ,corref pondants , & cela  à P infini  s & quon 
peut  enfuite,  au  lieu  d’un  moyen  proportsonel , prendre  deux, 
trois,  quatre , ' itc.  moyens  proport ionels  géométriques  entre  deux 
termes  vos  fs  ns,  & prendre  en  meme  temps  les  moyesss  proportio-^ 
nels  arithmétiques  corre [pondant s qui  Serviront  d" expofants  aux 
géométriques 

En  imaginant  de  la  meme  maniéré  les  moyens  proporthnels géo- 
métriques entre  tous  les  terme{  voijins  Ct  les  arithmétiques  qui 
ku  r fervent  d expofants  » on  verra  clairement  qu’on  peut  concevoir 
une  progreffon  géométrique  infinie  de  toutes  les  puiffances  de  fuite 
durse  grandeur , dont  ietex^fant s feront  au ffi  une  progreffio» 
arithmétique.  . , 

L’on  remarquera  que  toutes  les  fois  qu*on  prendra  quatre  tem 
mes  y dans  la  progreffion  géométrique , qui  feront  entreux  une 
proportion  geometriqsse  y les  quatre  expofants  de  ces  quatre  termes 
feront  entr'eux  une  proportion  arstbmetsquet  Et  que  toutes  le t 
fois  qu  on  prendra  plufieurs  ttrmes,  c'efl  à dire  tant  des  termet 
quon  voudra , dam  la  progreffion  géométrique , qui,  quoiqu'elle 
gnis  les  uns  des  autres,  feront  pourtant  entreux  une  pregreffm 
géométrique  i les  expofantt  'de  tous  tes  termes , près  dans  le  même 
ordre  feront  entr’eux  une  progrefiàn  arithmétique  ; c'efl  à diré^ 
ta  mime  differente  régnera  ^tu  leur  progreffion  4. 
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» Mat!  qnàndzero  efl  le  premier  terme  et meproportkm  aritbme» 
tique  O,  i; 2, 1 2 = 3,  »/  faut  ajouter  le  fetond  & le  trotfÜme 

terme,  & la  fomme  eft  le  quatrième  terme  Quand  zen  efi  le 
quatrième  terme  d'une  proportion  arithmétique  ^,2:  i,o,  il  faut 
retrancher  le  fécond  terme  du  premier  ,&  la  différence  efletroU 
ftème  terme . Enfin  quand  zéro  ejl  le  premier  ou  le  dernier  terme 
d'une  progrefton  arithmétique  6, 1,2,3, 4;-^  4»  3»  1,0, 

il  faut' multiplier  le  terme  le  filus  proche  de  Tjro,  qui  efl  Indiffé- 
rence de  la  'prhgrejfiun , par  le  nombre  des  termes  depuis  gero  non 
compris , par  exemple  par  4,yî  l'on  veut  té  quatrième  terme  depuis 
•^^eroncn  comprit , & le  produit  efl  le  terme  que  l'on  cherche. 

C'eft  la  raifon  dei  réglés  qu’on  a données  pour  multiplier  &pour 
divifer  deux  puiffancei  d'une  mime  grandeur  l'une  par  l'autre  par 
le  moyen  des  expofantt  ; & pour  élever  une  puilfance  d'une  gran- 
deur d une  autre  puffance  dont  l'expofant  efl  donné  Car  pour  mul- 
tiplier par  exemple  a*  par  a>,  il  y a une  proportion  géométrique  a" 
ou  I . a*  : : a^  .a’ , dont  F unité  ejl  le  premier  terme.,  a*  Ü a^  font 
le  jecond  & le  troifième  terme , & le  produit  a’  que  F on  cherche  efl 
le  quatrième  term\  ' txs  expofantt' è,  2;  3 , 2 = 'ifont  aûffi 

une  proportion  arifbmrtique  dont  zéro  efl  le  pi emier  terme , les 
expofantt  z&  ^ des  grandeurs  à multiplier , a* , a* , font  le  fécond 
tt  le  troifième  terriee  : a'mfi  ajoutant  a 3,  /4!  fomme  5 efl  F expo- 
faut  du  terme  a’  que  F on  cben  hoit. 

Pour  divifer  z*  (par  a*,  il  y a une  proportiop  géométrique  a*,  a* 
::  a‘.a*o«  i,  dont  ilffl  le  premier  terme  ; je  divifeur  a*  le  fécond 
terme  ; le  quotient  a*  que  F on  cherche  efl  le  troifième  terme , & 
l'unité  a”  ou  i efl  le  quatriètg^^  termè.  Les  expofants  3,  a;  1,0, 
font  auffiune  proportion  arithmétique',  le  premier  terme  efl  ^,le 
fécond  efl  2,1e  troifième  1 efl  l'expofant  du  quotient  que  F on  cherche, 

zéro  efl  le  quatrième  terme  ; ainfs  en  retranchant  le  fécond  ter- 
me 2 du  premier  terme  3,  la  différence  i efl  l'expofant  du  quotient 
que  F on  cherche. 

Pour  élever  la  puiffance  ^une grandeur  comme  a*  d une  puif- 
fance  dont  Fexpofant  efl  donné , par  exemple  à la  puiffance  dont 
Fexpofant  efl  4,  il  y a une  progreffion  géométrique  a®o«  i,a% 
a*,  z\z*,dontle  premier  terme  efl  Funitè , la  puiffance  donnée  a* 
efi  le  premier  terme  après  Funité , & la  puiffance  a*  que  F on  (hertbe 

• ' *?'  "I  V * 

i -4.  • * -*  ^ 
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xxiv  avertissement: 

efl  le  quatrième  terme  aprb  V unité . Les  expofantt  font  auffi  tint 
frogrejjfton  arubmetitj  f -i-  o,  i,  2 , 3, 4,  depuis  zéro  ; le  premier 
terme  aprét  ^ero e/l  J'uatré , &c't(l.la  différence  delà  proÿreffon; 
l'expofant  tjue  f on  cherthe  eft  le  quatrième  terme  après  ^ero;  & 
dans  une  progrejjton  arithmétique , la  d fference  étant  connue , qui 
ejl  icii,  & le  nombre  des  termes  après  ^tro  qui  efl  ici  4.,  il  n'y  a 
quâ  multiplier  la  différence  par  le  nombre  des  termes  depuis  zéro 
non  compris , <Jr  le  produit  , qui  efl  ici  4,  efl  le  terme  que  f on 
cherche  de  la  pregreffion  arithmétique , & par  cottjequent  texpo», 
fant  de  la  puijf ante  que  l/onchercboit. 
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ANALYSE  DÉMONTRÉE, 

LIVRE  l 

DE  L’ANALYSE,  QUI  ENSEIGNE 
à réfoudre  les  Problèmes  qui  le  réduifent  . 
à des  équations  fimplcs. 


SECTION  I. 

La  Metinde  de  réduire  un  Prob/ême  en  équatiortf. 


PROBLEME  t 

EDUIR  E UH  Problème  en  équatiom  ; c'ejl  À dire  j exprimer 
parade I équations  tous  les  raportssPun  Problème, 

L faut  diftinguer  avec  beaucoup  d’atten-, 
tion  les  trois  chofês  que  renfèraie  le  Pro< 
blême:  i.  Les  grandeurs  connues:  2.  Les 
grandeurs  inconnues  qu'on  cherche , ou 
qui  fervent  à faire  trouver  celles  qu'on 
cherche  : 3.  Les  rapports  connus  entre  les 
grandeurs  connues  & les  inconnues , ou  même  ceux  qui  font 
entre  les  inconnues. 

2°.  11  faut  marquer  les  grandeurs  connues  par  les  premiè- 
res lettres  de  l’alphabet  a,  & , c , &e.  & les  inconnues  par 
les  dernieres  s,  t,  v,  x y Z- 

Il  cft  bon  auffi  de  marquer  les  grandeurs  connues  oc 
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connues  par  les  prenniercs  lettres  des  noms  qui  les  expri- 
ment : Par  exemple  , de  marquer  un  nombre  en  general 
par  » , une  fomme  par  / , le  temps  par  r , la  viteflè  par  v , 
une  tangente  par  t , une  foutangentc  par  / , & ainfi  des  au- 
tres ; cela  foulage  la  mémoire . 

3°.  Il  faut  fuppofer  le  Problème  comme  refolu  , en  re- 
gardant les  inconnues  comme  fi  elles  étoient  connues  , & 
trouver  par  le  moyen  des  rapports  connus  du  Problème , au- 
tant d’équations  , qu’on  a fuppofé  d’inconnues  . 11  faut  ob- 
'ferver  autant  qu’on  peut , l’ordre  naturel  dans  la  formation 
des  équations,  c’eft  à dire  qu’il  faut  commencer  par  les  rap- 
ports les  plus  fimples,  & fe  lêrvir  enfuice  par  ordre  des  rap- 
ports les  plus  compofe's. 

Exemple! 

^J_'r CUVER  le  quatrième  terme  d’une  proportion,  dont 
on  connoît  les  trois  premiers  termes. 

1°.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  qui  font  les  trois 
premiers  termes  connus  , la  grandeur  inconnue  qui  efl  le 
quatrième  terme,  & les  rapports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  & llnconnue;  dans  ce  Problème,  les  rapports  con- 
nus font  le  rapport  qui  efl  entre  la  première  & la  fécondé 
grandeur  connue  , & le  rapport  qui  efl  entre  la  troifième 
grandeur  connue  , & la  quatrième  qui  eft  l’inconnue  qu’on 
cherche  , ces  deux  rapports  font  égaux  i pr  confequent  le 
produit  des  extrêmes  efi  égal  à celui  des  moyens. 

a".  Je  marque  les  grandeurs  connues  pr  les  premières 
lettres  de  l’alphabet  , & l’inconnue  par  une  des  dernieres } 
de  cette  maniéré . Soit  le  premier  terme  = a.  Le  fécond 
= ^.  Le  troifième  = c.  Le  quatrième  = x. 

3*.  Par  le  moyen  des  rapptts  connus , j’ai  cette  propr- 
tion  a.  hi:  c.  x. 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens, 
l’on  aura  cette  équation  éx  — te  y qui  eft  celle  du  Pro- 
tlême. 

ExempleI! 

T7 ROUVER  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  d’une 
progreflion  géométrique  qui  va  en  diminuant , dont  on  con- 
ooit  le  premier  & le  fécond  terme. 
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I.  1*.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  , qui  font  le  pre- 
mier terme  de  la  progrclfion  qui  eft  le  plus  grand  , & le 
fécond  terme  » la  grandeur  inconnue  qui  efl  la  fomme  de 
tous  les  termes  infinis  de  la  progreflion:.  Je  remarque  de  plus 
que  par  la  propriété  des  rapports  égaux  qui  font  entre  tous  les 
termes  de  la  progreflion,  la  fomme  de  tous. les  antécédents, 
qui  efl  ici  la  fomme  de  cous  les  termes  infinis  de  la  pro- 
greflion , pareeque  zéro  eft  le  dernier  terme  , eft  à la  fom- 
me de  tous  les  confequents  , qui  eft  la  fomme  de  tous  les 
termes  moins  le  premier  , comme  le  premier  terme  eft  au 
fécond . 

; a*.  Je  marque  les  grandeurs  connues  & l’inconnue  de  cet. 
te  maniéré. 

- Soit  le  premier  terme  connu  = a. 

Le  fécond  = t.  , . - 

La  fomme  inconnue  de  tous  les  termes  infinis  = /. 

3*.  Je  me  fers  ainû  du  rapport  connu  pour  former  l’équa- 
tion du  Problème. 

• La  fomme  de  tous  les  antécédents  de  la  progreflion  qui 
eft  égale  à ; ~ o , c’eft  à dire  la  fomme  /,  eft  à la  fom- 
me de  tous  les  confoquents  qui  eft  s • — as  comme  le  pre- 
mier terme  a eft  au  fecond  fr,  & j’ai  cette  proportion.  . 

/.  t — -rrf.*  a.  b. 

• Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens , 
l’on  aura  cette  équation  h s as  ~ aa  ^ qui  eft  celle  du 
Problème. 

Exemple  III. 

R ou  V E R deux  grandeurs  dont  on  conooît  la  fomme  & 
la  différence. 

1°.  Soit  la  fomme  connue  des  deux  grandeurs  itKon- 
nues  = a. 

Soit  leur  différence  connue  = d. 

Soit  la  première  & la  plus  grande  des  deux  grandeurs 
inconnues  = x.  , 

La  féconde  — 

a®.  II  y a deux  rapports  connus  , le  premier  eft  que  la 
fomme  des  deux  inconnues  eft  égale  à 4 , ce  qui  donne  cet- 
te première  équation  x -4»/  = « . 

Le  fécond  rapport  connu  eft  que  la  différence  des  deu.x 
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inconnues  cft  égale  à W , ce  qui  donne  cette  féconde  équi» 
tion  *■  — y = d. 

L’on  a ainfî  les  deux  équations  du  Problème. 
Remarque. 

T lO  R SQü'iL  n’y  a pas  aflcz  de  rapports  connus  pour  trou- 
ver autant  d’équations  qu’on  a Tuppofé  d'inconnues , le  Pro- 
blème a plufîeurs  réfblutions , comme  on  le  fera  voir  dans 
la  fuite , & on  l’appelle  indéterminé . 

D e'  F I N I T I O N. 

I_»ES  grandeurs  qui  font  des  deux  côtés  du  ligne  = dans 
une  équation , font  nommées  les  deux  membres  de  l’équa» 
tion,  X — y cil  le  premier  membre  de  l’équation  x — y=^d^ 
& d en  efl  le  fécond  membre . 

Avertissement. 

_^^pre's  avoir  réduit  un  Problème  en  équations,  il  faut 
faire  en  forte  que  les  inconnues  des  équations  fe  trouvent  feu» 
les  dans  le  premier  membre , & qu’il  n’y  ait  que  des  gran» 
deurs  connues  dans  k fécond  ; ce  qui  donne  la  réfolution  du 
Problème . 

Le  dégagement  des  inconnues  des  équations , & les  pré- 
parations pour  y arriver  , (é  font  par  l’addition,  la  fouflrac- 
tion  , la  multiplication  , la  diviCon  , l’extraélion  des  raci- 
nes , &c. 


SECTION  II. 

La  Méthode  de  dégager  les  inconnues  des  équationsj 
& de  préparer  les  équations  à ce 
dcgagcracnc. 

ü/4ge  de  Vaddition  & de  la  fouflraUhn  pour  le  dégagement 
àci  inconnuei , & pour  y préparer  ht  équations. 

i. L’Addition  & la  fouftraélion  fervent  à faire  pafTer 
une  ou  plufîeurs  grandeurs  d’un  membre  de  l’équation  dans 
l’autre. 
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Il  fiut  effacer  la  grandeur  qu’on  veut  faire  paffer , dans  le 
membre  où  elle  eft , & l’écrire  dans  l’autre  membre  avec  un 
Cgne  contraire  à celui  qu’elle  avoit. 

Par  exemple , dans  l’équation  ht=  as  — aa  ^ oa  fera 
paflèr  — aa  du  fécond  membre  dans  le  premier  , en  l’effa- 
çant dans  le  fécond  membre , & l’écrivant  dans  le  premier 
avec  le  ligne  & l'on  aura  bs  aa  = as . 

On  fera  paffer  de  même  dans  l’équation  bs  aa  — as , la 
grandeur  is  du  premier  membre  dans  le  fécond , en  l’effa- 
çant dans  le  premier,  & en  l’écrivant  avec  le  ligne  — dans  le 
fecond  , & l’on  aura  aa  ~as  — bs. 

De'  MONSTRATION. 

T l’oN  ne  fait  dans  cette  tranfpofition  qu’ajouter  ou  retran» 
cher  des  grandeurs  égales  dans  chaque  membre  de  l’équa- 
tion : car  en  ajoûtant  aa  dans  chaque  membre  de  l’équa- 
tion br-=  as  — aa,  l’on  trouve  aa  bs  = as  — aa-*-  aa , 
& — aa-*-  aa  étant  égale  à zéro,  on  l'eftâce  , & il  refte  aa 
•*-bs  = as . Et  en  retranchant  is  dans  chaque  membre 
de  aa  -*-  bs  = as  , l’on  trouve  aa^bs  — bs  = as  — bs,  6c 
**-  bs  — bs  étant  égal  à zéro , on  l’effâce  , & il  refte  aa  = as 
— bs . Par  confequent  les  deux  membres  demeurent  toujours 
égaux  après  cette  tranlpofltioo.  . .. 

Ufages  de  la  tranfpofithn . 

N peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités  où 
eft  l’inconnue  dans  un  membre  , & toutes  les  quantités  con- 
nues dans  l’autre , comme  on  le  voit  dans  la  derniere  équa- 
tion ; ce  qui  férvira  au  dégagement  des  inconnues. 

3.  On  peut  mettre  par  tranfpofition  toutes  les  quantités 
d’une  équation  dans  un  membre,  & zéro  dans  l’autre;  ce 
qui  férvira  dans  les  Livres  fuivans.  Car  en  effaçant  toutes  les 
quantités  d’un  membre,  & les  écrivant  avec  des  lignes  con- 
traires dans  l’autre  membre  , l’égalité  demeure  toujours  , & 
zéro  fe  trouve  feul  dans  le  membre  où  l’on  a effacé  toutes  les 
quantités . Par  exemple , fi  l’on  a xx  — ax=.ab,  l’on  aura 
par  tranfpofition  xx  — <ax  ab-=  o. 

3.  On  peut  rendre  pofitives  par  le  moyen  de  la  tranfpofi- 
tion, les  grandeurs  négatives  ^ l’équation  , les  ôtant  du 
membre  où  elles  font  négatives , Sc  les  mettant  dans  l’autre 
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avec  le  Cgne  ; ce  qui  fert  à rendre  l’inconnue  poCtivc  * 

auand  elle  cft  négative , & à faire  trouver  la  valeur  poCtivc 
c l’inconnue . 

4.  Lorfque  la  même  grandeur  Ce  trouve  avec  le  même 
ligne  daps  chaque  membre  de  l’équation  , comme  dans  cet 
exemple  ax’^ab~’^aè*^bc , il  faut  l’effacer , & l’on  aura 
ax  = bc , 

Vfages  de  la  multiplicatio»  pour  préparer  ïe$  êquatiom , pour 
en  ôter  les  frayions  ^ (3  pour  en  dégager  les  inconnues. 

3.1.  ORS  QU  E rinconnue  eft  divilée  par  une  grandeur  con-, 
nue , comme  dans  cet  exemple  f on  peut  dégager  l’in» 
connue  de  cette  grandeur  connue  , en  multipliant  chaque 
membre  par  la  grandeur  a , par  laquelle  l'inconnue  x eft  di« 
vifee , & l’on  aura  x = ~. 

2.  ün  peut  encore  ôter  par  la  multiplication , toutes  les 
fraftions  d’une  équation . 

11  faut  multiplier  les  deux  membres  de  l’équation  par  le 
dénominateur  de  la  première  fraélion , & multiplier  la  nou« 
velle  équation  par  le  dénominateur  de  la  fécondé  fraélion , 
& ainff  de  fuite , & l’on  trouvera  une  équation  oîi  il  n’y  aura 
plus  de  fraélions . 

Exemple . Il  faut  ôter  les  fraélions  de  l’équation  ^ 7/ 

■■  " T* 

]e  multiplie  chaque  membre  par  a « & je  trouve  l’équatioa 

* * — * T 

Je  multiplie  enfuite  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  r > & je  trouve  ex-*"  at  = ^. 

Enfin  je  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  pr 
le  dénominateur  e , & je  trouve  cex  aie  = acd  où  il  n’y  a 
plus  de  fraélions  > 

On  peut  ôter  tout  tfun  coup  toutes  les  fraélions  d’une 
équation  , en  multipliant  chaque  membre  pr  le  produit  de 
tous  les  dcnorrûnateurs» 

Dans  l’exemple  précèdent  en  multipliant  7 7 = 7 par 

ace  produit  de  tous  les  dénominateurs , l’on  trouve  l’équa-* 
tion  J dans  laquelle  effaçant  les  lettres  com- 

munes au  numérateur  & au  dénominateur  de  chaque  frac- 
tion y l’on  aura  l’équation  fans  fraélions  cex  ashe  = acd , 
comme  on  l’avoit  trouvée.  . 
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* D’où  l’on  vcMt  que  fi  toutes  les  quantités  d’une  équation 
êtoient  divifées  par  une  même  grandeur,  il  n’y  aurdt  qu'à  ef- 
facer cette  grandeur , & l’équation  feroit  fans  fradlions . 

3.  On  peut  auffi  faire  en  forte  par  la  multiplication, qu’une 
des  grandeurs  connues,  laquelle  on  voudra , devienne  un  quar- 
ré  ou  une  puifiance  parfaite , en  multipliant  chaque  membre 
de  l’équation  par  cette  même  grandeur , ou  par  fa  racines  pat 
exemple , dans  cette  équation  axx  ahc  = c\  on  peut  ren- 
dre la  grandeur  quarrée  en  multipliant  chaque  membre  par 
f , & l’on  aura  aexx  ahcx  = c*. 

On  peut  auflj  par  ce  moyen  faire  en  forte  dans  quelques 
équations  , où  la  plus  haute  puifiance  de  l'inconnue  efi  mul- 
tipliée par  quelque  grandeur  connue , que  cette  grandeur  de- 
vienne quarrée  ou  une  puifiance  parâite , 

Par  exemple , fi  l’on  a l’équation  axx  *4-  ahx  — hk , on  ren- 
dra quarrée  la  grandeur  axx , en  multipliant  chaque  membre 
par  la  grandeur  connue  a,  ôc  l’on  aura  aaxx-*Faabx=.abbc. 

Enfin  on  pourroit  ôter  toutes  les  grandeurs  incommenfura- 
bles  d’une  équation , lorfqu’elle  en  a , par  le  moyen  de  la 
multiplication  > mais  cet  ufâge  n’étant  que  pour  les  équations 
compolees , il  fera  mieux  placé  dans  le  Livre  fuivanc. 

Démonflratiûn  de  tous  cef  ufages. 

J L efi  évident  que  dans  toutes  les  operations  précédentes  , 
on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation  par  des  gran- 
deurs égales;  par  conlèquent  ils  font  encore  égaux  après  la 
multiplication . 

Vfaget  de  la  divifion  pour  préparer  ïet  équations,  & pour 
dégager  les  inconnues . 

. !•  l’inconnue  eft  multipliée  par  une  grandeur 

connue  dans  une  équation , comme  dans  le  premier  exemple 
de  la  première  Seélion  , où  l’on  a trouvé  ax  = ic  , on  dé- 
gagera l’inconnue  en  divifant  chaque  membre  par  cette  gran- 
deur connue. 

Ainfi  diviiânt  chaque  membre  par  a , l’on  aura  x = ^,ce 
qui  donne  la  rélblution  du  Problème,  où  l’on  voit  que  le  4* 
terme  d’une  proportion  étant  inconnu , & les  trois  premiers 
étant  connus , l’on  trouvera  le  4*  en  divilâot  le  produit  du 
fécond  & du  troifiéme  par  le  premier . 
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On  dégagera  de  même  l’inconnue  dans  l'équation  du  fé- 
cond exemple  bi=:af — aa;  car  par  tranfpofition  l’on  au- 
ra aa  = as  — hs\  & divifant  chaque  membre  par  a — fe, 
l’on  aura  f^  = s.  C’eft  à dire  fi  l’on  divilé  le  quarré  du  pre- 
mier terme  d’une  progreflion  geomemque  qui  va  en  dimi- 
nuant, par  le  premier  terme  moins  le  fécond,  le  quotient 
fera  égal  à la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  progref- 
fion . 

2.  Lorlque  toutes  les  quantitez  d’une  équation  font  multi- 

pliées  par  une  même  lettre  ou  par  une  même  grandeur , on 
rendra  l’équation  plus  fimple , en  divifant  toutes  les  quanti- 
tez qui  la  compofent  par  cette  grandeur  commune.  ^ 

Par  exemple  , fi  l’on  a l’équation  axx  — abx  = bcx  , en 
divifont  toutes  les  quantités  par  x,  l’on  aura  l’équation  plus 
fimple  ax  — ab  = bc . 

3.  Lorlque  les  deux  membres  d’une  équation  ont  un  divi- 
feur  commun , on  la  réduira  à une  équation  plus  fimple  , en 
divifant  chaque  membre  par  leur  commun  divifeur  . 

Par  exemple  , les  deux  membres  de  axx  — aax  = abx 
— aab , ont  le  divifeur  commun  ax  — aa\  en  divifant  cha- 
cun par  ax  — aa,  l’on  aura  l’équation  fimple  x = ^ » où  l’in- 
connue cft  entièrement  dégagée. 

Démonfiration  de  tous  ces  ufages . 

J L eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  précédentes,  on 
divifo  les  deux  membres  égaux  d’une  équation  par  des  gran- 
deurs égales  ; par  confequent  ils  font  encore  égaux  après  la 
divifion. 

Ufages  de  l'extra&kn  des  racines  pour  préparer  les  équations^ 
Ù pour  dégager  les  inconnues, 

J.  i.LoRSQUEle  fécond  membre  d’une  équation  ne  contient 
que  des  grandeurs  connues , & que  le  premier  membre  où 
eft  l’inconnue  contient  une  puifiance  parfaite , il  faut  extraire 
U racine  de  ces  deux  membres , & l’on  aura  une  équation 
plus  fimple . 

L’on  a par  exemple  l’équation  xx  = aa,  il  faut  extraire 
la  racine  quarrée  de  chaque  membre , & l’on  aura  x = a. 
De  la  même  maniéré  en  tirant  la  racine  cubique  de  chaque 
membre  de  l’équation  x'  aab , l’on  aura  aab. 

Le 
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Le  premier  membre  de  l’équation  xx-~  idx  •*»aa  = ic, 
eft  un  quarré  parfait  ; ainfi  en  tirant  la  racine  quarrée  de  cha- 
que  membre , on  aura  l'équation  fimple  x — a — , & 

par  tranrpofitjonjf  = 4H-»^6f. 

Le  premier  membre  de  l’équation  x> — ^tixx  ^oax — a» 

— ahc  , eft  un  cube  parfait;  ainfi  en  tirant  la  racine  cubique 
de  chaque  membre , l’on  aura  l’équatiou  Cmple  x — a =y/abCf 
& par  tranfpofition  x — a’^i/ ahc . 

».  Il  y a plufieurs  équations  dont  le  premier  membre  de- 
viendroit  une  puifiance  parfaite,  fi  on  lui  ajoutoit  une  gran- 
deur connue;  par  exemple,  fi  l’on  ajoutoit  an  au  premier 
membre  de  l’équation  xx  — 2.ax  = bc , le  premier  membre 
feroit  le  quarré  xx  lax  aa  ; dans  ce  cas  il  faut  ajoûter 
à chaque  membre  la  grandeur  connue  qui  rend  le  premier 
membre  une  puifiance  parfaite,  & l’on  aura  xx  — xax'^aa 
xzz  aa'*t‘hc  ; il  âut  enfuite  tirer  la  racine  de  chaque  mem- 
bre, & l’on  aura  x — a = y'aa  ■+-  bc,  qui  eft  une  équation 
Cmple,  où  l’on  aura  par  tranfpofition  x^a•^^•y'aa’*^•bc. 

De  la  même  maniéré  fi  l’on  retranche  de  chaque  mem- 
bre  de  l’équation  x’  — ^bxx  •+•  ^bbx  = c\  l’on  aura  l’équa- 
tion x’  — gixx-t-  jfcéx  — P dont  le  premier  mem- 

bre eft  un  cube  parfait  ; ainfi  en  tirant  la  racine  cubique  de 
chaque  membre , on  aura  l’équation  fimplex — b=l/  c’ — b’, 
& par  tranfpofition  x = é»*-  Vf’  — b*. 

Le  fécond  ufage  de  l’cxtraélion  des  racines  fêrt  à réduire 
à des  équations  fimples , toutes  les  équations  où  l’inconnue 
eft  élvée  au  quarré  dans  une  des  grandeurs  de  l’équation , 
& linéaire  dans  quelqu’autre  grandeur  , comme  l’équation 

XX — ax  — ab . 

Ces  équations  font  nommées  du  fécond  degré , & l’on  y 
diftingue  trois  termes:  le  premier  eft  xx,  c’eft  à dire  le  quarré 
de  l’inconnue  ; le  fécond  eft  celui  où  l’inconnue  eft  linéaire , 
comme  — ax  ; le  troifiéme  & dernier  terme  eft  celui  qui  ne 
contient  que  des  grandeurs  connues  , comme  ab  . 

La  metbode  de  réduire  toutes  les  équations  du  fécond  degré  à des 
équations  fimples  : ce  qui  en  donne  la  réfolution. 

Pour  réduire  les  équations  du  fécond  degré  à des  équa- 
tions fimples , 1’.  il  faut  faire  pafler  les  grandeurs  tou- 
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tes  connues  dans  le  recond  membre . Il  faut  prendre  la 
moitié  de  la  grandeur  connue  qui  multiplie  l’inconnue  lineai» 
le  dans  le  fécond  terme , 3'.  Ajouter  le  quarré  de  cette 
moitié  à chaque  membre  de  l’équation , & le  premier  mem- 
bre deviendra  un  quarré  parfait.  4*.  11  faut  tirer  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre  , & l’on  aura  une  équation 
hmple . 

Exemple . Il  faut  réduire  l’équation  xx  — ax  — = o à 

une  équation  Hmple. 

1®.  jefaispafler  la  grandeur  connue  — ai  dans  le  fécond 
membre,  & je  trouve  xx — ax=ab. 

a . ]e  prens  7 a qui  eft  la  moitié  de  la  grandeur  connue  a 
du  fécond  terme. 

3®.  J’ajoute  7 aa,  qui  efl  le  quarré  de  cette  moidé , à cha- 

3ue  membre , & je  trouve  xx  — ax-*"^  aa  = ^ aa  ai  , 
ont  le  premier  membre  eft  un  quarré  parfait , qui  a pour  fa 
racine  x — ~a. 

4®.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , & je 
trouve  Féquation  fimple  x — -^a  = v^  aa^t^ab  , & par 
tranfpofition  x = 7 a>0‘y/^-^aa’*‘ab. 


7- 


Tro'ifiéme  ufage  âe  VextraBikn  Jet  racines . 

T l’on  trouve  dans  la  rélblution  de  quelques  Problèmes 
deux  équations , qui  étant  jointes  enfcmble,  ou  retranchées 
l’une  de  l’autre , font  trouver  une  équation  dont  le  premier 
membre  où  eft  l’inconnue,  eft  une  puiftance  parfaite;  ou  bien 
ces  équations  étant  élevées  au  quarré,  au  cube,  &c.  & en- 
fuite  jointes  enfemble  ou  retranchées  l’une  de  l’autre , l’on 
trouve  une  équation  dont  le  premier  membre  où  eft  l’incon- 
nue, eft  une  puiffance  parfaite:  dans  ce  cas  il  faut  extraire  la 
racine  de  chaque  membre  de  la  deraiere  équation  que  l’on  a 
trouvée,  & l’on  aura  une  équation  plus  fimple. 

Exemple  J.  Si  l’on  a les  deux  équations  x^^ie^  x = V, 

& 3<»xx 

Lesajoûtant  l’une  à l’autre  , l’on  aura  x’  •4»  3<jxx  -4-  ^aax 
= f>i^fJ,dont  le  premier  membre  cftlecubede  x-4-4, 
il  faut  extraire  la  racine  cubique.de  chaque  membre  , & l'on 
aura  l’équation  fimple  x -4-  a = & par  tranfpofition  ^ 

x — — a’^l/b>’*-c^. 


Digitized  by  Google 


Livre  I.  .ii 

* ÉxmpU  11  L’on  a les  deux  équations  xx  — >5»  = | p , & 

Si  l'on  élève  la  première  a la  troisième  puiflânee  y & la  fê« 
conde  au  quarré , l’on  aura  «+•  yxxj^ — ^ pr, 

& x‘ 6r*y; -4- 9rjfjr+=  i f f . 

RetraochanC  le  premier  membre  de  la  première  du  pre- 
mier membre  de  la  lêconde,  & le  lêcond  membre  de  la  pre. 
miere  du  fécond  membre  de  la  fécondé , Ton  trouve  px*// 
— ttP^»  premier  membre  eft  le 

quarré  de  "^xxy 

Ceft  pourquoi  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre» Ton  trouve  jxxy-*-y*  =/ — ~p> . 

ÉoHn  ajoutant  cette  équation  à l'équation  -4-  ^xyr 

i4=f  l’on  trouve  xJ-+-jxx/-+-3x7>-*-/=-i  ff— :iTf» 

dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  x*+-/. 

Ceft  pourquoi  tirant  la  racine  culMque  de  chaque  membre, 

l’on  trouve  l’équation  Cm  pic  x •^y = ^ i f -4-  — âVi’'- 

^ Démon^ratio  'n  de  tous  ces  ufages , ’ " 

I lES  racines  quarrées>  ou  cubiques,  ou  quatrièmes, &c. 
de  grandeurs  égales , font  égales  ; or  il  eft  évident  que  dans 
toutes  les  operations  précédentes  , on  tire  des  racines  quar- 
rées  , ou  cubiques,  &c.  de  grandeurs  égales;  les  grandeurs 
que  l’on  trouve  font  donc  encore  égales , & elles  font  une 
équation,  mais  elle  eft  plus  ümple. 

Avertissement. 

T'iES  operations  precedentes  fufHlént  pour  dégager  Tin- 
connue  des  équations  fimples,  lorfqu’il  n’f  en  a qu’une  feule  , 
mais  l’on  a encore  befoin  dés  fubftitutions , lorfqu’on  trouve 
plufieurs  équations  fimples  dans  la  réfolutioo  d’un  Problè- 
me, qui  contiennent  plufleuis  inconnues. 

Des  Substitutions. 

g . T lO  R s QU’  IL  n’y  a qu’une  inconnue  dans  le  premier  rnem- 
bie  d’une  équation  , les  quantités  dont  le  fécond  membre  efb 
compofé , fœt  U valeur  de  cette  inconnue. 

Dans  l’équation  r =<!•♦•  <i eft  la  valeur  de  x . 

Subftitucr  1a  valeur  d’une  inconnue  dans  une  équation  , 

B ij 
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c’cft  y mettre  cette  valeur  à la  place  de  linconnpe , ou  les 
puiffances , ou  les  racines  de  cette  valeur  à la  place  des  feoi- 
blables  puiffances,  ou  des  fcmblables  racines  de  l’inconnue. 

D’où  il  fuit , 1° , que  fi  l’inconnue  eft  dans  l’équation  avec 
le  figne  ou  — , il  faut  l’ôter  de  l’équation  , & mettre  fa 
valeur  en  là  place  avec  les  fignes  fi  l’inconnue  a le  figne  , 
avec  des  fignes  contraires  fi  l’inconnue  a le  figne  — . 

a°.  Si  l’inconnue  eft  multipliée  ou  divifée  dans  l’équation 
par  quelqu’autre  grandeur , il  faut  multiplier  ou  divifer  la 
valeur  de  Tinconnue  par  cette  grandeur , Sc  la  mettre  dans 
l’équation  à la  place  de  la  grandeur  où  étoit  l’inconnue  : ce 
qui  fe  doit  auftl  entendre  des  puiûànces  de  l’inconnue  , ou  de 
ies  racines. 

Enfin  de  quelque  maniéré  que  foit  l’inconnue  dans  une  équa* 
tion , il  faut  y mettre  de  la  menne  manière  fa  valeur  à ùl  pla« 
ce.  Tout  ced  s’entendra  mieux  par  des  exemples. 

Exemple  L 

P ou  R fubflituer  la  valeur  dey,  qu’on  fuppofe  = 
daus  l'équation  x — y = dÿ  il  faut  ôter  — y de  cette  équa> 
tion , & mettre  en  fa  place  fa  valeur  a — jr,  en  changeant  les 
« t,  figues  de  cette  valeur  * , & Ton  aura  x — a ’*-x  = d;  & 
en  abrégeant  l’on  aura  ix  — a-=.d,  & par  tranfpofition  ax 
= <»•+•</,&  en  divifant  chaque  membre  par  deux , Ton  au» 
ra  X = i—  ; ce  qui  fait  voir  Tulagc  des  fubftitutions. 

Exemple  IL. 

JP  O U R fubftituer  la  valeur  de  x , qti’bn  fuppofe  =y'  r » 
dans  l’équation  xx  — 2x  — 3=0;  il  faut,  i*",  élever  chaque 
membre  de  x =y  -t»  1 au  quarré,  & l’on  aura  xx  =yy  2/ 

•<“  I . 

2”,  Multipliery  i valeur  de  x par  — »,  & l’on  aura  — ► 
2x  = — 2y  — i. 

3'.  Il  faut  mettre  dans  l’cquation  xx — ix  — j = o,  à la 
place  de  xx  & de  — jx,  leurs  valeurs , & l’on  aura  yy  — 4 
= O,  au  lieu  de  xx  — ax  — j = o,  & par  tranfpofition  l’on 
aura  yy  = 4 , & y = 2 ^ l’on  aura  la  valeur  de  x toute  con- 
nue, en  mettant  à la  place  dey  dans  l’équation  x =y  1,  fa 
valeur  2,  car  l’on  trouvera  x = j. 
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^ L’operation  fe  fait  de  cette  manière. 

•L’équation  propoféc  eft  — zx  — 3 = 0|  l’on  fuppo- 
fe  ar  = 7 I . - ' 

L’on  aura  donc  xx  = yj  ^ zy  i. 

^2X—  2Jf 2. 

— 3 = — 3- 

Donc  arx  — 22’  — 3=  O =/jy  * — 4 = . 

Exemple  III 

> 

On  propofe  defubflituer  dans  l'équation  la  valeur 

de  Z ptife  dans  l’équation  z= — ^ 
vc  en  mettant  au  lieu  de  ^ fâ  valeur. 


V 

Jt  — 


V e * t , 

Il  faut  enfuite  abréger  cette  expreflion  par  les  operations 
ordinaires  de  l’ Algèbre,  de  cette  maniéré. 


V . I 4 4.  I XV  • I — 

zzzzziziir"”" 


V # ^ I . 

■;*rx  VT5TT  V . X'»'  • -t-TxvT^T  ^ 

vT’^tT  X V * I 

4 >*•  I V4f-^»**^« 

■ — • 

V k I *'*■*•  ‘, 

L’on  aura  donc  l’exprefîion  la  plus  ûmplc  x = r-  1 

V 4 i />•  . 

Démonftration  dit  fuBftrttttiotrf . 

X.j’oN  met  par  la  fubftitution  des  grandeurs  égales  dans  un® 
équation,  à la  place  d’autres  grandeurs  qu’on  en  ôte;  par  conlê- 
quent  les  deux  membres  de  l’équation  demément  toujours 
égaux.  ^ *'i 
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SECTION  III. 

Où  [on  expliqua  la  manière  de  rèfoudre  entièrement  1er 
Problemet  Jimplet  ou  du  premier  degré  ^ Ü l'on, 
en  apporte  plufteuri  exemples, 

PROBLEME  IL 

^.j^PRES  avoir  réduit  un  Problème  en  autant  eT èquation  'e 
qu’on  a pris  dincasmues,  i trouver  la  valeur  connue  de  toutes  les 
inconnues  ^ cefl  adiré  trouver  la  rèfolution  du  Problème^ 

Première  maniéré,  ■ 

i”.^)n  écrira  toutes  les  équations  du  Problème  qui  exprî. 
inent  tous  les  rapports  connus  qui  font  entre  les  inconnues 
& les  connues  & on  les  nommera  les  premières  équations. 

zV  On  en  prendra  une , qu'on  écrira  à part  > l’on  pren* 
dra  la  valeur  de  l’une  des  inconnues  qu’elle  contient  y & 
l’on  fubilituera  cette  valeur  à fa.  place  dans  toutes  celles  des 
premières  équations  où  fe  trouve  cette  inconnue excepté 
celle  où  on  l’a  dégagée  ; après,  quoi  cette  inconnue  ne  fe 
trouvera  plus  dans  les  équations  où  fa  valeur  a été  fublli> 
tuée  s’ on  écrira  toutes  ces  nouvelles  équations  , & l’on  y' 
ajoutera  celles  des  premières  équations  où  l’inconnue  qu’on 
a Otée,,  n’étoit  point,  s’il  s’en  trouve  quelqu’une  , & on  Ici 
uommera  les  fécondés  équations^ 

, 3®.  On  prendra  une  de  ces  équations  , que  Ton  écrira 
avec  celle  qu’on  a déjà  mi/ê  à part , on  prendra  la  valeur 
de  l’une  des  inconnues  qu’elle  contient , & on  la  fubllitue^ 
ta  à fa  place  dans  toutes  celles  des  fécondés  équations  où^ 
fe  trouve  cette  inconnue  ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équa> 
tiens  où  cette  inconnue  n»  fe  trouve  plus . On  les  écrira  * 
& l’on  y ajoutera  celles  des  fécondés  équations  où  ne  (ë  trou- 
voit  pas  cette  inconnue  , ôc  on  tes  nommera  les  troifiémes' 
équations , fut  Idquelles  on  opérera  comme  l’on  a fait  fur 
tes  équations  precedentes  , & l’on  continuera  l’operation 
^Iqu’à  ce  qu’on  trouve  une  équation  où  il  n’y  ait  qu’une 
ieuk  inconnue. 
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/f’.  On  prendra  la  valeur  de  l’inconnue  de  cetre  équation* 

& on  la  rubllicuera  dans  celle  des  équations  mifes  à part , où 
il  n’y  a que  cette  inconnue  & une  autre , & il  n’y  rertera 
que  cette  autre  inconnue  , dont  on  prendra  la  valeur , qu’on 
fubftituera  dans  une  des  équations  mifes  à part  oîi  il  n’y  a 
que  cette  inconnue  avec  une  autre.  En  continuant  d’opeier 
de  cette  maniéré  , on  trouvera  les  valeurs  connues  de  toutes 
les  inconnues , & l’on  aura  la  réfolution  du  Problème. 

Secmde  maniéré. 

1*.  R e’s  avoir  écrit  les  premières  équations , on  pren. 
dra  toutes  les  valeurs  d’une  mtme  inconnue  dans  toutes  celles 
des  premières  équations  où  elle  fe  trouve , & l’on  en  écrira 
une  à parc . 

2°.  On  comparera  toutes  ces  valeurs  les  unes  avec  les  au- 
tres ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  , qu’on  écrira  * 
& l’on  y ajoutera  celles  des  premières  où  n’étoit  point  cette 
inconnue  , s’il  s’en  trouve , & l’on  aura  les  fécondés  équa- 
tions. 

3®.  On  opérera  fur  celles-ci  comme  on  a fait  fur  les  premiè- 
res, & l’on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  Ibit  arrivé  à une  équa- 
tion oîi  il  n y ait  qu’une  inconnue. 

4®.  On  en  prendra  la  valeur  , & on  la  fubftituera  dans  cel- 
les des  équations  mifes  à part  où  elle  fe  trouve  avec  une  feu- 
le autre  inconnue , & l’on  continuera , comme  dans  la  mé- 
thode précédente , jufqu’à  ce  qu’on  ait  les  valeurs  connues  de 
toutes  les  inconnues. 

R E M A R QJU  E. 

Lor  SQXj’oN  a trouvé  la  valeur  toute  connue  d’une  feule 
inconnue  , fi  l’on  n’avoit  pas  mis  à part  les  équations  dont  on 
a parlé  , on  irouveroit  néanmoins  la  valeur  de  toutes  les  in- 
connues en  fubfthuant  la  valeur  toute  connue  dans  une  des 
équations  où  il  n’y  a que  l’inconnue  qui  a cette  valeur  avec  - 
une  fécondé  inconnue , & après  la  fubftitution  on  prendroit  la 
valeur  toute  connue  de  la  féconde  inconnue  ^ «Sc  on  la  fubfti- 
tueroit  avec  la  valeur  de  la  première  inconnue  dans  une  des 
équations  où  il  n’y  a que  les  deux  premières  inconnues  avec 
une  troifiéme  ; & en  continuant  cette  operation , on  trouve- 
roit  les  valeurs  connues  de  toutes  les  inconnues. 
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■ T roifième  manière  qui  fert  à abréger  hf  eperatîom 
dum  flufienrs  cas. 

Xl  arrive  quelquefois  qu’on  trouve  tout  d’un  coup  la  valeur 
toute  connue  de  chacune  des  inconnues  du  Problème  , en 
ajoutant  enfcmble  deux  ou  plufieurs  des  valeurs  d’une  mê- 
ine  inconnue  prifes  dans  les  premières  équations , ou  bien  en 
les  retranchant  les  unes  des  autres.  Il  faut  feulement  obferver 
de  joindre  enfemble  les  valeurs  d’une  même  inconnue  qui  for- 
ment  une  équation  oh  les  autres  inconnues  fe  détruifent  par 
des  lignes  contraires , ou  toutes , ou  la  plûpart , comme  on 
le  verra  dans  l’exemple  fuivant , auquel  on  appliquera  ces  trois  - . 
méthodes . 

Application  de  la  première  meibode  à un  exemple. 

O N fuppofe  qu’en  réduifant  un  Problème  en  équations , 
on  a trouvé  les  quatre  fuivantes. 

Premières  équations . Equations  mifes  à part. 

1®.  v—^  — X — /«(-A 

2Z=^y — a-*’b. 

V’*-y’^Z=-x  ^c.  2y=.2x — b’SfC. 

X’*“y*“z=v^d. 

2°.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue , par  exemple 
de  V,  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  équations  comme  dans 

• 1.  la  première  , & l’on  trouvera  v = z — * — 

qu’on  écrira  à part,  & l’on  fubftituera  cette  valeur  dans  les 
autres  équations  à la  place  de  v , & l'on  aura  les  fécondés 
équations  oh  o ne  fe  trouvera  plus. 

Secondes  équations  abrégées . 

2Z — 2y^a=b.  2Z  — 2X’*‘a  = c.  2x<^iy=xa**i*d. 

3°.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  fécondés 

* »•  équations,  comme  de  z,  & l’on  trouvera  * — a Sr  b', 

on  l’écrira  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à part , & l’on 
fubflituera  cette  valeur  dans  celles  des  fécondes  équations 
oh  fe  trouve  z , c’ell  à dire  dans  la  fécondé , & l’on  aura 
la  première  des  troificmes  équations , & y ajoutant  l’équa- 
tion 2x  2y  = a d^  les  troifitmes  équations  feront  les 
deux  fuivantes. 

T roi/lé  mes 
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Trotfiêmes  équations  ahregéti  ; 

— tx-^b=c.  2 X-*- 2^ =4 •**«/.  ; ' 

4*.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  trot/îéin&s 
équations , comme  de  / , & l’on  trouvera  2y—ix  — é f 
On  éaira  cette  équation  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à 
part , & l'oti  fubflituera  la  valeur  dé  ^y  dans  l’équation  a* 

d,  & l’on  trouvera  4*  = <*•♦•&. — c-^d.  ' 

Comme  l’on  eft  arrivé  à une  équation  qui  ne  contient 
tm’une  feule  inconnue  x. , on  la  dégagera  , & l’on  trouvera 

* — V - ' . ^ . J.  1 - i . !..  .1  i 

' On  fubftituera  la  valeur  connue  de  x dans  l’équation  mife 
à part  2V  = 2r  — i M-f , qui  n’a  dinconnues  que/  & *■ , & 

1 on  trouvera  2y  — -^-1 t c j , oc  en 

divifant  chaque  membre  de  2/  = par  2 , l’on  aura 

/=— 4— • 

On  fubftituera  cette  valeur  dey  dans  l’^uation  mife  à part 
2i=-2y—^  a ’*‘b  t & après  avoir  abrégé  l’équation  qui  en 
viendra,  & dégagé  Imconnue  ;ç,  on  trouvera  z = • 

Enfin  on  fubllitusra  les  valeurs  connues  de  x,/,'?  dans  l’équa- 
tion mife  à part  v = z — ^ a,  Ôc  après  avoir  abrégé 

l’éqiiation  qui  en  viendra,  & dégagé  l’inconnue  o,  on  trouve- 

Le  Problème  eft  entièrement  léfolu  ; & l’on  a toutes  les 
valeurs  connues  des  grandeurs  inconnues  , x — » 


Application  de  la  fécondé  metbode  au  même  exemple . 
Premières  équations.  Equations  mifes  d part. 


v¥-x’*’y=K’*"a.  V —Z — * — 

va,-x^^=^y^b.'  *.■  2i=iy>rh  — a.  ^ 

C.  ZX  = 2/-<«& — -c,' 

1®.  On  prendra  dans  les  premières  équations  toutes  les  va- 
leurs d’une  même  inconnue , comme  de  v,  & Ion  en  mettra 
une  à part.  Cés  valeurs  font, 

’u—z—x'—yi^a.  v=7  — * — *H-é.  w=x — y 

i— v=-x  •‘f  y ^ — d. 

2®.  On  comparera  ces  valeurs  égales  les  unes  avec  Icsautres, 
& l’on  aura  les  fécondés  équations.  ’ 
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Stcondcf  équations  ^regées  „ 

— ly^h — a.  2?  — 2x=f — a, 

Les  autres  équations  qu’on  pourroit  faire  des  quatre  valeurs 
de»,  font  inutiles,  ces  trois  équations  contenant  toutes  les  in. 
connues  du  Problème  excepté  v , & toutes  les  connues. 

. 3°.  L’on  prendra  dans  les  fécondes  équations  toutes  les  va- 
leurs d’une  même  inconnue  comme  de  î,  & l’on  aura , 
2Z=2y-*‘i — a.  i;ç=2xH-r — a. 

On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  nrifes  à part , on 
comparera  ces  valeurs  les'uncs  avec  les  autres , & on  aura  les 
troiûémes  équations  en  y ajoutant  l’équation  2x  H-  a/  4 
d,  dans  laquelle^  ne  fe  trouve  point . 

y m 

'Tfoî^émet  équations  abrégées. 

2x-^2y=il — c.  2X’^iy=a’»i‘d. 

4*.  O'’  dégagera  l’inconnue  x dans  ces  troifiémes  équations  | 
& l’on  aura  2JT  = 2j- H- i — c.  2x=— 2/-+-a-4-</. 

^ On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à part , & 
on  fera  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  a* , & l’on  au- 
ra l’équation  4^=^** — b’^C’^d,  où  il  n’y  a que  la  feule  in- 
connue y , en  divi/ânt  chaque  membre  par  4 , l’on  aura 

£nbo  on  fubfeituera  la  valeur  dey  dans  les  éqüations  mifes 
.à  part , üx.  l’on  trouvera  la  valeur  de  * , iSc  avec  ces  deux  va- 
leurs, celle  de  & enfin  celle  de  z;,  qui  font , 

X 

♦ • ^ ““  4 * ^ 

Application  de  la  troijiéme  metbode  au  mme  exemple. 

Equation!  du  Problème, 
se  zOf  a, 

xar‘yar^  — v¥‘d. 

Valeurs  de  V.  Valeurs  de  x. 


»=X: — X — yos-a. 
v=y  — X — Z’*“b. 

»=* — y — 

^ — d. 

Somme  4n=4-t-  ^ g — 4», 
abrégée. 


x—z — V — y -4-4. 
x—y-^v — Z !>• 

x = v «Hy  -4-x; — c. 
x=zv — y — Z '*“d. 


Somme  4; 
abrégée. 


L I V R.  E L Ifi 

Divifântpar4»  »==î±i^'-^.Divifantpar4»*==*-^i^^ 


.Valeurs  de 
v^x  — a. 

^=Jf  — V — X fc 

^=x — V — y -+•  c. 

^=n — 'X—y  •^d. 

Somme  Somme  ^7i= — a.-^b’*-e-^d. 

abreiie.  aère^tfe.  ■ 

Divifânt  par 4,> = . Di vifant  par  4,  z= 


Valeurs  dey. 

y=X. — v—x*^a, 
•=  z;  X •*■  fr» 
y=x — V — ^ •♦•c. 

y=.V — X — X’*!‘d. 


Avertissement. 

(^OMME  il  arrive  rarement  qu'enjoignant  ainC  toutes  lea 
valeurs  d’une  même  inconnue^l’on  trouve  fa  valeur  toute  con- 
nue, il  eft  bon  de  remarquer  qu’en  les  joignant  deux  à deux 
dans  les  cas  oîi  cela  fe  peut  faire , ou  trois  à trois , &c.  il  faut 
choiflr  celles  oîl  les  autres  inconnues  le  décruifent  pat  des  ligpe» 
contraires,  ou  toutes,  ou  en  partie.  ^ ... 

Démon^rathn  de  cet  trois  methoder, 

. Jl  "eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  de  ces  meth^es, 
l’égalité  fe  conferve  toujours  eacre  les  deux  membres  deséqua- 
tions quelles  font  trouver,  &.  que  les  inconnues  Ce  dégagent 
les  unes  après  les  autres;  par  confequent  il  y a égalité  entre  les 
membres  desdernieres  équations  où  conduifent  ces  méthodes  ; 
ainfi  les^  demieres  équations  donnent  les  valeurs  toutes  connues, 
de  toutes  les  inconnues  du  Problème.  ’ 


' 'Remarq_ue. 

I.  Lo R s qo'o  N ne  peut  pas  dégager  toutes  les  înconnitfs  , 
ce  qui  arrive  lorlqu’on  n’a  pas  pu  former,  autant  d équations 
qu’on  a été  obligé  de  prendre  d’inconnues  , le  Problème 
eft  indéterminé & il  peut  avoir  differentes  réfoluûons  car 
en  mettant  des  grandeurs  arbitraires  à la  place  des  “\coo* 
nues  qu’on  n’a  pas  pu  di^ager  , on  aura  differentes  ^^®***“ 
lions  : il  arrive  neanmoins  quelquefois  que  les  grandeurs, 
arbitraires  doivent  être  entre  certaines  limites  , autremert 
on  trouveroit  des  réfolutions  négatives , ou  meme  impoüi- 
bles  ; les  équations  où  fe  trouvent  les  "inconnues  .à  la  place 
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desquelles  on  peut  mettre  dei  grandeun.  Arbitraires , feront 
connoître  ces  limites. 

Par  exemple  , lî  en  refolvant  un  Problème , on  ne  peut 
trouver  -d’autre  dquation  que  celle-ci , ce  Problème 

efl  indéterminé , & en  mettant  differentes  grandeurs  arbitrai- 
res à la  place  de  x , on  aura  differentes  réfolutions.  Cependant 
il  eft  évident  que  pour  avoir  des  valeurs  poficives  de  7 , H faut 
flue  chaque  grandeur  arbitraire  qu’on  mettra  à la  place  de  x, 
Soit  plus  grande  que  b. 

■ 3.  Lorsqu’au  contraire  on  a plus  d’équations  que  d’inconnues, 
après  avq/r  trouvé  les  valeurs  toutes  connues  de  routes  les  in- 
connues -,  il  faut  qu'en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations 
qui  relient,  on  ne  trouve  pas  d’impoflibilité,  c’eft  à dire  qu’on 
ne  trouve  pas  dans  les  deux  membres  de  ces  équations  desgrab< 
deurs  toutes  connues  inégales  entr’elles.*  car  ce  feroit  une  mar- 
que que  l’on  a fuppofé  quelque  impoffibilité  dans  les  rapports 
du  Problème  qui  ont  fourni  ces  équations  ; comme  ü dans 
l’exemple  auquel  on  a appliqué  les  méthodes , l’on  avoir  en- 
core eu  cette  équation  de  plus  que  celles  qui  y font,  x-t-^  = e. 
L’on  auroit  trouvé  en  fubllituant  dans  cette  équation , les  va- 
leurs toutes  connues  de  x & de_y  , l’égalité  = f\  & fi  la 
grandeur  è n etoit  pas  égale  à , on  aurwt  fuppofé  dans  le 
Problème  une  chofe  impoffiblc. 

Exemples  oit  Pon  rffout  pîufteurt  Problèmes  Jimples 
ou  du  premier  degrd  ^ 

I. 

• La  Comme  a de  deux  grandeurs  inconnues  .r  Sc  y y dont  » 
eff  la  plus  grande  , étant  connue  avec  leur  différence  d,  trou- 
ver chacune  de  ces  grandeurs . 

. "Par  la  fuppofition  * -Hji  ===<»,  — y=d-,  doncx  = a- 

■ — y,  & x = d-*-y  \ donc  a — y —d-*“y  , Sc  par  tranfpofi- 
tion  2y  = a — , & en  divifant  chaque  membre  par  2. , l’on 
aura  y = ; fubflituant  cetts  valeur  dans  laquelle  on 

■voudra  deS'  équations  precedentes  comme  dans  x = a — y ^ 
l’on  trouvera  x . 

L’on  a donc  trouvé  que  la  moitié  de  la  fomme  de  deux 
grandeurs  avec  la  moitié  de  leur  différence , eft  égale  à la 
plus  grande,  & la  moitié  de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence,  eft  égale  à>  la  moindre . Ce  qu’il  faut  bien  retenir . 


ZI 
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On  propofe  de  trouver  trois  grandeurs  inconnues  x, 
qui  foient  telles  quen  ajoutant  une  grandeur  connue  a zh 
première  x , elle  foit  égale  aux  deux  autres , en  ajoutant  la 
même  grandeur  à la  féconde  , elle  foit  ^gale  au  produit 
des  deux  autres  x •4»  ^ par  un  nombre  connu  è ; enfin  en 
ajoutant  a à la  troifiéme  elle  foit  égale  au  produit  des 
deux  autres  par  un  autre  nombre  connu  c . Par  la  fuppofitioa 

X •*»  a =y  •*“  Z . Equations  mi/fs  à part. 

y^a=l>X’^bz.  x=y-^z  — a. 

z^a  = cx->rcj. 

Doncx=;'-4-^ — a.  x=^  — Z~*"h  *'=r — > en 
comparant  la  première  de  ces  valeurs  de  l'inconnue  x avec 
les  deux  autres,  l’on  aura, 

Secondes  équations  abrégées. 

‘ = en  dégageant dans 

l’une <5c dans  l’autre, on  aura^ 

'■  Comparant  ces  deux  valeurs  de^ , on  trouvera  f 
, où  dégageant  z , l’on  trouvera*= 
anettant  cette  valeur  de  ^ dans  7 l’on  trouve 

après  avoir  abrégé ;»= , fubflituant  les  valeurs 
connues  de  i & de ^ dans  x = y ^ — a,  l’on  trouve  apres 
avoir  abrégé  x = • 

Si  l’on  luppofe  4 = 10,  fc  = 2,c=3,  l’on  aura  x==~  . 
y = 4iV-î=6iV- 

III. 

Deux  nombres  qu'on  exprimera  généralement  p3t  a Sck, 
étant  donnés , trouver  un  troifiéme  nombre  inconnu  x , par 
-lequel  les  deux  a Si.  b étant  divifés,fi  l’on  ajoute  à chaque  quo* 
tient  4 , ^ J un  nombre  donné  c , les  fommes  ^^c,  ^ c» 
foient  cntr’elles  comme  deux  nombres  donnés  m & » , l’on 
lùppofê  « moindre  que  b , Sx.  m moindre  que  » * 

Par  la  fuppofition  ^-^c.  ce  qui  donne  cette 

équation  *4  ra  = ^ h-  rw  ; multipliant  toutes  les  quantités 

par  X l’on  aura  an  -4-  cnxnz=  bm  -t-  cmx , & dégageant  r , 
l’on  aura  x = • 

. Sironfuppofc4=l2, 6 = 36,e  = 8,w  = 3,»=^j,I’oft 
aura  x = 3 . > t 

C iij 
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Xl  fait  prendre  garde  en  dégageant  les  inconnues,,  de  £}ire 
en  lbr<e  que  les  valeurs  toutes  connues  que  l’on  trouve, 
foicut  politives  loifque  cela  eft  podible. 

IV. 

On  prendra  pour  quatrième  exemple  le  Problème  de  la 
couronne  mêlée  d’or  & d’argent , dont  Archimede  trouva  le 
mélange  (ans  endomager  la  couronne . Un  ouvrage  paroit 
être  d’or,  il  faut  trouver  premièrement  sll  n’y  a point  d’ar* 
gent  mêlé  avec  l’ori  fecondement  s’il  fe  trouve  du  mélange, 
il  faut  trouvA:  combien  il  y a d’or  ,&  combien  il  y a d’argent 
dans  l’ouvrage  fans  l’endomager  . 

On  fuppofe  comme  une  chofe  démontrée  par  l’experience^ 
& dont  on  donne  la  raifoa  dansrHydroltrarique  , que  les  mé- 
taux perdent  une  partie  de  leur  poids  dans  l’eau,  & que  l’oc 
en  perd  moins  que  l’argent , & que  les  autres  métaux  - 
Ainfr  le  poids  de  l’ouvrage  étant  connu  & nommé  p,  il 
faut  prendre  un  lingot  d’or  pur , & un  lingot  d’argent , cha- 
cun du  poids  P de  l’ouvrage , & pefer  ces  trois  corps  égaux 
dans  l’eau , pour  voir  la  quantité  qu'ils  y perdent  de  leur 
poids;  11  l’ouvrage  en  perd  plus  que  l’or  & moins  que  l’ar- 
gent , l’on  eft  alluré  par  là  quil  y a du  mélange  , 

Pour  le  trouver  (oit  nommée  a.  la.  quantité  que  l’argent 
perd  de  fon  poids  dans  l’eau  i la  quantité  qu’y  perd  l’or 
pur,  & f la  quantité  qu’y  perd  l’ouvrage , & l’on  fuppofe  c 
plus  grand  que  fr , & moindre  que  a . ^ 

Soit  la  quantité  inconnue  d’argent  mêlé  dans,  l’ouvrage 

= X.. 

La  quantité,  inconnue  d’or  mêlé  dans.  l’ouvrage  . 

. L’on  a déjà  cette  prenûere  équation  x -t-  y = p puilque 
les  deux  parties  lûnt  eolêmble  la  quantité  p du  poids  de 
l’ouvrage.. 

Pour  avoir  une  lèconde  équation  , il  faut  auparavant  faire 
ces  deux  proportions  . v 

Le  poids  p du  lingot  d’argent  ell  à la,  quantité  x d’argent 
mêlé  dans  l’ouvrage comme  I»  perte  a que  fait  le  lingot 
d’argent  de  fon  poids  ,.  étant  mis  dans  l’eau  , à la  perte  que 
liait  la  partie  x d’argent  qui  ell  dans,  l’ouvrage  lorfqu’on  le 
pefe  dans  l'eau . 


Livré!  *3 

' p.xMà.-^  • ainC  eft  la  ï>crtc  que  iâit  la  quantité x 
d’argent  qui  cft  dans  l’ouvrage . 

Par  un  railbnncmcnl  femblable  à celui  qui  précédé,  le  poids 
du  lingot  d’or  pur  p .y::  b. . ainfi  cft  la  perte  que  fait 
la  quantité >1  d’or  qui  cft  dans  l’ouvrage  ; mais  ces  deux  quan- 
tités de  perte  doivent  être  cnfcmblc  égales  à la  per. 

te  c que  Ëiit  l’ouvrage  étant  pefé  dans  l’eau . 

L’on  a donc  cette  Icconde  équation 
Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x prife  dans  la  première  équa- 
tion , qui  eft  AT  = P — y , dans  cette  fccondc  équation , & 
l’on  aura  — oh  l’on  trouvera 7 = . 

Subftituant  cette  valeur  dans  x—p  — 7,  on  trouvera 


Si  Ion  refout  chacune  de  ces  égalités  en  proportion, on  trou- 
vera 4 — b. P'.:  a — c.y.  -a  — b.p::c — b.x. 

Ce  font  les  proportions  que  donne  la  règle  d’alliage . 

Si  l’on  fuppolc  le  poids  de  l’ouvrage  7 = 10  livres,que  l’ar- 
gent perd  la  dixiéme  partie  de  Ibn  poids  dans  l’eau , c’eft  à 
dire  que  lo  livres  d’argent  perdent  une  livre  , l’on  aura  a = ï 
que  l’or  y perd  la  dix-huitième  partie  de  fon  poids , l'on  aura 
b = rr  = i » que  l’ouvrage  perd  -ÿ  d’une  livre  de  fon  poids 
dans  l’eau,  c’eft  àdirec=y. 

On  trouvera  que  la  quantité  d’argent  mêlé  dans  l’ouvrage 
cft  a:=  X liv.  xi  la  quantité  d’or  cft7=7  liv.i. 

• 

Trouver  entre  deux  grandeurs  données  a & 6 , autant  de 
moyennes  proportionnelles  qu’on  voudra , ce  nombre  de  mo- 
yennes proportionnelles  foit  nommé  ». 

11  fuffit  de  trouver  le  premier  terme  mtycn  proportionnel , 
car  par  la  réglé  de  trois,  on  aura  tous  les  autres . 

Soit  ce  premier  moyen  î=  x . 

Suivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  rapports  compofés 
a.  b.  d’où  l’on  déduit  ax"'*"' = b , divifant 

chaque  membre  par  a,  l’on  aura  x’^'=a"b  ; en  tirant  la 
racine  dont  l’expolânt  cft  » i de  chaque  membre  -,  l’on 

a^t 

aura  x-=^ a"b. 

Si  on  demande  un  feul  moyen  proportionnel  > l’on  aura 
» = !,&  i = x,  ainfi 
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Si  on  demande  deux  moyens , l’on  aura  »=:2,  & «•♦•ï 
= î,  x=i/a'b. 

Si  on  en  demande  trois,  l’on  aura  x=.^a'b , &c. 

VI. 

On  prendra  un  exemple  de  Phyfique  fur  le  rcflbrt  de  l’air 
pour  le  fï.xiéme.  | 

Soit  fuppofe  un  tuyau  de  verre  d’une  longueur  déterminée 
telle  qu’on  voudra,  comme  de  30  pouces,  fermé  d’un  bout  ; 
& ouvert  de  l’autre,  qu’on  rempliflê  de  mercure  à la  referve 
d’une  certaine  quantité  d’air  groflier  qu’on  y laiffe  telle  qu’on 
voudra,  par  exemple  de  huit  pouces; l’on  demande  après  avoit 
renverfé  le  tuyau , & mis  l’ouverture  dans  un  vaifTeau  plein  de 
mercure,  quelle  lêra  la  quantité  du  tuyau  qu’occupera  l’air 
qu’on  y a lailTé  après  s’être  étendu  par  fon  relTort,  & à quelle 
hauteur  le  mercure  demeurera  fufpendu . 

On  fuppolê  que  l’c-xperience  démontré,  i“,  que  le  mercure 
demeure  (iif^ndu  à la  hauteur  de  28  pouces,  lorlqu’il  n’y  a 
point  d’air  grofTier  dans  le  tuyau;  par  confequent  l’air  extérieur 
preflê  le  mercure  qui  eft  dans  le  tuyau  , & l’empêche  de  de- 
icendre  avec  une  force  égale  au  poids  de  28  pouces  de  mercure. 
Il  prefle  avec  la  même  force  tous  les  corps  qu’il  environne,  & 
une  portion  d’air  groffier  même  eft  preffée  avec  la  même  force 
par  l’air  qui  l’environne , de  manière  que  s’il  arrivoit  qu’elle  en 
fîlt  moins  preffée , elle  s’étendroit  par  fon  reffort , & occupe- 
roit  un  plus  grand  efpacc. 

2.  Que  lorfqu’une  portion  d’air  eft  preffée  par  deux  forces 
inégales , dont  l’une  eft  par  exemple  double  de  l'autre , l’elpace 
qu’elle  occupe  étant  preffée  par  la  plus  grande , eft  à celui  au- 
quel elle  s’étend  par  fon  reffort  , étant  preffée  par  la  moindre, 
comme  réciproquement  cette  moindre  force  e(t  à la  plus  gran- 
de; dans  cet  exemple  comme  1 à a . Ces  chofes  fuppofées, 

Soit  la  longueur  connue  du  tuyau  = /. 

La  quantité  connue  d’air  laiffé  dans  le  tuyau  = <*. 

La  force  entière  avec  laquelle  l’air  extérieur  preffe  le  mer- 
cure , qui  eft  connue  & ordinairement  égale  au  poids  de  28 
pouces  de  mercure  —f. 

La  hauteur  inconnue  de  la  colonne  de  mercure  qui  de- 
meurera dans  le  tuyau  oîx  l’on  a laifté  l’air  4 , = *■ , 

' La  quantité  inconnue  de  l’efpace  qu’occupera  l’air  a laiffé 
dans  le  tuyau  =7 . 

Les 


Livre!.  25 

Les  deux  quantités  x ôcy  des  efpaces  qu’occuperont  le  mer- 
cure & l’air  dans  le  tuyau,  feront  égalesà la  longueur  du  tuyau 
/;ce  qui  donne  cette  première  équation  * 

L'air  a laifTé  dans  le  tuyau  qui  occupoit  l’efpace  a lorf 
qu’il  étoit  preflé  par  la  force  entière/ de  l’air  qui  renviron- 
noit , doit  s’étendre  lorfqu’il  n’eft  plus  prefle  que  par  la  force 
/ — X , moindre  que/,  c’eft  à dire  loriqu’il  eft  preffé  par  la 
force  / de  l’air  extérieur  diminuée  par  le  poids  de  la  colonne 
de  mercure  x qui  reliera  dans  le  tuyau , car  l’air  extérieur 
preHant  le  mercure  x & l’air  qui  font  dans  le  tuyau  avec  la 
force  f,  le  poids  du  mercure  x diminue  l’aélion  de  la  force/ 
fur  l’air  relié  dans  le  tuyau  , qui  n’y  ell  plus  prelTé  que  par  la 
force/ — X . 

Or  l’efpace  7 qu’occupera  l’air  lailTé  dans  le  tuyau  après 
s’être  étendu , n’étant  prelTé  que  par  la  force  / — x,  doit 
être  à l’elpace  a qu'il  occupoit  étant  prelTé  par  la  force  en- 
tière/ } comme  réciproquement  la  force  f ell  à la  force  / — jr, 
ce  qui  donne  cette  proportion  «*::/.  / — x,  d’où  l’on  dé- 
duit la  Icconde  équation /y  ■ — xy  = af. 

Il  faut  prendre  la  valeur  de  x dans  la  première  équation 
x •*-y  = l f & l’on  aura  x = l — y. 

Il  faut  fubUitucr  cette  valeur  de  xdans  la  féconde  équation 
fy — xy  = afy  & l’on  aura/ÿ — Jy^yy=  af,  qu’on  écrira  de 
cette  maniéré  yy*-fy  — ly  — af. 

Pour  abréger  on  fuppofera  / — /= — ^ , lorfque  / furpallè 
/;&/ — l=z*^b,  lorlque/ furpaflfe  /;  & on  mettra  — é àla 
place  de/  — / dans  le  premier  cas,  & l’on  aurayy  — by=af. 
Il  faut  ajouter  à chaque  membre  l’on  aura yy  — by 

^ bb  = ^lib’¥‘  af,  dont  le  premier  membre  ell  un  quarté 
parlait , qui  a pour  fa  racine  y — ^b;  ainlî  en  tirant  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre , l’on  auray  — = \hb 

& par  tranfpofition y = \b’t^^^bb’^af.  En  mettant  cette 
valeur  dey  dans  x = / — y,lbn  aura  x = / — ^bb^af, 

& le  Problème  ell  réfolu  . 

Suppofant  30=/,28=/,8=<ï,&  z8. — 30= — 2= — b, 
l’on  trouvera y = i6,&x  = i4- 

R E M A RQ_U  E. 

X_i’oN  peut  fouvent  abréger  les  réfolutions  des  Problèmes 
en  le  fervanc  de  quelques-uns  de  leurs  rapports , pour  dimi- 

O 
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nuer  fe  nombre  des  inconnues , & par  cenfequent  celui  des 
équations . Dans  l’exemple  precedent , au  lieu  de  prendre 
la  fécondé  inconnue/,  on  auroit  pu raifbnner  ainfi ; La  loa> 
gueur  du  tuyau  l moins  la  hauteur  inconnue  de  la  colonne  du 
mercure  x , eft  precilement  la  quantité  inconnue  de  l’efpace 
qu’occupera  l’air  a laide  dans  le  tuyau , ain/I  cet  efpace  ed 
/ — X ; ce  qui  efl  caufe  qu’on  n’a  pas  befbin  de  la  première 
équation  ; & qu’une  feule  équation  fufïït  pour  la  rélblution 
du  Problème. 
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ANALYSE  COMPOSEE. 

O U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduilent  à des  équations 
compolécs . 

LIVRE  II. 

0«  A)»  explique  h maniéré  de  réduire  les  Problèmes  en  équa- 
tions ^ & toutes  les  équations  d’un  meme  Problème  à une 
feule  qui  en  contienne  toutes  les  conditions  , & quelques 
préparations  generales  des  équations  compofées  , pour  les 
re foudre  plus  facilement  ^ comme  les  maniérés  d'en  ôter 
les  frayions  , les  incommenfuraites  ^ & de  trouver  leur 
plut  grand  divifeur  commun^ 


SECTION  I. 

Où  Pon  explique  la  maniéré  de  réduire  tin  Problème  corn- 
pofé  fur  les  nombres  ou  de  Geometrie  en  équations,  & la 
maniéré  de  réduire  toutes  les  équations  tt un  Problème  à 
une  feule  qui  ne  contienne  qu'une  inconnue  lorfque  le  Pro- 
blème e(L  déterminé  , ou  plufseurs  lorfqu  il  ejl  indéter- 
miné^^ 

Avertissement. 

C^E  Traité  d'Analyfe  efl:  principalement  pour  la  Géomé- 
trie J où  les  équations  compofées  font  neceflàires  pour  refou* 

D ii 
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dre  les  Problèmes  les  plus  compofés , d’une  maniéré  generale 
& fi  fimple , que  les  exprcfflons  n’occupent  peint  l^fprit  , 
& lui  laiflènt  toute  fon  étendue  pourdécouvrir  tout  ce  qu’ils 
ont  de  plus  difficile.  Cela  oblige  de  marquer  ici  en  general  la 
maniéré  de  réduire  en  équations  les  Problèmes  de  GeoBie< 
trie. 


PROBLEME  I.  . 

' J^DUIR  E un  Problème  compofe  en  équations  ^ (ÿ  ré- 
duire en  fui  te  toutes  les  équations  tfun  Prob^me  À une  feu- 
le qui  contienne  tous  les  rapports  du  Problème  | CÏ  dont  la 
réfolution  donne  celle  du  Problème, 

PREMIERE  PARTIE  DU  PROBLEME. 

Si  ie  Problème  eft  numérique,  on  fuivra  la  méthode  qui 
eft  au  commencement  du  premier  Livre  *,  c*eft  à dire  , on 
marquera  les  connues  & les  inconnues  par  ks  lettres  qui  leur 
conviennent , & par  le  moyen  des  rapports  du  Problème,  on 
formera  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’inconnues , lorf*, 
que  cela  fe  peut. 

Si  le  Problème  eft  de  Geometrie,  il  faut  faire  la  figure  pro» 
pre  au  Problème , & qui  l’exprime  comme  s’il  étoit  réfblu  , 
c’eft  à dire  , il  faut  y marquer  les  lignes  inconnues  comme  fi 
elles  étoient  connues;  il  faut  enfuite  tracer  dans  cette  figure 
des  lignes  perpendiculaires,  paialleles,  & autres,  félon  qu’on 
les  jugera  ncccftaires  pour  former  des  triangles  retftangles,  des 
triangles  femblables , ou  d’autres  figures  propres  à découvrir 
ce  qu’on  cherche . 

Parmi  les  lignes  de  la  figure  il  y en  a qui  font  connues  par  la 
confiruéfron  ou  par  la  fuppofition,  on  les  marquera  par  les. 
premières  lettres  de  l’alphabet  > il  y en  a d’inconnues  qui  font 
celles  qu’on  cherche  , ou  celles  qu’on  juge  pouvoir  fervir  à les 
trouver  ; on  les  marquera  par  les  dernières  lettres  de  l’alpha- 
bet, ou  par  les  premières  lettres  de  leurs  noms. 

Les  propriétés  de  la  figure,  les  propofitions  de  la  Geome- 
trie fur  les  triangles  femblables,  fur  les  triangles  rectangles  , 
&c.  & les  conditions  énoncées  dans  le  Problème  , feront 
connoîrre  les  rapports  qui  font  entre  les  inconnues  & les  con- 
nues, & l’on  s’en  fervira  par  ordre  pour  former  autant  d’é- 
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quations  qu’on  a fuppofé  d’inconnues,  lorfque  cela  eft  poffible; 
êc  après  cela  le  Problème  fera  réduit  en  équations. 

Lorfqu'on  ne  peut  former  autant  d'équations  qu’on  a fup« 
pofé  d’inconnues,  le  Problème  eft  indéterminé , & peut  re- 
cevoir plufieursréfolutions,  & fbuvcnt  même  une  infinité. 

II  eft  bon  de  remarquer  qu’on  peut  aufli  fe  fêrvir  de  quel- 
ques-uns des  rapports  du  Problème  ou  de  la  figure,  pour  di- 
minuer le  nombre  des  inconnues , ce  qu'il  faut  toujours  faire 
afin  d’abreger. 

On  concevra  mieux  ce  qu’on  vient  de  dire  lorfqu’on  en  ver- 
ra  l’application  dans  la  Geometrie, 

A 

Seconde  partie  du  Problème, 

3-  J^EDUIRE  toutes  les  équations  d'un  Problème  à une  feu» 
le  qui  naît  quurse  inconnue , lorfque  cela  fe  peut . 

Parmi  les  inconnues  qu’on  a fuppofées  pour  former  les 
équations  d’un  Problème  , il  y en  a d’ordinaire  une  principa- 
le dont  dépend  la  réfolution , & pour  laquelle  les  autres  in- 
connues ont  été  fuppofées . Cette  principale  inconnue  doit  être 
celle  de  l’équation  à laquelle  on  doit  réduire  toutes  les  équa- 
tions du  Problème , & il  ne  faut  point  la  dégager  dans  les  dc- 
gagemens  particuliers  des  autres  inconnues. 

On  iè  fcrvira  des  deux  premières  méthodes  de  la  troifiéme 
Seélion  du  premier  Livre , * pour  réduire  toutes  les  équa-  » 
tions  du  Problème  à une  feule , c’eft  à dire , on  prendra  dans 
une  des  équations  du  Problème  la  valeur  d’une  inconnue  qui 
n’eft  pas  la  principale,  on  la  fubftituera  dans  les  autres , & 
les  nouvelles  équations  qu’on  trouvera  n’auront  plus  cette  in- 
connue ; on  ôtera  de  même  de  celles-ci  une  fécondé  inconnue, 
& 00  continuera  d’ôter  une  troifiéme  inconnue , & toutes  les 
autres  aifuite  , jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équatkw 
qui  n’ait  que  la  principale  inconnue  ; ce  fora  l'équation  qu’on 
cherche . 

Ou  bien  on  preiidra  dans  les  équations  du  Problème  tou- 
tes les  valeurs , ou  du  moins  deu.x  valeurs  d'une  inconnue  qui 
n’eft  pas  la  principle  ; on  comparera  ces  valeurs  égales  , 
ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  qui  n’auront  plus  cet- 
te inconnue  5 on  opérera  de  même  fur  ces  fécondés  équa- 
tions , ce  qui  en  fera  trouver  de  troifiémes  oh  deux  incon- 
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nues  ne  (ê  trouveront  plus;  enfin  on  continuera  cette  operation 
jufqu’à  ce  qu’on  {bit  arrivé  à une  équation  qui  n'ait  que  la  prin- 
cipale  inconnue  ; ce  (êra  l'équation  qu  on  cherche . 

Dans  les  Problèmes  indéterminés,  la  derniere  équation  qui 
renferme  toutes  les  conditions  ou  rapports  du  Problème,  aura 
plulîeurs  inconnues. 

Application  de  ces  méthodes  â un  exemple . 

O N fuppofe  qu’on  a réduit  un  Problème  à ces  trois  prcmic», 
res  équations  qui  en  expriment  tous  les  rapports , & dont  j efl 
la  principale  inconnue  qui  doit  fc  trouver  dansladermerc  cqua-- 
tion  qu’on  cherche . 

Premières  équations . 

Z — jy-Ho  — — p.  — ^y^vy= — q.  vz=r^ 

Pour  les  réduire  à une  feule  équation  dont  foit  l’inconnue, 
je  prens  par  la  première  méthode  la  valeur  de  z dans  la  pre* 

• miere  équation,  & je  trouve  z = yy  — v — p. 

• 8,  Je  fubfhtue  * cette  valeur  de  z dans  les  deux  autres  équa- 

tions, & je  trouve  les  fécondes  équations  dans  Iclquclles  z.  n’eft 
plus. 

Secondes  équations  abrège  es 

— py  — q.  vyy. — vv — pv=r. 

Je  prens  dans  la  première  de  ces  équations,  la  valeur  de»  , 
*4.  & je  trouve  * » = ~ ~ - dont  le  quatre  cfl  vv  =, 

Ji  — Iff*  — Pfjy  Ifff 

• 8.  Je  lubftituc^  * les.  valeurs  de  v & de  vv  dans  l’équation 

vyy  — vv  — pv  = r , & je  trouve  l’équation  — 

7»  — fpjy  — — 11 ey’  fts  — ■ y 

I • • 1*  • 

quelle  il  n’y  a plus  d’autre  inconnue  que  la  principale/;  ainfL- 
c’elt  l’équation  qu’il  falloir  trouver., 

Autrement.^  Premières  éqs/ations . 

z — yy^vy= — p.  — zy’*“vy~ — »f=r. 

Je  prens  * deux  valeurs  de  la  même  inconnue  v dans  les 
deux  premières  équations  , üc  je  trouve  v —yy  — Z —^P- 


Je  fais  une  équation  de  ces  deux  vafeurs , & je  trouve  yy 
— z — p = , oîi  l’inconnue  v n’eft  plus .. 
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Je  multiplie  chaque  terme  par  j-  *,  & je  trouve  — fy  • 

If  q = 2xy. . . .....  ■ **• 

Je  prens  laTaSeur  de  & j’ai  * ? = 

Je  prens  * dans  l’équation  t»?  = r , dont  je  ne  me  fuis  pas  *4. 
encore  fervi , la  valeur  de  z , & j’ai  ^ ^ . 

Je  fais  des  deux  valeurs  de  z,  l’équation  ^— ,***'^  = r. 

Je  réduis  les  deux  membres  au  même  dénominateur , & 
après  avoir  effacé  Je  dénominateur  commun  , je  trouve  ^y^ 

Je  prens  * la  valeur  de  v,  Sc  j’ai  v =■  - ^ . *4. 

Je  fubftitue  les  valeurs  de  s & de  v , ^ ==  > **• 

® > ^lui  n’ont  pas  d'autres  inconnues  que  la  prin- 

ciple  y dans  la  première , ou  dans  la  fécondé  des  premières 
équations , il  n’importe  laquelle  . Je  la  fubllitue,  dis  {e,  dans 
la  première  z — yy  v = — p,  & je  trouve  w t» — ^ 

^ = — P>  qui  eft  l’équation  qu’il  falloir  trouver. 

On  auroit  pu  prendre  dans  les  trois  premières  équations  les 
trois  valeurs  de  la  même  inconnue  v,  & les  comparant  enfem> 
ble  , en  faire  deux  équations,  où  il  n’y  auroit  eu  d’inconnue 
que  Z avec  la  principale  _y , & prendre  dans  ces  deux  équa- 
tions deux  valeurs  de  , qui  étant  comparées , auraient  donné 
l’équation  où  il  n’y  auroit  eu  que  l’inconnue  principale  y j mais 
le  calcul  en  auroit  été  un  peu  plus  embarraffé . 

On  ne  met  pas  d’autres  exemples  y on  en  verra  affes  dans  la 
fuite,  & dans  la  Geometrie . 

De' monstration. 

évident  que  l’on  conlërve  toujours  l'égalité  dans  tou* 
tes  les  operaffons  du  Problème,  & qu’ayant  employé  toutes 
les  équations  du  Problème  à former  la  derniere,  cette  der- 
nière équation  renferme  tous  les  rapports  exprimés  par  toutes 
les  équations  du  Problème.  Enfin  il  eft  évident  que  la  réfolu- 
tion  de  cette  derniere  équation  donnera  celle  de  toutes  les 
équations  du  Problème, 
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SECTION  II.’ 

Où  fon  explique  h maniéré  doter  toutes  les  frayions  de 
l'e'quatson  du  Problème . L'on  y explique  aujfi  toutes 
les  définitions  des  équations  compofées. 

PROBLÈME  IL 

4 Or£2î  toutes  les  fraSlioni  dune  équation  Compofée. 

IL  faut  réduire  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  à un  mê- 
me  dénominateur,  & enfuite  effacer  le  commun  dénomi- 
nateur, & abréger  l’équation  en  cflàçant  les  grandeurs  qui  fe 
détruifent  par  des  lignes  contraires,  en  joignant  enfemble  les 
mêmes  grandeurs , & en  divi/ânt  toutes  les  grandeurs  par  les 
lettres  communes,  & l’on  aura  l’équation  fans  fraélions . 

Par  exemple , pour  ôter  les  fraièions  de  l’équation 
— = — Pt  on  réduira  toutes  les  grandeurs  de 

l’équation  au  dénominateur  commun  zy*  — ^Pyy  & 

l’on  aura , 

s*  — — SV* il  — ~ 

•J'  ~ 

On  eftâcera  le  dénominateur  commun  , & toutes  les  quan- 
tités qui  fe  détruifent  par  des  lignes  contraires,  & l’on  join- 
dra enfemble  les  mêmes  quantités,  & on  aura — y*-^ipy* 

' — PPyy  407  “*•  1??  = O ; & en  faifant  palfer  toutes  les 

quantités  dans  le  fécond  membre,  afin  que/*  Ibit  pofitivc, 
on  aura  o =/*  — zpy*  ppyy  — 47/  — qq. 

On  a démontré  ces  operations  dans  le  premier  Livre. 

On  ôtera  de  la  même  maniéré  les  fraflions  de  l’équation 
i'—fs'—ys  y°-*- yr;  — w ^ 

•7  . <77  *7  * 

en  multipliant  les  numérateurs/* — p/’ — qyy,  & — py’  "^PPy 
■*-  par  2/,  & r par  4//;  & après  avoir  effacé  le  commun 
dénominateur  4// , & abrégé  l’équation,  on  trouvera  la  mê- 
me équation/*  — 2py*  ppyy  — 47/  — qq  = o. 


De’finitions  . 
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D E'  F I N I T I O N s. 

./•Un  E équation  ordonnée  eft  celle  où  la  plus  hante  puiflànce 
de  l’inconnue  eft  la  première  , & les  autres  puiflances  de  la 
même  inconnue  font  de  fuite  , félon  leurs  degrés  ; ainfi  — 
ax'  -4-  abxx  — ■ aaex  -♦-<♦  = o , eft  une  équation  ordonnée . 

II. 

On  appelle  les  termes  d’une  équation , les  grandeurs  où  l’in- 
connue a diffèrens  degrés  ; & un  feul  terme  , les  grandeurs  où 
l’inconnue  eft  élevée  à un  même  degré.  Quand  il  y aplufieurs 
grandeurs  dans  un  même  terme  , on  les  écrit  toutes  les  unes 
fous  les  autres.  Les  grandeurs  connues  qui  multiplient  l’incon. 
nue  dans  les  termes,  s’appellent  les  cwfficients. 

Le  premier  terme  eft  celui  où  fo  trouve  la  plus  haute  puiC  / 

fance  de  l’inconnue  ; le  fécond  eft  celui  où  fe  trouve  la  puif- 
fonce  fuivante  de  l’inconnue , & ainfi  de  fuite  jufqu’au  dernier 
terme  , qui  eft  toujours  celui  où  il  n’y  a que  des  grandeurs 
toutes  connues,  comme  dans  cet  exemple, 
x’  — axx-^ahx  — <afrf  = o. 

— i ’^ac. 

— c bc. 

' Le  premier  terme  eft  x’;  le  fécond  eft  — a- — h — c xxxs 

le  troifiéme  eft  ab-^ac^bc  x x>  le  dernier  terme  eft  — abc. 

— a — b — c font  le  coefficient  du  fécond  terme  a-  ab 
ac  -4-  bc  font  le  coefficient  du  troifiéme  terme  : L’unité  eft 
le  coefficient  du  premier  terme  x’  = i x lorfqu'il  ne  con- 
tient que  la  plus  haute  puiflànce  de  l’inconnue  ; pour  abré- 
ger, on  n’écrit  ordinairement  qu’une  feule  fois  l’inconnue  dans 
un  terme  lorfqu’il  renferme  plufleurs  grandeurs. 

Lorfqu’il  y a de  l’interruption  dans  la  fuite  des  puiflances 
de  l’inconnue  , comme  dans  x’  — abx  abc  = o ^ on  dit 
que  les  termes  où  fé  trouve  l’interruption , manquent  dans 
l’équation , ou  font  évanouis  i ainfi  le  fécond  terme  manque 
dans  x^  — abx  abc  = o,  & — abx  demeure  toujours  le 
troifiéme  terme. 

Le  troifiéme  terme  eft  évanoui  dans  x»  — axx'^abc=o. 

III. 

itf.  On  diftingue  les  équations  en  diffèrens  degrés . Letéqua- 


Digitized  by  Google 


34  Analyse  démontré' e. 

équations  fimples , ou  du  premier  degré  , ou  linéaires , font 
celles  où  l'inconnue  cfl  au  premier  degré  ; ainfi  x — a 
= o cft  du  premier  degré  . Les  équations  du  fécond  degré 
font  celles  où  la  plus  haute  puiiïance  de  l’inconnue  cft  éle- 
vée au  quatre  , .rx  — ax  ^ al>  ■=  o eft  une  équation  du 
fécond  degré. 

Les  équations  du  3',  du  4',  du  5*  degré,  &c.  font  celles  où 
la  plus  haute  puiftance  de  Tjocoonue  eft  une  3%  ou  une  4',  ou 
une  5'  puiflance,  &c. 

IV. 

La  plus  haute  puiftance  de  l’inconnue  , & toutes  fes  autres 
puiflânees  dans  les  termes  fuivans , peuvent  être  les  puiftan- 
ces  exaéles  du  moindre  degré  de  l’inconnue  qui  cft  dans  le  pé- 
nultième terme  ; par  exemple  , dans  l’équation  x*  — ax*  -*■ 
ahxx  — aabc  = o , en  regardant  le  moindre  degré  de  l’incon- 
nue dans  le  pénultième  terme  qui  cft  xx  , comme  linéaire , 
x‘  cft  fa  troifiéme  puiflance,  x*  eft  fa  féconde  puiflance.  Dans 
ce  cas  le  degré  de  l’équation  eft  celui  de  la  plus  haute  puif^ 
fance  du  moindre  degré  xx  de  l’inconnue  ; ainfi  l’équation  x‘ 
— ax*  -H  ahxx  — aahc  = o , n’cft  que  du  troifiéme  degré , 
parccque  x*  n’eft  que  la  troifiéme  puiflance  du  moindre  de- 
gré XX  de  l’inconnue. 

Ainfi  x’^  — aax^'  aah^  = o , cft  une  équation  du  fécond 
degré  , pareeque  x''  eft  le  quarré  de  x** . 

De  même  x^”  — «*<ax”’  •*-  aabx*  — = o , eft  du  troi- 

fiéme degré , parccque  x''  eft  le  cube,  & x*'  le  quarré  de  x"" . 

Mais  X*  — <ix‘  -t-  aiexx  — a’icc  = 0,  eft  du  fixiéme  de- 
gré, pareeque  les  puiflânees  exaéles  du  moindre  degré  xx,  ne 
font  pas  de  fuite- 

Cor  ollaire. 

Lors qü’  i L ne  manque  aucun  terme  dans  une  équation  , 
il  y a autant  de  termes  plus  un  , que  l’équation  a de  degrés  j 
ainfi  il  y a deux  termes  dans  une  équation  du  premier  degré  s 
il  y en  a trois  dans  une  équation  du  fécond  degré)  quatre  dans 
une  équation  du  troifiéme  degré  , &c. 

Car  tous  les  degrés  de  l’inconnue  font  autant  de  termes  que 
la  plus  haute  puiflance  de  l’inconnue  a de  degrés,  & les 
grandeurs  toutes  connues  en  font  un  autre , qui  cft  le  dernier 
terme. 
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* 7*  Si  ions  termes  d’une  équation  ont  chacun  le  même  nom- 
bre de  dimenfions , on  dit  qu’ils  font  homogènes  ; ainfi  tous 
les  termes  de  a*  — abxx  — a'cx  a'  J — o , font 

homogènes , pareeque  chaque  terme  dl  de  quatre  dimenfions  : 
mais  les  termes  de  x*  — ax*  hxx  — ex  •*“  d = o , ne  font 
- pas  homt^enes  > & l’on  dit  alors  que  la  loi  des  homogènes  rsefl 
pas  obferve'e. 

Cette  loi  des  homogènes  doit  être  obfcrvcc  autant  qu’il  eft 
poflible  dans  les  équations  des  Problèmes  de  Gccmetrie,  par- 
eequ’on  ne  compare  pas,  par  exemple,  des  grandeurs  planes 
ou  de  deux  dimenfions,  quand  elles  expriment  des  furfaces  , 
avec  des  grandeurs  folides  |ou  de  trois  dimenfions,  lorlqu’cllcs 
expriment  des  figures  folides., 

R E M A R QJJ  E I. 

C|*^E  PENDANT  lorfque  les  produits  qui  font  les  termes  des 
équations , n’expriment  que  des  lignes  dont  les  rapports  com- 
pofés  avec  l’unité  ou  avec  d’autres  lignes , font  exprimes  par 
le  produit  de  plufieurs grandeurs,  l’on  peut  comparer  des  rap- 
ports plus  com  pofés  entre  des  lignes,  avec  des  rapports  moins 
compofés,  &mêmefimples,  entre  d’autres  lignes»  ainfi  l’on 
peut  comparer  enfemble  des  grandeurs  de  differentes  dimen- 
Cons , & où  la  loi  des  homogènes  n’eft  pas  obfervée . 

On  peut  auffi  dans  ce  cas  conferver  toujours  , fi  l’on  veut, 
la  loi  des  homogènes , en  concevant  les  moindres  produits  mul- 
tipliez par  l’unité  autant  de  fois  qu’il  le  faut , pour  les  ren- 
dre homogènes  avec  les  produits  d’un  plus  grand  nombre  de 
dimenfions;  ainfi  on  rendra  bxx  homogènes  avec  — ax>  en 
éaivant  ixéxx.  De  même  on  pourra  écrire — ixixfx, 
&ixixix<f,  pour  rendre  les  termes  — ex  -^d  ^ homo- 
gènes avec  les  autres. 

On  verra  dans  la  Géométrie  les  moyens  de  rendre  homogè- 
nes tous  les  termes  d'une  équation , en  confêrvant  leur  mê- 
me valeur. 

R E M A R QJJ  E II. . 

Î_J N des  grands  avantages  de  l’Analyfc  eft  de  ne  pas  par- 
tager inutilement  l'efprit  ; c’eft  pourquoi  elle  réduit  les 

E ÿ 
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"Probltmes  les  pluscompofes  à des  exprcfllons  fi  fimplcs  , que 
toute  l’attention  de  refprit  n’eft  qu’aux  grandeurs  inconnues 
qu’il  cherche  : ainfi  pour  empêcher  que  les  grandeurs  con- 
nues  fur  lcfi]uelles  il  ne  refte  plus  rien  à découvrir,  ne  par- 
tagent l’attention , on  exprime  par  une  feule  lettre  toutes 
les  grandeurs  connues  d’un  même  terme.  ; 

Par  exemple  , on  abrégera  l’équation 
— axx-t^alfx  — ah-=o. 

— h ac. 

— c ’^tc. 

En  fuppofant  toutes  les  grandeurs  connues  — a — b — c 
du  fécond  terme  égales  à une  feule  lettre  — »;  en  fuppofant 
toutes  les  grandeurs  connues  ab  ac  hc  du  troifiéme 
terme  égales  à une  feule  lettre  -t-p;  & toutes  les  connues 
\ — aie  du  quatrième  terme  à une  feule  lettre  — 9 , l’on  aura 

jc’ — fixx^px — ^ = 0 , au  lieu  de  l’équation  propofée. 

L'on  voit  bien  que  la  loi  des  homogènes  n’elt  pas  moins 
obfervée  dans  cette  exprefiion  fimpic  , que  dans  l’expreflion 
compofee , pareeque  la  lettre  p , par  exemple , eft  dans  le 
troifiéme  terme  à la  place  d’une  grandeur  connue  de  deux  di- 
menfions , & q dans  le  quatrième  à la  place  d’une  grandeur 
connue  de  trois  dimenfions . 

Définition  VL 

U N E équation  ainfi  abrégée  s’appelle  une  formule  , c’efi  â 
dire  une  exprefiion  generale  & abrégée  de  toutes  les  équations 
du  même  degré,  qui  auroient  le  même  nombre  de  termes  ^ 
& la  même  diverfité  dans  leurs  fignes  » 

Corollaire  L 

O U T E la  diverfité  des  équations  d’un  mêrae  degré  ne 
pouvant  venir  que  de  ces  deux  choies:  j.  de  ce  qu’il  manque 
quelques  termes  dans  les  unes  qui  ne  manquent  pas  dans  les 
autres  ; 2.  de  la  diverfité  des  fignes & ■ — qui  precedent  les 
termes , on  peut  réduire  toutes  les  équations  d’un  même  degré 
à un  nombre  dérerminé  de  formules. 

Par  exemple , en  fuppolânt  q^ue  le  premier  terme  a toujours 
le  figne  •+• , toutes  les  équations  du  fécond  degré  k peuvent 
réduire  aux  fnivantes . 

XX p = 0.  XX-Hp  = 0.  XX »i*4»p  = 0. 

P = O . XX  • — nx  — P = O . xx’^nx  ■ — p = o . 
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Dans  ces  équations  n marque  la  quantité  connue  du  fécond 
terme , & p la  quantité  connue  du  troifiéme  . 

L’avantage  de  CCS  formules  eft  que  leur  réfolution  donne- 
ra la  réfolution  de  toutes  les  équations  particulières  du  fé- 
cond degré,  en  mettant  dans  la  réfolution  h la  place  de  ».  & 
de  P,  les  grandeurs  connues  du  fécond  & du  troifiénje  terme 
des  équations  particulières . 

On  peut  de  môme  réduire  les  équations  du  troifiéme 
degré , du  quatrième  , &c.  à un  nombre  déterminé  de  for- 
mules . ; 

Corollaire  IL 

O N peut  même  réduire  toutes  les  équations  d’un  même 
degré  à une  feule  formule , pour  abréger  tous  les  cas  ; par 
exemple , la  feule  formule  xx  ^ p = o,  peut  reprefen- 
ter  toutes  les  équations  du  fécond  degré,  x*  -^nxx ^ 
= O peut  reprefenter  toutes  les  équations  du  troifiéme  de- 
gré, & X*  -*■  nx’  *4- pxx  -♦«  i/r  H-  r — O , toutes  celles  du  qua- 
trième degré  , & ainfi  des  autres  ; & cela  , en  fuppofant  deux 
chofes  , 1°. , que  quelques  termes  de  la  formule  (ont  nuis  ou 
égaux  à zéro  , lorlqu’clle  reprelênte  les  équations  où  il  man- 
que des  termes  j 2“.  Que  quarxi  quelques  termes  des  équations 
ont  , & les  autres  — , il  faut  donner  aux  termes  de  la  for- 
mule qui  leur  répondent , les  mêmes  lignes , 

Par  exemple,  afin  que  la  formule  x*  -t-  nxx -4- px -4- ^ = o 
reprefente  l’équation  x’ — abx  abc  = o,  il  fmt,  i°. , fuppc- 
fer  dans  la  formule  , le  fécond  terme  axx  = o . II  faut 
fuppofer  que  px  dans  la  formule  a le  ligne  — , & y le  ligne 
il  en  c(l  de  menre  des  autres . 

Enfin  on  peut  fe  fervir  d’une  feule  formule  pour  chaque 
degré  où  tous  les  termes  ayent  le  ligne -t-;  par  exemple  xx 

«X  P = O,  fera  la  formule  generale  du  fécond  degré  ; 
x^  nxx  px  -H  ^ = O , celle  du  troifiéme , & ainfi  des  autres  : 

En  fuppofant  ces  deux  chofes  , i° , que  lorfqu’elle  reprefente 
des  équations  où  il  manque  des  termes , ces  mêmes  termes 
font  nuis  où  égaux  à zéro  dans  la  formule . 2'.  Que  le  ligne 
de  cliaquc  terme  de  la  formule  reprefente  le  ligne  ■+■  ou  — du 
même  terme  de  chaque  équation  particulière  du  meme  degré, 
félon  qu’il  le  trouve  dans  chaque  équation . 


38  Analyse  démontré' e. 

Ainfî  x^^nxx-^px^¥-q=.o  , rcprcfcnte  l’équation  parti- 
culière jT^  — abx  — abc  = O , en  luppofant,  l”  , le  lëcond 
terme  de  la  formule  nxx  = o , & 2“,  que  les  Cgnes  de- 
vant px  -4-  q,  reprefentent  les  lignes  — qui  font  devant 
— abx  — abc . 

Et  dans  la  formule  que  donnera  la  réfolution  de  x’-^»xx 
-t-pjf  "4-f =0,  on  fuppofera  les  grandeurs  où  fera  « , égales 
à zéro,  & on  donnera  aux  grandeurs  où  feront  q , des 
lignes  oppofes  ; mais  on  laifiera  les  lignes  devant  les  puif- 
fances  paires  dep&  de  ÿ,  & on  les  changera  devant  leurs 
puiliances  impaires . 

Après  cela  il  ne  faudra  plus  que  fublHtuer  dans  la  formule 
de  la  réfolution  de  x^  »xx  ■+•  px  -4-  ^ ^ o » les  grandeurs 

de  l’équation  particulière , à la  place  de  n,  p,pf  qui  les  repre- 
fentent dans  la  formule  generale . 

Cette  maniéré  abrégé  les  cas,  & rend  les  réfolutions  ge- 
nerales , comme  on  le  verra  dans  le  cinquième  Livre , où  l’on 
expliquera  la  réfolution  particulière  des  équations  de  cha- 
que degré. 


SECTION  III- 

Où  Ton  explique  la  manière  etdter  les  incommenfttrahles  des 
i quations  des  Problèmes  composés  , lorf quelles  en  ont . 

Avertissement. 

T i O R s O U E Tinconnuede  l’équation  eft  incommenfurable, 
c’ell  a dire  lorfqu’ellc  eft  fous  le  ligne  radical , il  ell  necef- 
lâire  de  la  rendre  commenfurable  pour  connoître  de  quel 
degré  elt  l’équation  j loi  (qu’il  n’y  a d’incommenforables  que 
les  grandeurs  connues  de  l’équation  , & que  1 inconnue  ne 
l’eft  pas , on  connoît  alors  de  quel  degré  eft  1 équation  , lâns 
ôter  les  incommenfurables , & l’on  pourroit  refoudre  1 équa- 
tion fans  les  ôter  i néanmoins  comme  il  eft  ordinairement 
plus  facile  de  refoudre  l’équation  , lorlqu’il  n y a point  d in- 
commenfurables , les  méthodes  qui  fuivent  peuvent  fervir  S 
les  ôter  toutes . 
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PROBLEME  III. 

19*  Oter  Ui  mcommenfurablet  d'une  équation  lorfquily  en  a. 

Première  maniéré. 

1°.  Xl  faut  mettre  une  des  grandeurs  incommenfurables  feu- 
le dans  le  premier  membre,  & toutes  les  autres  quantit(?sdans 
le  fécond,  & élever  chaque  membre  à la  pui/fance  marquée 
par  l’expofant  du  figne  radical  du  premier  membre, & la  gran- 
deur du  premier  membre  devicn.ira  commenfurable.  S’il  refie 
des  incommenfurabL  s dans  le  fécond  membre , 2®,  il  faut  en 
mettre  une  feule  dans  le  premier  membre,  & toutes  les  autres 
quantités  dans  le  fécond,  & faire  fur  cette  équation  l’operation 
précédente,  qui  ôrera  une  fécondé  incommenfurable.  En  con- 
tinuant cette  operation , on  ôtera  toutes  les  incommenfurables, 

Lorfqu’il  y a plufieurs  incommenfurables  de  diffêrens  de- 
grés, on  mettra  une  lettre  feule  pour  chaque  incomm  nfura- 
olci  ce  qui  abrogera  le  calcul , comme  on  le  verra  dans  les 
exemples. 

On  abrégera  encore  le  calcul,  en  mettant  après  chaque  ope- 
ration une  lettre  à la  place  de  toutes  les  grandeurs  devenues 
commenfurables,  «Sc  dans  la  derniere  operation  on  reflituera 
les  valeurs  des  lettres  qu’on  a mifes  pour  débarrallcr  le  calcul . 

£ XEMPLES. 

I. 

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  tr'xx  ~y/ax  •+•  bb , on 
élevera  chaque  membre  au  quarré,  & l’on  aura  xx  — ax-^bb, 
où  il  n’y  a plus  d’incommenfurables . 

II. 

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  at  ^ aax  = b , oa 
fera,  1°,  ^ aax  = b — x.  a*.  On  élevera  chaque  membre 
à la  troifiéme  puifTance,  pareeque  l’expolânt  de  efl  3,  & 
l’on  aura  aax  = b>  — ^bbx  •*-  ^bxx  — x’,  où  il  n’y  a plus 
d’incommenfurables . 

III.  

Pourôter  les  incommenfurables  de  ^aax’*-/ a‘  x>=x — e, 
I*,  il  faut  élever  chaque  membre  à la  troifiéme  puifTance,  & 
l’on  aura  aax  •♦•vf  = x’  — jcxx  seex  — c*. 
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2°.  Apres  avoir  mtsy^a’x^  feule  dans  le  premier  membre, 
y/ =z  — icxx  -t-  ^eex  — t*  — aax  , il  fant  élever 
chaque  membre  au  quarré,  & l'on  aura  «’x*  = x*  — ^cx' , 
&c.  où  il  ny  a plus  d'incommenfurables. 

IV. 

Pour  ôter  les  incommenfu  râbles  de  x-^  •i^adx=y'ax , on 
fuppofera  ti  = ^aax,  ce  qui  denne  n’  = aax,  de  m — t^  ax , 
ce  qui  donne  m/n  = ax,  & l’on  aura  x-*-n  = m,  au  lieu  de x 
ÿaax = ax . 

Enfuite  on  fera  par  tranfpofition  » = m — x,  &onélevera 
chaque  membre  à la  troifiéme  puiflàncc  marquée  parl’expo- 
fant  V du  figne  radical  de  yaax  = w , & l’on  aura  «*  = »»* 
■ — ^rfw:x •*-  jmxx  — x’,  & par  tranfpofition  «^h-jototx-^-x* 
= Jtfixx,  où«’-+- 3»2wx,  &-4-X*  fontcommenfurables. 

Pour  debaraffer  le  calcul,  on  fuppolêra  les  grandeurs  corn* 
menfurables  ^mmx-^x’=^f‘ , afin  de  n'avoir  attention 
qu’aux  feules  incommenfurables  3/wxx,  & l’on  aura  mf 
•+•  ^wxx=fK  On  élevera  chaque  membre  au  quarré,  parce- 
que  l’expofant  de  l’incommenfurable  m — K'axefta,  &l’on 
aura  6m*xx  ^mmx*-=f* , où  il  n’y  a plus  dlncom- 
menfurables.  Enfin  on  fubüituera  à la  place  de  f,  m,  »,  leurs 
valeurs , & l’on  aura  <j‘^xx-*-^<a’x'-4-9a4x^-+*  2aax+^  ôax’ 
x‘  = <j’x’  •+•  6aax^  9<*x’;  & en  l’abregeant  on  aura  x* 
— jax'^ j44x'^-**5 à’x^’*ra*xx  = o,ou  bien  x*  — 3<»x^*+-544xx 
54'x  •+•  4"* = O,  où  il  n’y  a plus  d’incommenfurables . 

Seconde  maniéré  , lorfque  l'équation  contient  plufieurs, 
incommenfurables. 

1.  Xl  ^aut  fuppofer  une  lettre  égale  à chaque  grandeur  in- 
commenfurable,ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’il  y a d'in- 
commenfurables. 11  faut  en  ôter  les  incommenfurables  par  la 
première  maniéré , & l’on  aura  de  nouvelles  équations  où  les 
puififances  des  lettres  fuppefees  feront  égales  à des  grandeurs 
commenfurables^on  les  appellera  les  équations  commenfurables. 

2°.  11  faut  mettre  les  mêmes  lettres  dans  l'équation  propo- 
fèc  ;'i&  après  avoir  mis  dans  le  premier  membre  la  feule  let- 
tre, qu’on  a fuppofée  égale  à l’incommenfurable,  dont  l’expo- 
fànt  eft  le  plus  grand  , on  élevera  chaque  membre  de  cette 
équation  à la  puifiànce  de  cet  expofant. 

Enfin 
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Enfin  on  fubftitiiera  les  valeurs  commenfurablcs  des  lettres 
fuppofées  à leur  jdace  dans  Icquation  précédente  , & ces  va- 
leurs  feront  prifes  dans  les  équations  commenfurablcs;  & en 
continuant  les  fubftitutions , on  arrivera  enfin  à une  équation 
où  les  lettres  fuppofées  ne  feront  plus , & qui  n’aura  plus 
d’incommenfurables . 

Par  exemple,  pour  ôter  les  incommenfurables  de 

— ^ax:  1°.,  je  fuppolè  n = i/aax & ôtant  les 
incommenfurables,  je  trouve  rO  = aax , & mm  = ax,  ce  font 
les  équations  commenfurables. 

2°.  Je  mets  nôcm  dans  l’équation  propofée  x -4-  i/&ax=*^ax, 
à la  place  des  incommenfurables,  & je  trouve  x^n=m. 

Je  fais  par  tranfpoütion  n = m — x , & j’éleve  chaque  ' 
membre  à la  troifiéme  puifiànce , pareeque  l’expofont  de 
^aax=n,  qui  eft  le  plus  grand,  eft  j , & je  trouve  »>  = «a» 

. — immx  ^mxx  — x’. 

3'.  Je  fubftitue  dans  cette  équation  les  valeurs  commenfu- 
rables  de  »’  & de  mm  , prifes  dans  les  équations  commenfu* 
râbles,  & je  trouve  — 3«jrx-t«3wxx  — x*. 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  m’  dans  cette  équation , je 
multiplie  chaque  membre  de  mm  = ax  par  »»,&  j’ai  m>  =amx} 

& je  fubftitue  amx  à la  place  de  m' dans  <*xx  = »»’-♦-  ^mxx 

— ^axx  — x’ , & je  trouve  aax  = amx  -t-  jwxx  — 3<*xx — x[ 

ou  bien  aa  = am’*‘  ^mx  — ^ax — xx;  je  mets  par  tranfpofi- 
tion  les  quantités  où  eft  m dans  le  premier  membre  , & les 
autres  dans  le  fécond,  & j’ai  am^^mx=  ^ax-*-aa^xxi 
divifant  le  tout  par  <*  •*-  3X,  je  trouve  m = • 

Pour  fubftituer  la  valeur  commenfurable  de  m dans  cette 
iquation  , j’éleve  chaque  membre  à la  la  féconde  puiftance, 
pareeque  l’cxpofant  de  t^ax  = m eft  z , & je  trouve  mm 

Je  fubftitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  mm  prife 
dans  l’équation  mm  = aXf  Sc  je  trouve 

PéâXK  ^ ZddMM  ^ à* 

A . ' • 

A4  ^ «A*  ^ 9*X  ^ 

En  réduifant  chaque  membre  au  même  dénominateur , 
que  j’eftâce  enfuite , & en  abrégeant  & ordonnant  l’équation  , 
je  trouve  x*  — 34X’  -4-  ^aaxx  ja’x  -4-  = o>  où  il  n’y  a 

plus  d'incommenfurables . Ce  qui  étoit  propofé. 
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Démonstration. 

J L eft  évident  que  par  les  operations  de  ces  deux  méthodes 
du  Problème , on  ôte  les  incommenfurables  les  unes  après  les 
autres , & que  l’égalité  Ce  conferve  toujours. 


SECTION  IV. 

Oii  Pon  explique  U maniéré  de  trouver  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  deux  'ou  de  plufieurs  équations  composées 
qui  ont  la  même  inconnue. 

Avertissement. 

Jl  cil  très  utile  pour  la  rélblution  des  équations  compolées, 
de  pouvoir  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  celles 
qui  ont  la  même  inconnue  ; Sx.  cela  lêrt  audi  quand  on  a plus 
de  rapports  d’un  Problème  que  d’inconnues , à former  l’équa- 
tion la  plus  hmple  qui  en  donne  la  réfolution. 

PROBLEME  IV. 

O.  7* ROUVER  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  équa- 
tions qui  ont  la  ntème  inconnue. 

I*.  Ç I toutes  les  quantités  de  chaque  équation  étoient 
multipliées  par  une  grandeur  commune , on  les  divi- 
feroit  toutes  par  cette  grandeur  commune  ; & il  faudroit 
enfuite  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
quotiens  ; & après  l’avoir  trouvé , le  multiplier  par  cette 
grandeur  commune , Sx  le  produit  feroit  le  plus  grand  divi- 
fcur  commun  qu’on  cherchoit. 

1°.  Si  toutes  les  quantités  d'une  feule  des  deux  équations , 
& furtout  de  celle  qui  fervira  de  divifeur,  étoient  multipliées 
par  une  même  grandeur,  il  faudroit  les  divifer  par  cette  gran- 
deur, qui  ne  doit  point  entrer  dans  le  commun  divifeur , & 
opérer  enfuite  avec  le  quotient . Ces  chofes  fuppofées . 

Première  maniéré, 

I.  ^ avoir  nommé  la  première  équation  celledu  degré 

plus  élevé,  & l’autre  la  féconde,  ( fi  elles  font  du  même  degré, 


L I V R E II.  43 

èn  nommera  laquelle  on  voudra  la  première,  & l’autre  fécon- 
dé, ) il  faut  divifer  la  première  par  la  fécondé;  & û la  divifion 
le  fait  julle,  la  fécondé  eli  le  plus  grand  divif^ur  commun. 

Si  la  divilîon  ne  peut  fe  faire  exadiement , lorlqu’on  fera 
arrivé  à un  relie  où  Tinconnuea  moins  de  degrés  que  dans  la  fé- 
condé équation , làns  avoir  égard  au  quotient , on  divilêra  la 
fécondé  par  le  relie,  qubn  nommera  premier  relie. 

Si  la  divifion  fe  fait  exaélement,  le  premier  relie  ell  le  plus 
grand  divifeur  commun. 

Mais  li  elle  n’ell  ps  exaéle , & qu’elle  donne  un  relie,  on 
divifera  le  premier  relie  pr  ce  lëcond  relie  ; & fi  cette  divi- 
fion donne  un  troifiéme  relie , on  divifera  le  fécond  relie  par  le 
troiliéme,  & on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  un  re- 
fie  qui  foit  un  divifeur  exaâ  du  précèdent , ôc  ce  relie  fera  le 
plus  grand  divifeur  commun. 

1.  Quand  en  faifant  les  divilions  de  cette  méthode,  on 
trouve  une  fiaélkm  pour  quotient , il  faut  dans  ce  cas  multi- 
plier la  grandeur  àdivilêr  par  la  grandeur  connue,  qui  ell  le 
coëficient  du  premier  terme  du  divilêur , ou  par  le  dénomina- 
teur  de  la  frai^ion  trouvée  pour  quotient  ; & la  grandeur  à di- 
vilcr  étant  ainfi  préprée,  la  divifion  donnera  pour  quotient 
une  grandeur  entière . 

Exemple  I. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divilêur  commun  des  deux 
équations  x'*  — 1 3x"»+-  65X*  — 15  jx*  i8ÿx* — lo^xx^il 

= 0.  x*°  — izx'^54x* — ii2x*-+«iojxXs — 35  = 0. 

Je  remarque  qu’il  nÿ  a aucune  grandeur  commune  qui 
multiplie  toutes  les  quantités  de  chacune  de  ces  deux  équa- 
tions , ni  aucune  grandeur  commune  qui  multiplie  cous  les 
termes  de  la  fécondé  ; ainfi  j’opete  immédiatement  fur  ces 
deux  équations. 

Je  divife  la  première  pr  la  lêcoode,  & je  trouve  le  quo- 
tient XX  — r , que  je  néglige,  & le  relie  — x*  »+■  px*  — zSx’ 
•+■  35XX — 14,  qui  ne  put  plus  être  divifé  pria  féconde 
équation  , puifque  — x*  ell  moindre  que  x’®. 

Je  divilc  la  fécondé  équation  x'® — iix*  S4x*  — iiax* 

105XX  — 35=0,  pr ce pemier  relie' — x*-t-9x* — i8x* 

35XX — 14, & je  trouve  le  quotient  — xx  j , que  je 
r.églige  , & le  relie  — x*-^jx* — 14XX  7. 

V F ij 
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Je  divifê  le  premier  refte  — jf*  ^ 9.t‘  — -4-  3 5rx  — 14 , 

parce  fécond  refte — 7,  & la  divifion  fc 

fait  exaélement  : ain/î  — -4-  yx*  — 14;^^; -4-  7 = 0,  ou  bien 

en  rendant  la  plus  haute  puiflànce  — ;if‘pofitive,  x‘ — yx^ 

14XX  — 7 = O,  eft  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  propofées . 

Exemple  II. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  ^x^ — llxx-*-  ijx — 6 = 0. — lixx’*- ^ox  — 18 
= 0:  I®,  Je  remarque  que  tous  les  termes  des  deux  équa- 
dons  (ont  multipliés  par  3 , ou  peuvent  être  divifés  par  3 ; je 
les  divifepar  3,  & je  trouve  les  deux  quotiensa:’ — 4*Ar-4-  sar 

— 2 = Q,  & — 4^x  -4«  lOX  — 6 = O . 

Il  faut  à prefent  chercher  le  plus  grand  divifeiu:  commua 
de  ces  deux  quotients,  & quand  on  l’aura  trouve  , le  multi- 
plier par  3 , & le  produit  fera  le  plus  grand  divifeur  commun 
des  deux  équations  propofées . 

2®.  Je  remarque  que  tous  les  termes  de  la  féconde  équa- 
tion — 4XX  ^ lOiV  — 6=0,  qui  doit  fervir  de  divifeur  , 
peuvent  être  divifés  par  2>  je  les  divife  donc  par  z , & je 
trouve  l’équation  — zxx  -4-  5;c  — 3 = o , qui  eft  celle  qui 
doit  fervir  de  divifeur. 

Mais  il  feut  remarquer  que  quand  on  aura  trouvé  Te  plus 
grand  divifeur  commun , il  ne  wudta  pas  le  multiplier  par  2 , 
pareeque  2 n’cft  pas  uu  divifeur  commun  des  deux  équations 
ar'  — 4XX  Sx  — 2=0,  — 4xx  -h  ioa?  — 6 = 0. 

Pour  trouver  maintenant  le  plus  grand  divifeur  commua 
de  x^  — 4XX  -4-  -4-  2 = O,  & de  — 2xx  -te  5^: — 3 =;  o, 

je  diviféla  première  par  la  féconde,  & je  trouve  pour  quo- 
tient la  fraÔion  Jï:  ; cela  me  fait  voir  qu’il  faut  préparer  la 
grandeur  à divifer  x>  — ^xx  -4-  sa?  — 2 , en.  la  multipliant 
par  le  dénominateur  de  la  fradlion  — ^ qui  eft  — 2 , & j'au- 
rai le  produit  — 2x’  -4-  %xx  — lox  -4-  4 , qu’il  faut  divifer 
par  la  fécondé  grandeur  — 2xx  -4-  jx  — 3,. 

En  faifant  la  diviflon  , je  trouve  d’abord  le  quotient  x , jSc 
le  relie  -4-  jxx  — yx  -4-  4 , qu’il  faut  continuer  de  divifer  par 

— 2xx  -4-  5-e  — 3 , pareeque  la  plus  haute  puiflànce  de  l’ia- 
connue  x , n’eft  pas  dans  le  refle  -4-  ]xx  — yx  -4-  4 , moindre 
que  la  plus  haute  puiflànce  de  la  même  x dans  le  divifeur 

— 2XX  •+•  SAfT  3 . 
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Mais  en  continuant  de  divifer  ^xx  — ^ 7a?  4 , par — 2xx 

Sx — 3 , je  trouve  pour  quotient  la  fradlion  > cela  fait 
voir  qu'il  faut  préparer  la  grandeur  à divilèr  ^xx  — 'jx 
■4>  4 , en  multipliant  par  le  dénominateur  — 2 ; cela  me 
donne  la  grandeur  à divifer  — 6xx  -t-  14»? — 8 , je  la  divife 

gr  le  divifeur  — 2xx  H-  sa?  — 3 , & je  trouve  le  quotient  3 , 
le  refte  — a?-*-  1 =0. 

Je  divife  maintenant  — ixx  *4“  sa?  — 3 = 0,  qui  a lêrvi 
jufqu’ici  de  divifeur,  par  ce  refte  — Ar-»«i  = o,  & je  trou- 
ve que  la  diviCon  fe  fait  exactement. 

Ainfi  — a?*4-i=o,ou-4"a?  — 1 = 0,  eftle  plus  granJ 
commun  divilêur  de  a?’  — 4*'^?  sa:  — 2 = o,&  de  — ^x 

H-  lOAf  — 6 = 0. 

Et  en  multipliant  — a?-h  1=0,  oim-A: — l =opar  3,  je 
trouve — 3a?-4-3  = o,  ou -4-3  a:  — 3 = o,  pour  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  propofées  ^x’  — iixx 
I5a?  — 6 = 0,  — laATA? 30Af  — 18  = O.  Ce  qui  étoit 
propofé. 

Avertissement. 

On  a mis  dans  cet  exemple , qui  u’eft  pas  fort  compofé  , 
toutes  les  difficultez  qu’on  peut  trouver  dans  la  recherche  du 
plus  grand  divilcur  commun  ; c cft  pourquoi  ceux  qui  com- 
mencent , doivent  fc  le  rendre  très  familier. 

Exemple  IIL 

Po  D R trouver  le  plus  grand  divilêur  commun  de  ces  deux 
équations  x*  — 4aA?*^  II4<7a?a?  — 20a^x^*-i2a*  = o, 

X* — 3<»Af'^  I2aaxx — i6a^x’^ 2^a*=o, 
je  divilê  la  première  par  la  fécondé,  & je  trouve  le  quotient  i , 
que  je  néglige,  & le  refte — ax>  — aaxx — ^a^x—i2a*,  qui 
étant' divi/e  par  — a , donne  x’  -h  »xx  -4-  /f.aax  -4»  124’  pour 
le  premier  refte. 

Je  divilc  la  féconde  équation  a:* — 3<s**-4-  uaaxx — i6a^x 
•+■  24^»*  = O , par  X*  •+■  axx  -4-  ^aax  iïaK 

Je  trouve  le  quotient  x — 4^7 , que  je  néglige , & le  refte 
•4-  i2aaxx  — • ii^i^Af  72d+ , que  je  divife  par  i2aa  , & je 
trouve  pour  le  fécond  refte  a-a:  — ax-¥-  6aa. 

Je  divife  le  premier  refte  x*  -h  axx  ^aax  -4-  12^ , par  le 
fccond  refte  aîa:  — <»a:  *4^  6aa  j & la  diviilon  eft  exaCle . 

F iij 
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Ainfî  A^AfT — 6aa=o,  eft  le  plus  grand  divilêur  conv 
mun  des  deux  équations  proposes . 

Exemple  IV. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  — zaxx  aax  — atA  = ç>, 

— bxx  2abx. 

& — laxx  -H  laax  — ^aab  = o. 

— bxx  «t*  4abx. 

je  divife  la  première  par  la  fécondé;  & en  diviftnt  le  premier 
terme  x^  par  le  premier  terme  — laxx  — bxx  du  divifeur, 
je  trouve  la  fradlio'n  . Cela  me  fait  voir  qu’il  faut  prépa- 
rer la  première  équation , qui  cft  la  grandeur  à divilcr , en  la 
multipliant  par  le  dénominateur  — 2 a — 6;  & je  trouve  pour 
produit  la  première  équation  préparée, 

— 2ax^  •+•  j^axx  — 2a’x  •+■  2a'b  = O. 

— fcAf*  H-  é^jtbxx  — ^aabx  -H  aahi> 

•+■  b i X X — làbhx. 

Je  la  diviiê  par  la  feoonde  équation 

— laxx  2aax  — "iaah  = o. 

— bxx  ^abxy 

& je  trouve  le  quotient  x , que  je  néglige , & le  refie 
2oaxx  — 2<^X  *4-  2tlfb 
■4“  bbxx  — 2aabx  "4*  aabi 

— 2obbx. 

qu’il  faut  continuer  de  divifêr  par  le  même  divifeur 

— 2axx  2aax  — ^db  = o. 

— bxx  -4-  \abxf 

pareeque  la  plus  haute  puiflànce  xx  de  l'inconnue  u'efl  pas 
moindre  dans  le  refie  , que  dans  le  divifeur. 

Mais  en  faifant  la  diviiïon  de  ce  refie  par  ledivifêuV  , je 
trouve  la  fraélion  ce  qui  me  fait  voir  qu’il  faut  prépa- 

ter  le  refte  ■+■  2aaxx  — 2dx , &c. 

■4»  bbxx, 

en  le  multipliant  par  le  dénominateur  — 2<i  — b,  & je  trouve 
Je  relie  préparé  — ^dxx  -4-  ^à*x  — 

— laabxx  •+•  6dbx  — ^bb 

— 2abbxx  "t*  éaabbx  — a a bf 
— V XX  *4«  %ab‘x. 
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Je  continue  de  le  divifer  par  le  même  divifeur 

— 2axx>*‘2aax — 344^=0. 

— hxx  ^^abx 
Sc  je  trouve  le  quotient  lati’^bb,  que  je  néglige,  & le  telle 

. — la^bx  2d*b 

^aabtx—^^i^bb 

— 2ak^x  2a*!^t 

dont  chaque  terme  peut  être  exaûement  divifé  par  — a4*fr 
^^aabb  — 14^’. 

Ainfi  je  divife  ce  relie  par  — ia^bA*/^aabb — 2aV , & fe 
trouve  pour  quotient  x — 4,  que  je  prens  pour  le  dernier 
relie . 

Je  divife  maintenant  la  fécondé  équation  qui  a fervide 
divifeur  jufqu’ici,  par  le  relie  x — 4,  & ladivilioneflexafle. 

Par  confequent  x — 4 = 0,  ell  le  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  propolées. 

Préparation  pour  la  démnflratton. 

T iA  démonllration  n’eft  pas  differente  de  ce  qu’on  a cou* 
tume  de  donner  dans  l’Arithmctique  & l’Algebre , pour  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
grandeurs  incomplexes,  & elle  ell  fondée  fur  ces  axiomes. 

Axiome  I. 

^_Jn  divifeur  exaiSl  d’une  grandeur,  ell  aiilfi  un  divifeur 
exa£l  d’un  multiple  de  cette  grandeur  ; par  exemple  , un 
divifeur  exaCl;  d’une  grandeur  A,  e(l  undivifeurexaade3^, 
ou  en  general  de  mA. 

Axiome  II. 

XJn  divifeur  exaél  d’une  grandeur  entière  qui  a deux 

f arties  B&C,  & de  l’une  de  ces  deux  parties  comme  de  B, 
ell  auin  de  la  fécondé  partie  C. 

A X 1 O M E III. 

T iE  plus  grand  diviléur  commun  de  deux  grandeurs  B, 
contient  les  autres  communs  divilêurs  moindres  des  mêmes 
grandeurs,  & il  ell  un  multiple  de  chacun  de  ces  divilêurs 
moindres.  Ces  chofes  fuppofées. 
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Première . Seconde . 

A.  B. 

A :=  mB  C. 

B = nC  D. 

C=  pD. 
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Soit  nommée  A la  première  équa- 
tion, & B la  fécondé,  on  fuppofc 
que  tétant  divifée  par  B,  on  trou- 
ve  le  quotient  w , & le  relie  C ; ainlî 
A WjB  C. 

En  divifant  la  fécondé  équation  B 
par  le  premier  refte  C,  qu’on  trouve  le  quotient»,  & le 
relie  D;  ainli  B = «C-*-i>. 

Enfin,  qu’en  divifant  le  premier  relie  Cpar  le  lêcond  D 
la  divifion  feit  exaéle,  & qu’on  trouve  le  quotient  p ainlî 
C=pD. 

Il  faut  démontrer  que  D ell  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  de  B. 


Démonstration. 

1°.  Il  ell  évident  que  D ell  divilêur  commun  de  A & de  B ^ 
car  par  la  fuppofition  il  Icft  de  C ; donc  il  l’ell  de  «C-4-D 
= B par  le  1”  axiome; donc  D ell  divilêur  de  wB -*-0  = ^1 
par  le  1'^  axiome.  2”.  D eft  auffi  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  & de  B>  car  leur  plus  grand  divilêur  commun 
doit  être  divifeur  de  mB  multiple  de  B:  & étant  auffi  divi- 
feur  de  la  grandeur  entière  mB-*-C=A,  il  ell  divifeur  de 
la  a*  partie  C par  le  2*  axiome  j donc  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  .<1  & de  B , ell  divilêur  de  «C  multiple  de  C par 
le  i"  axiome;  & étant  auffi  divifeur  de  la  grandeur  entière 
D = B,  il  ell  divifeur  de  D par  le  a*  axiome  : Mais  D 
ell  divilêur  commun  de  ^ & de  B par  la  première  partie  de 
cette  démonllration  ; ainlî  le  plus  grand  divilêur  commun 
de  /I  & de  B,  Itant  auffi  divilêur  de  D,  il  faut  que  D foit 
lui -même  ce  plus  grand  commun  divifeur  : autrement  D 
lêroit  un  divifeur  commun  de  .<4  & de  B , qui  furpallcroit  le 
plus  grand;  ce  qui  feroit  contre, la  fuppofition. 

Odmonfiration  pour  k cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur 
d divifer . 

S*  en  divifant  la  première  grandeur  A par  la  lêconde  B, 
on  trouve  une  Iraélion  dont  le  dénominateur  foit  /,  il  faut 
préparer  A en  la  multipliant  par  /;  on  fuppofc  qu’en  divi- 
lânt  enfuite  par  B,  on  trouve  le  quotient  1»  & le  relie  C, 
ainlî  /4=wB''*-Cj 


Divilâot 


Première. 

A. 

fA  =mB-t-  C. 
gB=nC  -hD. 
C=pD. 
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Seconde. 

£. 


Livre  II. 

• Divifant  enfuite  B par  !e  refte 
C , fi  l’on  trouve  une  fratSlion 
dont  le  dénominateur  cft  g , il 
faut  préparer  B en  la  multipliant 
par  g , & l’on  aura  gB  ; on  fup- 
pofe  qu’en  divifant  gB  par  le  pre- 
mier refte  C,  on  trouve  le  quotient  »,  & le  refte  D;  ainfi 
gB  = «C  -V*  D. 

Enfin  on  fuppofe  qu’en  divifant  le  premier  refte  C , par  le - 
fécond  D,  la  divifion  eft  exadle,  & que  C=pD.  Cela  fuppoft. 

. Il  eft  évident  que  le  plus  grand  divifcur  commun  de  .,4  & 
de  JS  , eft  divifcur  de  fA  par  le  premier  axiome  , & par  con- 
fcquent  de  mB  -+•  C = fA . Il  eft  de  même  évident  que  le 
plus  grand  divilcur  commun  de  A & de  fi  , eft  divifcur  do 
mB  oc  de  gfi,  multiples  de  fi  ; il  eft  par  confequent  divifcur 
de  C , fécondé  partie  de  mB  •+•  C , par  le  »*  axiome,  & de  nC 
•¥•  D — gB,  il  l’eft  aufli  de  «C  multiple  de  C } par  confequent 
étant  divifcur  de  nC  D,Sc.  de  la  première  partie  «C,  il  l’eft 
auffi  de  l'autre  partie  D . 

Ainfi  D étant  divifcur  ex  aél  de  C,  il  eft  le  plus  grand  com- 
mun divifcur  de  A & de  fi , ou  du  moins  il  le  contient , & il 
en  eft  le  multiple. 

Mais  quand  les  plus  hautes  puifTances  de  l’inconnue  x ne 
font  point  multipliées  par  d’autres  grandeurs  connues  dans 
A & dans  fi , la  puiftance  la  plus  élevée  de  x dans  le  plus 
grand  divifcur  commun , doit  être  feule  > c’cft  pourquoi  en 
divifant  le  dernier  refte  D,  divifcur  exa£l  du  prÀ:edent , par 
le  coëficient  de  la  plus  haute  puiftance  de  fon  inconnue  x , 
le  quotient  doit  être  le  plus  grand  divifcur  commun  de  A 
& de  fi. 


Seconde  maniéré  de  trouver  le  plus  grand  divifeur 

commun . ' ' 

-O  N nommera  la  première  équation  A,  pour  rendre  la  cht> 
fc  plus  claire  , & la  fécondé  fi. 

U faut  prendre  la  valeur  de  la  plus  haute  puifTance  dé  l'in- 
connue x, qui  eft  le  premier  terme  de  fi,  & fubftitucr  cette  va- 
leur au  lieu  de  x dans  A,  (obfcrvant  d’élever  auparavant  fi  aU 
degré  de  A,  en  multipliant  l'équation  fi  par  x,  ou  xx,  &c.  fi  le 
premier  terme  de  fi  étoit  moindre  que  le  premier  terme  de  A.) 

G 
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Il  faut  continuer  cette  fubffitution  jufqu’à  ce  qu’on -ait  ré- 
duit A à un  moindre  degré  que  B,  & on  appellera  C l’équa-- 
tion  oîi  l’on  aura  réduit  yi  par  ces  fubftitutions . ^ 

Il  faut  enfuite  prendre  la  valeur  du  premier  terme  de  C 
& la  fubftituer  dans  B , & continuer  la  fubftitution  jufqu’à 
ce  qu’on  ait  réduit  £ à une  équation  D d’un  moindre  deeré 
que  C.  ^ ® 

L on  prendra  enfuite  la  valeur  du  premier  terme  de  D 
qu  on  fubftituera  dans  C , & l’on  continuera  ces  operations 
jufqu’a  ce  qu’on  trouve  une  équation  E,  d’où  la  valeur  du 
premier  terme  étant  fubflituée  dans  la  précédente  D , tous 
les  termes  fe  détruifent  par  des  lignes  contraires.  * 

L équation  E fera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A 
& de  B. 

Lorfqu’il  arrive  que  les  premiers  termes  des  équations  A 
cc  B,  ou  B & C,ou  C ôc  D , &c.  ont  des  coëficients , il  faut 
préparer  les  deux  équations  en  multipliant  A par  le  coefi- 
cient  du  premier  terme  de  B ; & B par  celui  du  premier 
terme  de  A , & faire  la  même  chofe  pour  B ôcC,  &c.  com- 
me on  le  verra  dans  les  exemples. 

Premier  exemple  qui  efi  le  treiftéme  qui  précédé.  ' 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  A.  i laaxx  — roa^x  l2a“^  = Oi 

. B — ^ax^  \2aaxx  — Iftc^x  244+  = o 

je  prens  la  valeur  de  at*  dans  la  fécondé,  & je  trouve  — jav* 

— I laaxx  1 6a^x  — 244* , 

Je  fubflitue  cette  valeur  de  x*  dans  k première  équation  j 
& après  la  fubflitution,  je  trouve  au  lieu  de  la  première  équa- 
tion, celle-ci  — ax^  — aaxx  — ^a^x  — i ta* = o , dont  tous 
les  termes  peuvent  fe  divifer  par  — 4 ; & après  la  diviCon,  je 
trouve  C . xé  axx  /^aax  •+■  1 24’  = o. 

Cette  équation  C étant  d’un  moindre  degré  que  la  fécon- 
de B,  je  la  multiplie  par  x,  & fai  l’équation  x'^  -4-  ax^  -4-  »,aaxx  ^ 
■4-124'at  — o.  , - ' . 

Je  prens  dans  cette  équation  la  valeur  de  at*  , qui  eft  x“^  = 
^4.¥a:  — 1 la^x,  & je  la  fubflitue  dans  B,  & après 
la  fubflitution, je  trouve  l’équation — ^ax^  »4-  Saaxx  — 284^* 

a4<i+  = o. 
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Comme  elle  n’eft  pas  d'un  degré  bfcrieur  à celui  de  l’équa- 
tion C,  U faut  prendre  dans  l’équation  C la  valeur  de  pour 
la  fubrtituer  dans  l'équation  précédente , 

Mais  le  premier  terme  de  la  précédente  , qui  eft  — , 

ayant  — 4<<  pour  coëficient  , il  faut  préparer  l'équation  C 
en  la  multipliant  par  — 44 , & je  trouve  — 4ax’  — ^aaxx 

— 16a’ X — 484'^  ±=  O. 

Je  prens  dans  cette  équation  préparé?  la  valeur  de  — ^ax’  • 
qui  eli  — 4ax^  = 4^axx  1 64’*  ■+•  484'’^. 

Je  la  fubflitue  dans  l’équation  — ^.ax^  •+•  844*-;^  — 284’Af 
■t*  244*  = O,  & je  trouve  après  la  fubditution  l’é  juation 
I zaaxx  — I la’x  724+  ==  o , dont  tous  les  termes  peuvent 
fc  divilêr  par  1244  > & après  avoir  fait  la  divilion  , je  trouve 
l’équation  D.  xx  — 4jc  •+■  644  = o . - 

J’éleve  cette  équation  D au  troifiéme  degré  en  la  multi- 
pliant par  Xf  afin  de  pouvoir  fubrtituer  la  valeur  de  x^  dans 
l'équation  C , & je  trouve  x>  — axx  6axx  = o. 

Je  prens  la  valeur  de  x'  dans  cette  équation  , qui  eft  at’  = 
•4-  axx  — 6aax,  & je  la  fubflitue  dans  l’équation  C , ce  qui 
me  donne  zaxx  — zaax  •4“  r 24*  = o . 

Je  fubrtitue  encore  la  valeur  de  xx  prife  de  l'équation  D , 
dans  laxx  — laax  124*  = o , mais  auparavant  je  multi- 
plie l’équation  D par  le  cocfficienr  24  ; & ayant  trouvé  7,axx 
= laax  — 124^ , je  fubltitue  la  valeur  de  zaxx  dans  zaxx 

— xaax  124*  = o,  & je  trouve  — zaax’^  12a’  = o. 

> •‘fzaax — 124’, 

OÙ  toutes  les  quantités  fe  détrui/ênt  par  des  fignes  contraires; 
ainfi  l’équation  D.  xx-^  ax-^  6aa  = o , eft  le  plus  grand 
divilcur  commun  des  deux  propofées. 


Second  exemple  qui  efi  le  quatrième  qui  précédé . 

O N mettra  les  opérations  de  la  première  & de  la  fécondé 
maniéré  fur  cet  exemple , à côté  les  unes  des  autres  , afin 
qu’on  voye  que  ces  deux  méthodes  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun  , reviennent  à une  même  méthode  j ainfi 
la  première  étant  démontrée , la  féconde  l’ert  aurti. 


G ij 
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Exemple  II. 


Premttre  maniéré  de  trouver  le  plus  grand  d'tvlfeur  commun  i 


Première  équation^ 

Ar’  — iaxx’*“aax — aab  = t> , 
— ixx  •^•iabx. 

X 24  — b. 


Première  équation  préparée. 

— "*•  444AJA? ZaJx  -*"24’&  = 0 

— bxs  M^^abxx  — ^aabx’U’aabb 

■ •U'bbxx  — labbx. 

•4-  ^ax^  — laaxx  -4-  laabx 
•4-^at’  — ^ahxx . 


Refle  qu'il  faut  continuer  de  divifer 
par  le  meme  divifeur , 

•sriaaxx  — la'x  •4-2<a'^=o. 
•^nbhxx  — laabx’^aabb 
— labbx. 

X — 24 — b. 


Seconde  équation. 

— laxx  -4*  laax — ^aab  =z  o. 

— bxx  •^^abx. 


Seconde  équation  quifert 
de  divifeur . 

— laxx-^  laax — iaab=o. 

— bxx  e^abx 

X quotieac. 


Refle  préparé . 

— e}.a’xx  «^44*Af  — 44^^= 

— laabxx'^éa^bx  — e^a^hb 

— zabbxx  •*“  Saabbx — aab^' 

■ ’ ->-~-b'xx  •u-iab^x 

*4-44>AfAf  — 44*Af  Onia^h 
•4-  zaabxx  — 8»’ bx  «4-  344^^ 
•4-  zabbxx — zaabbx 
Oi-b^xx  — 4<(^i 


Seconde  équation  qui  fert 
de  divifeur . 

— 2axx^zaax  — ^aab=^  o. 
— bxx  ’U‘/^abx. 

2 A4  •*‘bb  quQcienc  » 


Refle. 


— za^hx  *4“  za*b-=-o. 
"*■  i\aabbx — qxébb 
— 24i>*Af  •4-244^*  j 
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E X E M P L E IL  ‘ 

Seconde  manière  de  trouver  le  plus  grand  dhifeur  commun. 


Première  équation. 


Seconde  équation. 


te^ — zaxx  aax — aab  = o . 

—’bxx  •^zabx. 

X — 2a — b. 

Première  équation  préparée. 

— raxi  ^ /^aaxx  — za^x  -4-  2a’è  = o , 

t^bx^  r^abxx  — ^aàbx  aabb 

- •i*bbxx  — zabbx. 

SubfiitUtion . ' 

— 2ax^  = — zaaxx  ^aabx 

• — bx^  — t^abxx. 


— 2axx  -H  zaax  — ' '^aab  =■  o, 

— bxx  •^n-abx, 

ou  bien 

— zaxx = — zaax  •+•  ^aab 
— bxx  — 4nbx 

XX'  '■  X Xi-  - 

Seconde  équation  multipliée 
par  X. 

— zax^  'I  _ — zaaxxor-^aâhx 

— b}é  'J  — ^abxx. 


Somme  où  il faut  encore  fubftituer  la  valeur 
de  XX  prife  dans  la  fécondé  équation. 

•t-  2aaxx  — zaéx  ■+■  za}b  o . 
■t"  b bxx  — zaabx-*^  aabb 

— zabbx 
X — za  — b. 


Seconde  équation. 

— — zaax  ladb 

— ^ — 4*’^'*'  • 

X zaa-^bbr  x zan-^bU.- 


Somme  préparée.  • ' 

— i^a^xx  -^-^a^x — 4rt’&  = o. 

— 2aabxx’^6a'bx  — ^^bb 

— — zabbxx  ^baabbx—^  aalé.  ^ ^ 
^—léxx  •^zab^x.  - 


Seconde  équation  préparée . 

— ^a'xx  • — ita^x-^èa^b 

— zaabxx  i ——Sdbx’i^iaab* 

— zabbxx  I — zaabbx 

:-^b>xx  J ~-i^ab>x. 


Subjlitution . 

.—j^a'xx'=-—^à*x  "4«  6a'*/ 

— zaabxx — %a^x  “h^aalé  - - . . 

— 2abbxx  ■ — zaabbx 

— Vxx  - — i^ab^x.  . . .. . 

— • 2aébx  *4“  2a'*/ 

Somme.  •^n.aabbx — ^aVo 

— za/'Af  ’OfZaab^ 

G iij 
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Continuation  àe  la  prewiere  maniéré. 

Divl/âot  chaque  tcnre  par  — za'b  . • . 
i^aabb  — 2ab’ , on  trouve  pour  le 
refte  l’équation  x — <* = o ^ 


II  faut  divilcr  la  fécondé  équation  par 
ce  relie  — a = o. 


Seconde  équation  . 

■ — raxx'^  2aax-~-^aab  =q. 
'*  • — bxx  ^/^ahx 


*U*taxx — taux 
^bxx  — abx 


O •^labx — laab 


Refie  qui  fert  de  divifieur. 
X — a=o. 


— 2ax»^  ^ab  quoticBt . 
• — bx. 


— ^abx  *4-  ^aab . 


O O.  1 

La  diviUon  cft  exa£le;  ainli  x — a = o eft  le  plus  grand  divilcur 
commun . 


R E M A R Qja  E s, 

I. 

Il  eft  évident  qu’on  peut  négliger  le  premier  terme  dans  les 
cas  oit  il  faut  préparer  la  grandeur  à divilêr  > ce  qui  abrégé  le 
calcul . 

II. 

S’il  fàlloit  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  trois , 
ou  d’un  plus  grand  nombre  d’équations  , on  cherchcroit  d’abord 
le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  premières  , & enfuite 
le  plus  grand  divilèur  commun . de  la  troidéme  équation , & du 
I . ' plus 
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Continuation  dt  la  féconde  manitre , 


Divifant  chaque'  terme  par  — 2a>i 
»*-  - — iab>  , on  trouve  l’équa- 

tion X — <*  = O,  ou  x—a. 

X 4=0. 

X = fl. 

X X 

11  &ut  fubllituer  dans  la  fécondé 
équation  les  valeurs  de  x , xx  prifes 
dans  X — d = O. 

Seconde  équation, 

'•  < 

— 2axx  laax  — ^aah  :=  0. 

— - bxx  H-  4<jix . 

Subflitutlon, 

«P»  2éxx== — 2aax 

— bxje  ^ — abx. 

XX  ■£=■  ax 
X — 2d  X — 2a. 

— 2axx'= — laax. 

XX  = ax. 
X — b X — è. 

Somme. 

''  '•  ' -4-  ^abx  — ^aab  — O. 

Saiflltutlon.  *4-  iabx^-ir^^aab . 

- — bxx  = — abx. 

X = a.  - 

Somme  o. 

•4"  ^abx=^  ^aa  b. 

La  fubftitution  des  valeurs  dt  x y xx  prilês  de  x — d = o» 
dans  la  fécondé  équation  , fàifant  détruire  tous  les  termes  par 
des  lignes  contraires , x — a~o  eft  le  plus  grand  divifèur 
commun . 


plus  grand  divilêur  commun  des  deux  premières,  & ainû 
de  fuite.  ■ 

III. 

■ lorfqull  y a plus  de  rapports  connus  dans  un  Problème 
compoie  , qu’il  n’y  a dlnconnues,  on  peut,  dans  ce  cas,  trou- 
ver pIuHeurs  équations  qui  ayent  la  même  inconnue , dont 
chacune  exprime  le  Problème:  il  faut  enfuite  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun  de  ces  équations il  fera  l’équation 
h plus  Hmplc  du  Problème,  & la  réfolution  en  lèta  plus  - 
&cile. 
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ANALYSE  COMPOSÉE. 


O U 


ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à des  équations  ~ 
compolées. 

LIVRE  III. 


0«  Ton  explique  la  nature  des  équations  compoféet , le  nombre  if 
les  qualités  de  leurs  racines^  & leurs  transformations . ■ 


A V E R T I s S E M E N T.  ' 

On  Tuppofe  dans  ce  Livre , i* , que  le  fécond  membre  d’une 
équation  compofée  eil  zéro  . i° . Que  la  plus  haute  puiflance 
de  l’inconnue,  c’eft  à dire  le  premier  terme,  a toujours  le 
ligne 3”.  Qu’elle  n’a  ni  fradlions , ni  incommenfurables. 

On  a enfeigné  dans  les  Livres  precedents , les  maniérés  de 
lui  donner  ces  préparations. 

On  fuppofe  auin  que  dans  fon  premier  terme,  la  plus  haute 
puUTance  de  Tinconnue  n’a  pas  d’autre  coefficient  que  l’unité) 
on  enfeignera  la  maniéré  de  lui  donner  cette  préparation 
dans  les  transformations . 

Cela  fuppofé  , pour  concevoir  clairement  la  nature  des 
équations  compofées  , il  faut  voir  la  maniéré  dont  elles  peu> 
vent  être  formées. 


S E C T I O N I. 

Où  Ton  explique  la  maniéré  dont  fe  forment  les  équation/ 

, compofées, 

D e'  F I N ï T I O N I. 

La  valeur  de  Tinconnuc  dans  une  équation  fimple  x — d 
^o,  s’appelle  la  racine  de  cette  équation, 
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Ainfî  a qui  eft  la  valeur  de  lincoooue  x,  dans  x — a=o, 
puifque  x~a,  s'appelle  U racine  de  l'équation  x — 4=0. 

Lorfque  cette  valeur  eft  complexe , comme  dans  x — a 
M-b  — r = o , la  grandeur  complexe  •♦-4 — i •4-  f , ( qui  eft  la 
valeur  de  x , puilque  x — a — b^c,)  neft  pas  moins  la  feule 
racine  de  lequation  x — a^b — f— o,  &on  peut  1 abréger 
en  mettant  une  feule  lettre  d=a — ^•4*c,dans  l’équation ^ ce 
qui  donneroit  x — d=o , ou  bien  x=  d. 

Lorfque  mettant  l’inconnue  feule  dans  le  premier  membre, 
fa  valeur  qui  eft  feule  dans  le  fécond , eft  pofttive,  on  dit  que 
la  racine  eft  pofitiva  ainft  dans  x=a,  la  racine  4 eft  positi- 
ve; mais  lorSque  la  valeur  de  l’inconnue  eft  négative,  comme 
dans  x=  — fr , on  dit  que  la  racine  eft  négative. 

D’où  il  fuit  que  lorfque  zéro  eft  le  fécond  membre  de 
l’équation  Simple,  la  ratine  po/ithe  ale  Ggne négatif — , com- 
me dans  X — 4 = O ; & la  racine  négative  a le  Signe  com- 
me dans  x^b=o. 

La  racine  d’une  équation  Simple  ou  linéaire , peut  être  ou 
oommenfurable,  comme  danser  — 4 = 0,  ou  incommenfu- 
rable,  comme  dans.v  — i^ab=o,  ou  mixte,  comme  dans 
X — 4-4-  t^ab  = O . Ces  trois  Sortes  de  racines  s’appellent 
réelUf . 

Ou  bien  elle  peut  être  une  grandeur  impoftible , & qut 
marque  que  le  Problème  renferme  une  concradidiion,  comme 

dansa? — — 44=0. 

Carv^ — 44  eft  une  grandeur  impoftible,  n’étant  pas  pofti-  ^ 
ble  qu’il  y aitdequarré  qui  Soit  précédé  du  Signe  négatif — , 
dont  la  racine  foie  poSTible  ; pareeque  Si  la  racine  a d’un 
quatre  44 , a le  Signe  ou  le  Signe  — , le  quarré  aura  tou- 
jours neceSIairement  le  Signe  , le  produit  de  -4-  par  , & 
de  — par  — , ayant  toujours  -4-  ; par  confequent  la  racine 
quarrée  d’un  quarré  négatif,  comme  — 44,  eft  une  gran- 
deur impoftible . 

Ces  Sortes  de  grandeurs  impoftibles  s’appellent  imaginaires  \ 

& lorfque  la  valeur  de  l’inconnue  x , dans  une  équation  Sim- 
ple x — v'  — aa=o^  eft  imaginaire  , la  radne  de  cette 
équation , qui  eft  -4-  — 44 , s’appelle  imaginaire. 

Enfin  la  racine  d’une  équation  Simple  peut  être  compofée 
d'une  grandeur  réelle  , de  d’une  imaginaire , comme  dans 
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X — — 44=0,  où  la  valeur  de  x efta  — 
puifque  x=4 — y' — 44.Cettc  racinea — y' — 44,  sappeU 
le  mixU  imaginaire’ 

Remarque  fur  les  grandeurs  imaginaires . 

^ 3 ■ X-i  ^ racine,  dont  l’expofant  e(l  un  nombre  pair , d’une  gran» 
deur  négative,  eft  toujours  une  grandeur  imaginaire  ; ainfi 
y/  — 4«,  — 4*,  ^ — 4*,  &c.  font  des  grandeurs  imagU 

naires  ; car  une  gran^ur  4 , foit  qu’elle  ait  le  ligne — , ou  le  fi* 
gne-tr,  étant  multipliée  par  elle-même  autant  de  fois  qu'on 
voudra,  pourvû  que  ce  nombre  de  fois  foit  pair,  le  produit 
aura  toujours  le  figne  «4-;  par  confèquent  une  puifiance  négati* 
ve  dont  l’expolânt  eft  pair , comme — aa, — a*, — a*,  ôcc.. 
eft  une  grandeur  dont  la  racine  eft  impoftible  ou  imaginaire, 
puifque  fi  cette  racine  étoit  polfiblc,  fa  puiffance  auroit  tou* 
jours  le  ligne  ■*' , & elle  ne  fçauroit  avoir  le  figne  — . 

Mais  fi  l’expofant  du  figne  radical  y'  d’une  grandeur  né- 
gative  eft  impair , la  racine  eft  une  grandeur  réelle  ; ainfi 
r/ — 4*,V^  — 4’,'J^-— 4’,  &c.  font  desgrandeurs  réelles, par- 
eeque  la  tacine  négative  < — 4,  étant  multipliée  par  elle-inême 
un  nombre  de  fois  qui  foit  impair,  la  puifiance  qui  en  firra  le 
produit , fera  négative;  car  — a x — a z=z  wt*  aa , ÔC  as 
X — 4 = — 4’ , & ainfi  des  autres. 

THEOREME  I. 

^4- TP OUTE  équation  compofée  peut  être  conçue  comme  étant 
formée  par  la  multiplication  d’autant  d’équations  fimples , que 
l’équatkn  compofée  a de  degrés . 

Ainfi  toute  équation  de  deux  degr&,  peut  être  conçue  com- 
me  formée  par  la  multiplication  de  deux  équations  fimples. 

Toute  équation  du  troifiéme  degré , peut  être  conçue  for- 
■née  par  multiplication  de  tixâs  Quations  fimples;  ôc  ainfi 
des  autres. 


Démonfhration  pour  les  équations  du  fécond  degré . 

T...,»..,  1 1 • Première  t xx  •+•  »x -♦•p  = o. 

XX — nx  = o. 

-p=  O. 


.1  , "V  Seconde,  xx-t*»x — P = 

du  fécond  degré  peuvent  — ^ 

me  exprimées  par  ces  Cx  r\i  j 

£•  I “ Quatrième.  XX  — nx  — P = 


Or  toutes  ces  équations 


^atriéme,  xx — nx  — p=  o. 
Ctnquiime , *xx — p = o . 

Sixième , xx^p  = 0 . 
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peuvent  être  conçues  formées  par  U multiplication  de  deux 
équations  Hmples . 

Car , 1°,  A Ton  multiplie  les  deux  équatkms  Amples  x >4-  « 
=io,&ar-t‘&=o,  leur  produit  xx*^ax^ab  — <i, 

hx , 

donnera  la  i"  formule,  en  fuppofant  a’*‘b=n^ôcab  = p . 

1*.  Si  l’on  multiplie  les  dcu.x  équations  Amples  x ■4-«  = a, 
&x — &= O,  leur  produit  XX H»  Ax — ab  = ^, 

—êx, 

donnera  la  féconde  formule»  en  Aippofant  > i”,  plus  grand 
que &,  d5c2®,  A — fr=»,& — ab= — p.  ‘ i 

3».  S on  multiplie  X — a=o,  parx — é=o>  leur  pro- 
duit XX  — ax  ab  =0.  donnera  la  troiAéme  formule  » en 
— frr, 

fuppofant — a — b — — = : 

4®.  Si  on  multiplie  x — <i=o,parx-^t=o,  leur  produit 
XX — 4x — 46=0.  donnera  la  quatrième  formule  » en  fup- 

r *4-éx, 

pofknt,  1®,,  4 plus  grand  queé»&a®, — 4»*-é= — — 4& 


5®.  S onmulcipliex*4>4=o,parx — .4=0,  leur  produit 
XX — 44=o»donnera  la  cinquième  formule  » en  Aippofant 


—aa—p. 

6”.  Endin  A on  multiplie  — 44  = 0,  parx — — 44 
= O » leur  produit  xx  44  = o » donnera  la  Axiéme  formu- 
le, en  fuppofant  -4-44=-4-ps  par  confequcnt  toutes  les  équa- 
tions du  fécond  degré  peuvent  être  conçues  formées  par  le  pro- 
duit de  deux  équations  Amples. 

Dimonf  ration  pour  les  équations  du  tro\fiimc  degré. 

TPouTES  les  équations  Première^  xt^nxx^px^q^à. 
du  3*  degré  peuvent  être  Seconde  y x’  * ■4"  px^f=o. 
rapportées  à ces  quatre  Trotfiime  y x' tés.nxx'  *^q—o. 
formules  pour  abréger.  J^atrUme,:d  * *^q=o. 

‘ Or  toutes  les  équations  reprefentées  par  ces  quatre  formu- 
les , peuvent  être  conçues  formées  pat  la  multiplication  de 
trois  équations  Amples , 

Car,  I ®,A  l’on  multiplie  les  trois  équations  Amples  x®***  4=oy 
X ^ b=OfX  = O, leur  produit  x*  ^ axx  abx  ^ abc=Oy 

*♦*  bxx  OCX 
■àlCXX^bCXf 
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donnera  b première  forraide  , ea  fuppofânt  a i e 
= ^ » > ^ ab  ^ ac  ^ ic  = ^ P,  ^ abc  = ^ 

1*.  Si  l'on  Tuppofe  que  la  radne  de  Tune  des  trois  équations 
fimpics,  par  exemple  c dans  la  troiHéme  a:  ^ c = o,  dl  éga. 
le  à b fomme  des  deux  autres  a'¥‘  b,Sc  qu’elle  a un  (igné  op< 
pofé  au  leur,  c’eft  à dire  que  c cft  négative,  ùa&c.  b font  po 
iitives;  & que  c cft  pofitive,  Ci  a Si.  h font  négatives  , on 
aura  la  lëconde  formule , en  fuppobnt  les  grandeurs  connues 
du  troiliéme  terme  du  produit  des  trois  équations  (impies , 
égales  à ^ P , & la  grandeur  connue  du  quatrième  terme 
du  produit  des  trois  équations  Cmples  , égale  à ^ ^ ; & à 
cauie  de  — e ■=  a b , oudc**-c  = — a — t ^ Icfc- 
cond  terme  fera  détruit  par  des  lignes  contraires. 

a”,  Si  l’on  fuppofe  la  même  racines  avec  un  ligne  contrai- 
re  a ceux  des  deux  autres  a Sa  t,  mais  qu’elle  leur  foit  inéta 
gale  , on  aura  la  troiliéme  formule  , en  fuppofant  les  pro- 
duits ac , bf  f avec  des  lignes  contraires  à celui  de  ab , égaux 
enfemble  ii  ab  , Sa  en  fuppofant  toujours  les  coëficients  du 
deuxième  & quatrième  terme  du  produit  des  trois  équations 
fimples  , égaux  à ceux  du  deuxième  , & quatrième  terme 
de  la  troiliéme  formule. 

4°.  Si  on  multiplie  les  trexs  équations  (impies  x \ Z 
i aa  = o,  x^r  — ♦ aa=o,  x — a~Q, 

leur  produit  x>  — af  = o,  donnera  U quatrième  formule 
- — q = O,  en  IbppoCanc  a?  = q. 

£t  d on  multiplie  les  trois  équations  (impies  x — - a 
i aa  = o,  X — i a — y' — ^ aa=Oy  x’^a  = o, 
leur  produit  x>  à’  = o,  donnera  la  quatrième  formule  x^ 
mt-  q =,  en  fuppofant  a^  = q. 

Par  confequent  toutes  les  équations  du  troiliéme  degré  peu- 
vent être  connues  comme  fôi  mées  par  crds  équations  (impies  . 

R E M A R Q^U  E.. 

mO  N peut  auin  concevoir  toutes  les  équations-  du  troiliéme 
degré  comme  formées  par  la  multiplication  d’une  équation 
du  fécond  degré  , & d’une  équation  (impie . 

Car.i^lî  on  multiplie  xx:^^lx  w = o,.  par  a?  c ==  o-, 

fc  produit  x'^lxx:*^mx^cm=o^  donnera  la  première 
i exx^  clx , 

formule, en  fuppolànt  iLl  = rü 

^ f/w  = J±1  î» 
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2*.  Si  on  multiplie  xx  ^Ix  :^^m  = o,paf  a?  ^iT  / = o,  le 
produit  x^  ltn=.Q , donnera  la  fécondé  £}rmule  , 

— Ux^ 

en  fuppofant  rtw  — Il  = ^pt  St.  Im  = q. 

3®.  Si  on  multiplie  xx^lx'^ lm=.o,  par  x m =o,le 
produit  x^  ^ Ixx  Imm  = o, donnera  la  troiûéme  formule, 
•V*  mxx , ! 

en  fuppofant  r^l-^m  — rt.n  , & ^ Itam  z=-;^  q. 

4*.  Si  on  multiplie  xx  ^ Ix  Il  = o,  par  x ^ / = o,  le 
produit  at’  P = o, donnera  la  quatrième  formule,  en  fup. 
pofant  P — q. 

Dimon^ration pour  les  équatmni  des  autres  degrés, 

voit  clairement  que  les  équations  des  autres  degrés  peu- 
vent être  conçues  formées  par  les  équations  du  premier,  du  fe. 
cond  & du  troifiéme  degré  ; par  exemple , celles  du  quatriè- 
me par  une  équation  du  premier , & une  du  troifiéme  , ou 
par  deux  équations , chacune  du  fécond  degré;  celles  du  cin- 
quième par  une  équation  du  fécond  degré , & une  du  troifié- 
me , & ainfi  des  autres  : Par  confequent  toute  équation  com- 
pofée  peut  être  conçue  formée  par  autant  d’équations  fimples 
qu’elle  a de  degrés. 

R E M A R Q^U  E. 

XjORSQUE  le  Problème  renferme  quelque  contradiélion  , 
l’équation  compofée  qui  l’exprime,  peut  toujours  être  conçue 
comme  formée  par  autant  d’équations  fimples  qu’elle  a de  de- 
grés ; mais  les  racines  de  ces  équations  fimples  ne  feront  pas 
toutes  réelles , & il  y en  aura  d’imaginaires . On  en  a déjà 
TÛ  des  exemples  dans  la  quatrième  formule  du  troifiéme  de- 
gré , & dans  la  fixiéme  du  fécond  degré. 

Corollaire. 

5.|[_Jne  équation  compofée  , dont  on  na  pomt  abrégé  Ici 
grandeurs  connues,  en  fuppofant  plufieurs  de  ces  grandeurs 
égales  à une  feule  lettre , peut  toujours  être  diviféc  exaélc- 
ment  par  chacune  des  équations  de  moindre  degré  qu’elle 
n’cft  , par  la  multiplication  defquelles  elle  a été  formée  : & 
îorfqu’une  équation  d’un  moindre  degré,  eft  un  divifeur  exaél 
d’une  équation  compofée  d’un  degré  plus  élevé  , cette  équa> 
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tion  d’un  moindre  degré  e(t  une  de  celles  donc  la  compofée  a 

été  formée  par  la  multiplication.  . . 

Démonstration. 

Xl  eft  évident  que  lorfqu’un  produit  a été  formé  par  la  mul- 
tiplication  de  pluCeurs  grandeurs , chacune  de  ces  grandeurs 
en  ert  un  divifcur  cxaft  r & lorfqu*une  grandeur  eft  un  divi. 
feur  cxaft  d’un  produit , cette  grandeur  eft  une  de  celles  dont 
la  multiplication  a formé  ce  produit  i ainû  le  Qirollaire  eft 
évident. 

THEOREME  II. 

17.  AND  la  plus  haute  puiftânce  de  l’inconnue  eft  multî* 
piice'dans  le  premier  terme  d’une  équation  compofée,  par  une 
grandeur  connue  differente  de  l’unité , on  peut  bien  concevoir 
cette  équation  comme  formée  par  le  produit  d’autant  d’équa- 
tions (impies , qu’elle  a de  degrés  ; mais  , 1° , ou  bien  l’in- 
connue du  premier  terme  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  chacune  des  équations  (impies  ; 2®,  ou  bien  elle 
l’eft  dans  quelques-unes.,  &,  non  dans  toutes;  3*  » ou  bien  el- 
fe l’eft  dans  une  (eufe. 

De' MONSTRATION. 

^^A  R en  fuppofânt,.  i®,  ces  équations  (impies  ax  — d=  o> 
Bx  — e = O,  ex  — / = O , fie  les  multipliant  les  unes  par  les 
autres  , l’on  aura  pour  le  premier  cas  l’équation  compolcc 
abex^  — &c.  2°.  En  fùppofant  x — d=.o,bx  — e=.o,cx 
. — = o>&  les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura 
pour  le  fécond  cas  l’équation  compofée  bcx' — &c.  3®.  En  (up- 
polant  X — d=OyX — e = o,fx — ficlcsmultipIianC 
les  unes  par  les  autres,  on  aura  l’équation  compo(ee  rx* — &c. 

On  peut  auffi  concevoir  une  équation  corupolee , dont  le 
premier  terme  a uncoëficient  diffèrent  de  l’unité  , comme  le 
produit  d’autant  d’équations  (impies  quelle  a de  degrés , dont 
toutes  les  racines  font  des  fractions  ,,  ou  feulement  quelques;- 
unes , ou  du  moins  une  feule. 

Car  en  fu ppofànt,  i%x  — 7 = 0|  ^ ° ^ 

Ken,  a®,  X — d=o.  X — T = o>  x — f = o,  ou  bien,  3®,  x - — d 
= O,  a-  — r=  O,  X — f = 0 ; après  avoir  fait  la  inultipli- 
cacioa  dans  chacun  de  ces.  trois  cas,  &.  enfuitc  ô:é  les  frac- 
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tiens,  on  aura  une  équation  compoféc,  dont  le  premier  terme 
aura  un  coëficicnt  different  de  Funité. 

Corollaire.* 

1 8 . le  premier  terme  d’une  équation  compofée  a un  cocficient 
diflêrent  de  Funité  , les  équations  d’un  moindre  degré  qu’elle 
o’eft , par  lefquelles  elle  peut  être  exa£lement  divilce,  auront 
toutes,  ou  pluffeurs,  ou  du  moins  quelqu’une , dans  leur  pre* 
tnier  terme,  un  coëiicient  diffèrent  de  l’unité;  ou  bien  elles 
auront  tontes,  ou  pluffeurs,ou  du  moins  quelqu'une,  des  ff-a* 
dlions  pour  leurs  racines . 


S E.  C T I O N II. 

Du  vomirt  & de  la  qualité  det  racines  des  équations 
composées . 

P e’  F I N I T 1 O N II. 

Les  racines  des  équations  ffmples  dont  une  équation  corn* 
pofec  eff  le  produit,  s’appellent  auffi  let  racines  del'équa* 
tion  compofée . 

Corollaires  qu'il  faut  fe  rendre  familiers. 

J)bù  il  fuit , 1®,  qu’une  équation  compofée  a autant  de  ra- 
cines, qu’elle  a de  degrés. 

2°  Que  les  racines  d'une  équation  compofée  peuvent  être  ou 
toutes  réelles,  & il  y «n  peut  avoir  de  trois  fortes,  ou  elles  fe- 
ront cummenfurables , ou  incommenfurables,  ou  mixtes;  ou 
bien  elles  feront  toutes  imaginaires,  ou  mixtes  imaginaires  ;ou 
enfin  elles  feront  en  partie  réelles,  & en  partie  imaginaires. 

3^  Que  chaque  racine  étant  exprimée  par  une  feule  lettre 
dans  chacune  des  équations  fimples , elles  peuvent  être  ou  pqliti- 
ves,  ou  négatives,  ou  en  partie  pofitives,  & en  partie  négatives. 

4“.  Que  l’on  peut , félon  les  combinaifons  differentes  des  li- 
gnes -4- & — des  racines  pofitives  & négatives,  rapporter  tou- 
tes les  équations  de  chaque  degré  à un  nombre  déterminé  de 
formules . 

' Dans  le  fécond  d^rê , il  n’y  en  peut  avdr  que  de  tnas  for- 
tes; car  ou  , I®,  les  deux  racines  feront  pofitives;  ou,  néga- 
tives; ou , 3",  l’une  poûtive,  & l’auue  négative. 


Digitized  by  Google 


é4  Analyse  Démontré' e 
Dans  le  troifiéme  de^rc , il  n y en  peut  avoir  que  de  quatre 
fortesi  car  ou  bien,  i“,  les  trois  racines  feront  pofitives  ; ou , 
2®,  négatives;  ou,  3',  deux  |»Ctivcs,  & une  négative;  ou, '4®, 
deux  négatives , & une  pofitive. 

En  general , dans  chaque  degré  il  peut  y avoir  autant  de 
formules,  & une  de  plus,  qu’il  y a de  racines  dans  les  équa- 
tk»s  de  ce  degré  ; fçavoir  cinq  formules  dans  le  quatrième  de- 
gré , fix  formules  dans  le  cinquième , fept  formules  dans  le  fi- 
xiéme,  &c.  , 

En  voici  la  démooftration  pour  le  Cxiéme  degré,  qui  fervi- 
ra  pour  tous  le  autres. 

RACmES.  1",  2',  3%  4',  5%  6*. 

■4-  H-  ^ -H 


Il  faut  voir  dam  h T abk  toutes  ks  formuks  d'^tr entes  de  cha- 
que degré,  jufiju’au  quatrième  degré . Il  faut  ks  former  foi-meme, 
& fe  ks  rendre  familières , pour  bien  concevoir  ce  qui  fuit,  & on 
peut  continuer  la  Table  tant  qu'on  voudra. 


Table  des  formuks  des  équation  compofées. 


Pour  le  iëcond  degré. 


frtmltn  : 

Stcmdt , 

TrinJUmt. 

*—«  = 0.  X*  — *=rO. 

xU^»  = o.  Xxt^l  — o. 

*— *«  = o.  xx>Hi=o; 

xx—uxOïuui  — 0. 

XX  MX  st  ~ 0. 

xx  — *x—at=.o. 

— *z. 

p4»*z. 

Pour  le  troifiéme  degré. 


Primîtri, 

ar— ‘<  = 0.  X*"-^  = o,  Xx<—c 
Jt  ' ' — • »xx  ^mmix  — tAc  — O. 


«i4‘«  = o.  Xxi4<t=o.XJf>4T  = o.' 
x'  tir^uxxar^  uix kfa  mh  ;=«. 

r^cxxt^htx. 


Trêlfitmt . 

*— ^ = S = o.Xzl»it  = o.] 


X ' — »xx  «V  « = O. 

,< — txx  — MCX 
rHfJf  <•—#«, 


Suutrltmi  ; 

y— «=:o.  Xzi4«f  =re-  Xx4<e=:0. 


*'  — »xx-—  uix  — uh  = O, 
t^ixx  — atx 
t^:»txx^hx. 


Pour 
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Pool  le  ^aitriéme  depéd 


^ix’  acxx  — xHx 

*— «'  t^iexx  —xedx 
f^dx’  •^•dxx-^iti* 
t^fhdxx 
x^cdxx, 

TrtI/IJmt, 

fc>-‘4=o.  X x~fc=o.  X X— »=pr  X »»W=o. 
fc' — ax'  wi»»ixx  —•  aiex  ^abtdsxo, 

. —b  t^at  mtmabd 
— e •4«ic  ydftatd 
a^d  —ad  t^btd 

— bd 

— td. 


Siendt. 

x*H»-o.  XxM4f=o.  xx<4-(t=a:  ytxa^d—o, 
xS+^xx  ' »H  abxxab^abcxt^  abcd=^. 

^ac  t^abd 
•bat  ababt  abaacd 
tbad  tbtad  rbabcd 
•btbd 
•¥td. 


ÿfiatriamii 

K—K=.0.  Xx»M=0.  Xx»Ht=o.  XxH-i/=ro. 
x*—ax*—abxx—ab{x  —abtd—o, 

•bab  —ae  —abd 
tbat  tbahc  —aed 
tb»d  — ad  tbabtd, 
tb-bd 
tbtcd. 


titapiUmti 

th-*a=o.  Xx—b=o.  X x»4«tsre.  XxH</— o. 

«*— «X  * fbaabxx  tbaabcx  •^Itd  — 0> 

— b —ae  abaabd 

•b»t  —be  —aed 

<^td  —ad  —btd 

— thd 

•^•ed. 


5*.  Le  cocficient  du  fécond  terme  d'une  équation  compo- 
(èe,  contient  la  fomme  de  toutes  les  racines , fans  être  multi< 
pliées  les  unes  par  les  autres . 

Le  coêficient  du  troifiéme  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines  , multipliées  deux  à deux  autant  de  feis 
qu’elles  le  peuvent  être , pour  faire  des  produits  différents . 

Le  coêficient  du  quatrième  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines,  multipliées  trois  à trois  autant  de  fois  qu’el- 
les le  peuvent  être,  pour  Âire  des  produits  differents . 

Le  coêficient  du  cinquième  terme  contient  tous  les  pro- 
duits des  racines,  multipliées  quatre  à quatres  & ainfide 
fuite  jufqu’au  dernier  terme  tout  connu  , qui  contient  tou- 
jours le  feul  produit  de  toutes  les  racines. 

Cela  eff  évident  par  la  formation  des  formules  de  la  Table. 

6”.  Dans  les  termes  pairs,  fçavoir  le  fécond , le  quatrième , 
le  fixiéme,  &c.  les  racines  font  une  à une  dans  le  fécond, 
ôc  multipliées  en  nombre  impair  dans  les  autres , fjavoir , 
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trois  à trois  daos  le  quatrième  terme  ^ cinq  à cinq  dans  le  G- 
xiéme,  &c.  ‘ 

D«ns  tes  termes  impairs , c’en  à dire  dans  le  troiCtme  , le 
cinquième  J ^c.  tes  racines  tfonc  multipliées  Jes  unes  partes 
autres  en  nombre  pair;  fçavoir,  deux  à deux  dans  te  trafié- 
me  f quatsè  à quatre  dans  le  cinquième , &c. 

7*.  bi  toutes  tes  racines  font  négatives,  Jous  tes  termes  de 
l’équation  con^pofte  font pofitifs , c’ed  adiré,  ils  ont  tous  le 
figne  car  tous  les  termes  des  équations  finiples  ayant  le 
figncM-,  tous  les  produits  qui  en  tent  iôrmés  ne  peuvent 
avoir  que  te  ligne 

8*.  S footes  les  Taetnes  font  polhit'es  , tous  les  to'mes  ont 
alternativement  Hp  & . — ^ car  le  premier  terme  a touiours 
par  la  JfuppofîtioH } le  fécond  terme  ne  contictat  que  la  lom- 
me  des  racines  qui  ont  toutes  le  ligne  — , dans  les  équations 
fimplcs  ; ainfi  le  fécond  terme  a le  figne  — : pour  les  autres 
termes,  tous  les  pairs ayaa  pour  leur  cocficicnt  les  produits 
des  racines  en  nràfrbre  -impair , Us  ont  necenkirement  le  fi> 
gne  — } & tous  tes  impairs  ayant  pour  leur  coëficient  les 
produits  des  racines  en  norrlbrc  pair  , ils  ont  nccciraircmcnt 
le  figne  par  confequent  les  lignes  ^ & — fe  fui  vent  al- 
ternativement, lorfque  toutes  les  racines  font  pofitives;  ainfi, 
quand  dans  une  équation  compofée  les  fignes  font  alternati- 
.vement--**  die  — , foutes  les  tadnes  font  pofitives. 

■9°.  D’où  il  fuit  que  iî  tous  les  termes  n’ont  pas  le  figne-t*, 
& fi  les  & — ne  le  fuivent  pas  alternativement , il  y a 
aeceflàiremcac  -des  racines  pofitives  de  des  racines  négatives 
dans  l’équation, 

CesCctoUaires  étant  démontrés,  Il  y a contradiQion  dans 
4c  Problème,  c’efl  a dire  il  y a des  racines  imaginaires  dans 
Jéquation  du  Problème  , quand  ils  ne  fe  trouvent  pas  véri- 
tables •,  ce  qu on  doit  auffi  entendre  des  Corollaires  fuivans . 

. *0®.  Lorfqu’il  nunque  quelque  terme  daos  l’équation  , il 

eft  neceflairc  qu’il  y ait  des  laàocs  pofitives  de  négatives , 
^tfqu’on  terme  ne  peut  être  .détruit  que  par  les  fignes  con- 
traires de  — des  produits  dont  ce  terme  cil  compofé  : Sc 
.CCS  produits  -ne  peuvent  avoir  des  fignes  contraires , qu’il,  n’y 
ait  des  racines  pofitives  & négatives.  Ainfi  l’on  a ces  deux 
liurques  pour  connoîtie  qu’il  y a dans  une  équation  des  ra- 
cines pofitives  de  desaégativesi  i®.  Lorfque  la  fuite  alter- 
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native  des  & des  — eft  interrompue  dans  lestenwes  d’une 
équation  oîi  tous  les  termes  ne  font  pas  pofîtifs  ; 3^  Loffqu’il 
manque  quelque  renne  dans  une  équation  . 

1 Le  fécond  terme  d’une  équation  contenant  la  fomme 
des  racines  ; fr  la  femme  des  pofitives  eft  égale  à celle  des  né- 
gatives , H fer»  détriDt  par  des  lignes  contraires. 

Si  la  femme  des  pofitives  furpafle  celle  des  négatives , le  fé- 
cond terme  aura  — -,  & il  aura  û la  femme  des  négatives 
furpafle  celle  des  pofitives  - . , . 

Ainfi  quand  le  fécond  terme  manquedans  une  équation, 
on  eft  afluré  que  les  racines  pofitives  font  égales  à Ta  femme 
des  négatives - 

I î*.  Si  le  fécond  terme  tronque  dans  une  équation  du  troi- 
fiéme  5c  du  Quatrième  degré,  le  troiûcrae  terme  a toujours  le 
fighé’— - 

Dimon/lrarioa  pour  te  rntfiéme  degri . 


Le  fécond  terme  étant 
detruîr,,  il  fiut  00*11  y air 
dans  réquation cieux  raci- 
nes pofitives,  & une  n^a- 
tive,  & que  la  négative 
fôit  égale  aux  deux  pofiti- 
ves)  ou  qu’il  y ait  deux  ra- 
cines négatives,  & une  po- 
fitive  qui  feit  égale  aux 
deux  négati  ves»  ainfi  les  é- 
quations  du  ttoifiéme  de-  ' 


: — <1=0.  x-x—h  — Q.  xr-t-e=o. 


- — axx  tdjcr  tdK  =■  Oi 
— hier  • — - MX. 

-f-  PCX  — hcx.  - • 

r-*»i*=ax  r*^^=o.x  c=Ok 


axx 


•+•  alx  — abc  =:  O. 


-H  bxx  — aex 
— exx  — £fx- 


gré  oît  manque  le  fécond  terme  , font  exprimées-  par  ces^deux 
fermules,  où  c =-  a ^ k. 

Donc  dans  le  troifiéme  terme,  lé  produit — âc  furpaflé  le  pitq- 
àxùt-^raii  parconféquenrle  troifiéme  terme  a le  figoe-^. 

Dimonfi ration  pour  le  quatrième  degré. 

Les  équations  du  qua- 
trième degré  où  le  fécond 
terme  eft  détruit,  ayant 
des  racines  pofitives  de 
négatives  j & les  pofici- 
ves  étant  égales-  aux  né- 
gatives, elles  font  toutes 
e.'cprimées  par  ces  trois, 
fermules.. 


- X 
X * 


a ■ 
c 


■ Oi 

O. 


X X h — <3.. 

X X ■+■  d=-  o^ 


“ - N " - 


X*^ax*^abxx — ahx-~^ed=Ot. 
— i-  -^abd 

— c -Hfrf  •a^acd 
.•4*^/  —ad 
' — hd. 

— cd..  I ii 
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%x^b=o. 

X Af*+-f=o.  XX — d=o. 
x*’^ax>’^al/xx^aicx — abcd=X>. 
M — abd 
’*/‘hc  — acd 
— d — ad  — \>cd 

—bd 
— fd 


xH“4=a  xxM»^=p. 

X X — c = o.  xx — d=o. 
x*’*‘éud’^abxx — abcx*^abcd=(y. 
•^b  — ac  — abd  • 

— c — ad  •^acd  ■, 

— d — bc  ^bcd 
— bd 

cd  -, 


Dans  les  deux  premières  d = a*^b’*r  c y par  confequent 
dans  le  troifiéme  terme  — ad  furpafle  ab  \ — cd  furpaflfe 

ac  y Sx.  — bd  furpaflè  bc  ; ainfi  les  produits  négatifs  fur- 
paient  les  polltifs  dans  le  troiCéme  terme . 

• . Dans  la  dernière  c^d=  a^b,fo\t  m = f -4- </=<*•»■  5; 
donc  mm  ^ac’^ad’^bc’^  bd,  «jweft  aulli  ■=aa’*‘2ab^hbi 
mm  eft  encore  = «-*•  donc  — — = abfÔC 

^ — —/~=cd-,doacmm — =a.b'^cd\  donc 
mn  ftirpaflè  ab  cdy  donc  — ac  — ad  — bc — bd= — mm 
fuipaûTe  •^ab’^  edi.  donc  dans  la  dernierc  formule  , les  pro- 
duits négatifs  du  troifiéme  terme  furpaflent  les  pofitifs. 

13®.  D‘où  il  fuit  que  quand  le  fécond  terme  manque  dans 
une  équation  du  troifiéme  & du  quatrième  degré  > fi  le  troi> 
fiéme  terme  a le  figne  -4> , il  y a neceflkircment  des  racines 
imaginaires  dans  l’équation. 

14°.  Les  racines  imagirraires  font  toujours  en  nombre  pair 
dans  une  équation  compofée  , où  l’on  fiippofc  qu’il  n’y  a ps 
dlncommeofurablesi  c’efi  à dire  il  y en  a deux , ou  quatre  , 
ou  fix  , &C. 


Démonstration. 

I L y a des  imaginaires  dans  une  équation  , il  faut  que  le. 
produit  des  unes  pc  les  autres  les  rende  réelles , pour  faire 
difparoître  leur  figne  radical  — , dans  le  dernier  terme  r 
mais  le  produit  des  imaginaires  ne  fipuroit  faire  difparoître 
leur  figne  r^  — » qu’elles  ne  forent  multipliées  en  nombre 
pair  ;car,  pr  exemple,  ^ — a multipltéc  par  — — a, 

donne  le  produit  réel  •*>  at  mais  sll  y eu  avoïc  une  troifiéme  , 
— — <»,  le  produit  fetoit  — ai^  — a.  Les  racines  imagi- 

naires  ne  fçauroieat  donc  être  qu’en  nombre  pair  dans  une 
équation» 
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Ainfi  s’il  y a des  racines  imaginaires  dans  une  Ajuation  du 
fécond  degré,  elles  le  font  toutes  deux;  S'il  y en  a dans  le 
troifiéme  degré,  il  y a toujours  une  racine  réelle,  &c. 

1 5*.  Les  produits  réels  tous  connus,  qui  naiflènt  de  la  mul- 
tiplication de  feules  imaginaires,  ont  toujours  le  ligne -i-. 

Démonstration.' 

Les  imaginaires  étant  toujours  en  nombre  pair  , on  peut 
conliderer  à part  les  équations  du  fécond  degré  formées  par  les 
imaginaires  prifes  deux  à deux . 

Mais  afin  que  deux  racines imagi-  x — a — aa—o. 
naires  difparoillènt  dans  le  Iccond  x — a — y'  — aa  = o. 

terme , comme  on  le  fuppofe , il  feut 

que  l'une  ait l'autre — ,&que  xx — zax  •^laa—o, 
les  parties  réelles  — o , — a ayent 

le  même  figne  ou  le  même  ligne — ; & le  produit  réel 
iic  y' — aa  par  — — aa  aa-,  par  conlêquent  les 

produits  réels  tous  connus , qui  naillcnt  de  la  multiplication 
des  imaginaires,  ont  toujurs  •+•. 

- D’oîi  il  fuit,  le  ligne  -*•  n’apportant  aucun  changement 
dans  les  multiplications,  que  s’il  y a des  racines  imaginaires 
avec  des  racines  réelles  dans  une  équation  compofée , les  réel- 
les y conferveront  toujours  leur  figne  dans  le  dernier  terme  ; 
c’efi  a dire  , les  imaginaires  ne  feront  pas  de  changement  dans 
le  ligne  du  produit  des  réelles  du  dernier  terme. 

16°.  Le  dernier  terme  d’une  équation , étant  le  produit  de 
toutes  les  racines,  lorlque  le  nombre  des  racines  pofitives  eft 
pair , il  a toujours  le  figne  ; lorfqu'il  eft  impair  , il  a le  li- 
gne — ; & lorfqu^il  a le  ligne  — , il  y a necelTaircment  quel- 
que racine  réelle  ilans  l'équation  ; car  le  produit  des  imaginai» 
res  donne  toujours  le  ligne  -w. 


THEOREME  III. 

' 5 ^ I l’on  change  tous  les  lignes  'des  termes  pairs  d'une  équa- 

tion compofée,  c’eft  à dire  du  a*,  4',  6',  &c.  fans  toucher 
aux  lignes  des  termes  impairs,  c’eft  à dire  du  3*,  5®,  &c. tou- 
tes les  racines  pofitives  de  l'équation  compofée  feront  changées 
ci>  négatives,  & toutes  les  négatives  en  pofitives . . . < 

I iij 
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^ A V E R T I s s E ME  N T . 

I I E /ccond  terme  contient  la  fomme  des  racines'î  les  ptv 
utives  y ont  le  fignc  — , & les  ncgaÔTes  le  ligne  1.  ainû 
en  changeant  dans,  le  fécond  terme  les  «t-ea — , & les. — . 
en  -H , il  eft  évident  que  les  poûtivcs  lcront  changées  en  né. 
gativcs,  & les  négatives  en  poCtives.  ‘ 

a*.  Chacun  des  termes  pairs,  contient  les  produits  des  ra. 
cines  multipliées  les  unes,  par  les  autres  en.  nombre  impair^ 
ceux  qui  ont  font  neceffuirement  formés  ou  par  un  nooi. 
bre  impair  de  radnes  qui  ont  chacune  -K  > ou  bien  par  un 
Dcmbre  pair  de  racines  qui  ont  — , & un  nombre  impait 
de  racines  qui  ont  -t- 1.  ceux  qui  ont  — font  nece/lâireiiaeoC 
£>rmés  p;ir  un  nombre  impair  de  racines  qui  ont  chacune  — , 
ou  par  un  nombre  pair  de  racines  qui  ont*t«^  & un  impait 
de  racines  qui  ont  — ; donc  fi  l’on  change  les  Cgnes  des. 
multiplicauurs , c'efi  à dire  les  cacines.  pofitives.  en  nég^ti. 
ves  , & les  négatives,  en  pufitives  ^ on  changera  neceflaire.. 
ment  les  figues  des  termes,  pairs  ainfi  en  changeant  les 
fignes  des  termes  pairs , on  change  les  fignes  des.  racines , 
c’ert  à dire  les  pofitives  en  négatives , & les  négatives  en  po-. 
fiiives. 

3®.  An  contraire-,  les.  termes,  impairs  contiennent  les  pro- 
duits des  racines  multipliées  en  nombre  pair.  , 

Ainfi  ceux  qui  ont  -f,,  font  ncccflàjrcment  formés  ou  fou» 
fement  d’un  nombre  pair  de  pofitives,.  ou  teulemeocd’un  nom- 
bre pair  oe  négatives  , ou  bien  d’un  nombre  pair  oc  pofitives „ 
& d’un  nombre  pair  de  négatives. 

Ceux  qui  ont — font  neceffairement  formés  d’un  nombre 
impair'iie  pofitives , & d’un  nombre  impair  de  négatives;  par 
conicquent  fi  on  change  les  fignes- des  multi plicateurs c’eiL  à 
dire  des  racines  pofitives  & négatives,  on  aura  des  produits 
qui  auront  dans  les.  termes,  impairs  les  mêmes,  fignes  qu’ils 
avoient  ainfi  les  fermes  impairs  ne  changent  po’mt  de  fignes 
«n  changeant  les  racines  pofitives  en  négatives  , & les  négaci. 
ves  en  pofitives  ; Il  eft  donc  évident  qu’en- changeant  les  fiV 
gnes  des  termes  pairs ,,  fons  toucher  aux  fignes  des  termes 
impairs , on  change  toutes-  les.radnes  pofitives.  en  négatives. ,, 
&.  les  nt^adves  en  pofitives  ^ 
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J)ans  cette  formule  du  troifiéme  degré  — px  = o , 
où  il  a des  racines  pofirives  & négatis-es , pui/que  le  focond 
terme  eft  «vanoui  , & oîi  il  faut  qu'il  y ait  deux  racines  pofi- 
tives,  & nne  négative,  puifque  le  dernier  termes  a Jefigne  r*-; 
fi  l’on  change  k fcul  ligne  du  dernier  terme , la  formule  x* 
, — px — ^=o,  contiendra  les  mêmes  racines  que  la  pièce- 
dente , mais  les  deux  pofirives  feront  changées  en  négati- 
ves , & la  négative  en  pofitive  i car  les  figues  des  termes  pairs 
«Dt  été  changés. 

T H E O R E M E I V. 

3 !•  Si  l'on  fubfiittie  dans  une  équation  compofée  l'une  de  lés  ra- 
cines , laquelle  on  voudra,  avec  les  puifiâoees,  à la  plaœ  dcl'b- 
connue  & de  fies  puifiànces , en  donnant  k ligne  <4-  à la  racine 
pofitive  qu’on  fubftituc,  & le  ligne  — à la  racine  négative 
qu’on  lühttieue , tous  les  produits  de  cous  les  termes  de  l’équa- 
tion le  détruiront  après  la  fubllitucion  ; c’elt  à dire  qu’il  s’eo 
trouvera  precifément  autant  avec  le  Cgne  qu’il  y eo  aura 
aveckfigne  — , qui  lcront  égaux  les  uns  aux  autres. 

Pour  démontrer  ce  Tbeorême , on  fera  voir,  i •,  qu’aprés 
la  fubfiitutioo  d’une  racine  dans  l'équation , le  premier  terme , 
ou  k premier  produit , a un  produit  dans  le  fécond  terme, qui 
cil  ptecilcment  k même}  que  les  autres  produits  du  fécond 
terme  en  ont  tout  autant  d'égaux  dans  le  troifiéme  terme  ; que 
les  autres  produits  du  troifiéme  terme  en  ont  un  égal  nom^e 
-d’égaux  dans  le  quatrième}  & ainlï  de  fuite  julqu'au  dernier 
terme,  qui  en  a un  dans  k pénultième  qui  lui  oit  égal . 2°.  Que 
ces  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  fe  fuivent,  ont  des 
fignes  oontraires»  d’oh  il  fui vra  qu’ils  lé  detruifent . 

. On  prendia  une  for-  x — «==o.  xx — é=o. 
mule  du  4*  degré , afin  x x — c = d.  xx — J=o. 
que  la  demonttratioo  x‘*-—axi’^aixx—akcx^abcd=^o- 

foit  plus  Éicifc  , étant  f,  abd 

appliquée  à un  exem-  c ’^aâ  -^acd 

|)k.  ^d  —bed 

^bd 

■^cd. 
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En  fulfîitaant  •h  A à la  place  de 


on  trouve 
a* a* 

— ca^ 

—àd^daf 

heaa  — heaa 
’O^hdaa — hdaa 
’*rcdaa — edaa 
— hcdcL’^ 


Démonstration. 


1®  rubftituant«t*d 
dans  le  premier  terme 
•+•  X*,  on  trouve 
Mais  dans  le  fécond 
terme  , chaque  racine 
cft  multipliée  par  x’  ; 
bcda‘=-0.  ainfi  a étant  multipliée 
par  •+-  , qu’on  a fubfti- 

tuée  à la  place  de  h-  x’ , il  y aura  dans  le  fécond  terme  un 
feul  produit  à*  égal  à celui  du  premier  terme . 

Les  autres  produits  du  fécond  terme — bx\ — ex', — </x», 
font  les  trois  autres  racines  multipliées  par  >4«  x^-,  ainfî  après 
la  fubllitution,  l’on  aura  les  trois  autres  racines  multipliées 
par-*-  a\  fçavoir  ia>,  fa*,  da}\  mais  le  troifiéme  terme  con- 
tient les  produits  des  racines  deux  à deux  ; ainfî  il  y a trois 
produits  où  a efl  multipliée  par  les  trois  autres  radnes  byCyd^ 
qui  font  abxx , afxx , adxx  : 

' La  fublHtution  mettant  dans  ces  produits  -*-  aa,  au  lieu 
de  -*-  XX , il  y aura  trois  produits  dans  le  troiliéme  terme  des 
trois  autres  racines  multipliées  par  •*•  a’ , qui  font  ba? , ca’ , </a*. 

Les  autres  produits  bexx,  bdxx,  cdxx,  qui  relient  dans  le 
troifiéme  terme  , font  les  produits  des  trois  autres  racines 
b ,c,d  prilês  deux  à deux  par  xx\  & après  la  fubfiitution  ils 
deviennent  bcaa,bdaay  edaa:  mais  le  quatrième  terme  con- 
tient les  produits  de  toutes  les  racines  prifes  trois  à trcMs; 
ainfi  il  y a trois  produits  abex , abdx , acdx , où  a eft  multi- 
pliée par  les  trois  autres  prifes  deux  à deux . C'ell  pourquoi 
la  fubfiitution  mettant  dans  ces  produits  a au  lieu  de  x , il 
y aura  dans  le  quatrième  terme  trois  produits  des  trois  raci- 
nes, é , f,  prifes  deux  à deux  par  aa,  qui  font  bcaa , bdaa^ 
tdaa. 

11  refie  dans  le  quatrième  terme  après  la  fubfiitution  un 
produit  de  a par  les  trois  autres  racines,  qui  efi  bcda\  mais 
il  efi  évident  que  le  dernier  terme  ahedy  eft  le  même  produit 

2®.  11  refie  à démontrer  que  les  produits  égaux  de  deux 
termes  qui  le  fui  vent , ont  des  fignes  oppoles. 

Quand  la  racine  efi  pofitive,  elle  a le  figne  — ■ dans  l’équa- 
tion, 
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tlon , & en  la  fubftituant , on  lui  donne  le  figne  -t-  : Ceft  le 
contraire  quand  elle  eft  négative  . Ainfi  quand  on  fubflitue 
nne  racine  à la  place  de  f inconnue , on  lui  donne  un  ligne 
oppofé  à celui  qu’elle  a dans  l’équation. 

11  faut  aufli  remarquer  que  le  multipliant  le  M-ou  le — , 
ne  change  rien  dans  le  ligne  de  la  grandeur  multipliée  : au 
contraire  le  — change  toujours  le  ligne  de  la  grandeur  par 
laquelle  on  le  multiplie;  car  — par -h  donne — , & — par 
— donne  . 

11  fuit  de  là  qu’en  faifant  la  lùbllitution  de  4,  au  lieu  de 
tous  les  produits  ne  changent  point  de  ligne}  mais  ceux 
qui  dans  l’équation  font  multipliés  par  la  racine  — a , ont  des 
fignes  contraires  à ceux  qu’ils  auroient  fans  cela  : Par  confe- 
■quent  apres  la  fubftitution , le  produira*  du  premier  terme, 
& celui  du  fécond  , qui  lui  eft  égal , fçavoir  — 4*,  ont  des 
lignes  oppolcs. 

• Par  la  même  railbn , les  produits  qui  relient  dans  le  fécond 
terme  — ia^  — ca^ — àa\  & ceux  du  troifiéme  terme  qui 
leur  font  égaux,  fçavoir  •4»  fca’,  •♦•fa*, ont  des  lignes 
contraires.  Car  les  premiers  font  feits  de  a*  par  les  racines 

b,  — c , — d,  différentes  de  a ; & ceux  du  troifiéme  terme 

qui  leur  font  égaux , lônt  formés  par  les  produits  des  mêmes 
racines  — b,  — f , — d,  multipriées  par  — a , & enfuite  par 
•«•al  : or  — a change  leur  ligne  en  les  multipliant. 

Il  eft  évident  que  le  même  railbnncment  s’étend  à tous  les 
autres  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  fe  fuivent. 

■ Par  conlcquent  tous  les  produits  de  tous  les  termes  d’une 
équation  , font  détruits  par  la  fubftitution  d’une  des  racines; 
car  ce  que  l’on  a dit  de  û première , convient  évidemment  à 
chacune  des  autres . 

C ORÔLLAIRES; 

3 2, . * • c O K N U E d’une  équation  compofée  reprefente  éga- 

lement chacune  des  racines  de  l’équation  ; car  en  fubftituanc 
fuccelfivement  chacune  des  racines  à la  place  de  l’inconnue , 
tous  les  produits  lé  détruiront  toujours. 

C’eft  la  raifon  pourquoi  on  forme  les  équations  par  la 
multiplication  des  équations  fimples , dont  le  fécond  membre 
eft  zéro , & non  pas  par  la  multiplication  des  équations  fim- 
ples , dont  le  premier  membre  auroit  l’inconnue , & le  fccond 
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membre  fa  racine;  car  en  les  formant  de  cette  fécondé  manie- . 
re,  l’inconnue  ne  rcprcfenteroit  pas  dans  l’équation  chacune  des 
racines,  comme  elle  les  reprefente  en  formant  l’e'quation  de  la 
première  maniéré. 

2°.  Chaque  racine  eft  la  valeur  de  l’inconnue  dans  une  équa- 
tion compofoe , aulG-bien  que  dans  les  équations /Impies. 

3®.  Les  valeurs  de  l’inconnue  dans  une  équation  compofée , 
&les  racines  de  l’équation  compofée  étant  la  mêmccho/ê, 
l'inconnue  d’une  équation  compofée  a autant  de  valeurs  que 
l’équation  a de  degrés.  Ainfi  dans  une  équation  du  fécond  de- 
gré , l’inconnue  a deux  valeurs  : elle  en  a trois  dans  une  équa- 
tion du  troifiéme  degré  i êc  ainfi  des  autres . 

. 4*.  L’on  a deux  moyens  pour  reconnoître  quand  une  gran- 

deur efi  la  valeur  de  l'inconnue  , ou  une  racine  de  l’équation  ; 

premier  : lorfqu’en  divifimt  l’équation  compofée  par  une 
équation  /impie,  qui  a la  même  inconnue  linéaire  moins 
cette  grandeur , quand  elle  eft  une  valeur  pofitive , & plus 
cette  grandeur , quand  elle  e/l  une  valeur  négative  la  divi- 
fion  e/l  exacte  , c'e/l  à dire  fans  rc/le . Le  fécond , lor/qu’en 
fub/lituant  cette  grandeur,  à la  place  de  l’inconnue,  dans 
l’équation,  avec  le  ligne  «H  lor/qu’elle  eft  pofitive,  avec  le 
ligne  — lorfqu’elle  eft  négative , tous  les  produits  de  l’équa- 
tion fe  détruifent  par  des  lignes  contraires , c’eft  à dire  font 
égaux  à zéro . 

THEOREME  V. 

. L O R s QU  E dans  une  équation  compo/ee  le  premier  terme" 
n'a  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité',  & qu’il  n’y  a ni  frac* 
lions , ni  incommenfurables  , aucune  des  racines  réelles  de 
l'équation  n'eft  une  fraélion . 

Démonstration. 

S i quelqu’une  des  racines  réelles  étoit  une  fraélion  , quel- 
qu’une |des  équations  /impies  par  la  multiplication  defquel- 
les  l’équation  compofée  eft  formée , auroit  pour  fa  racine 
une  fraélion.  Or  s'il  y en  avoir  quelqu’une,  l’équation  corn; 
pofée  en  auroit  aufii;  Sc  pour  l’ôter,  il  auroit  falu  multiplier 
tous  les  termes  de  l’quation  par  le  dénominateur  de  cette 
fraélion,  ce  qui  auroit  donné  neceflaircment  uncoëficcnt  au 
premier  terme  , diflèrcnt  de  l’unité , contre  la  fuppofition . 
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. Démonflration  particulière  pour  let  équations  numériques. 

5i  une  fraflion  pouvoir  être  la  racine  d’une  équation  nu(Tic> 
rique , dont  le  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coëlicicnt  que 
l’unité  , & où  il  n’y  a ni  fraélions , ni  incommenfurables , il 
e(l  certain  par  le  quatrième  Theorême , que  cette  fraélion  & 
fes  puiflances  étant  fubftituées  à la  place  de  l’inconnue  & de 
Tes  pnilTances , tous  les  termes  de  l’équation  fe  détruiroienc 
après  la  fubftitution . „ > ' 

Pour  rendre  la  démonflration  plus  claire  & plus  generale, 
on  Tuppofera  une  équation  du  troilîémc  degré  x> — nxx  px 
■ — ^ = O , où  les coëficients n,  p,qt  reprefenrent  des  nom- 
bres > & on  fuppofera  que  la  fraéton  à fubilituer  e(l  repre- 
fentée  par^  , qui  étant  réduite  aux  moindres  termes  ; eft  f 
Qu'on  fubftitue  la  fraftion  à la  place  de  l’inconnue , on  au^ 
— Sf»*+*îrP  — f = o,&par  tranipofition 

— — «•  y»  I 

— CCTi»  — Te  P 

. ^Réduifant  les  fraflions  àj’expofant , Ton  aura  ^ » 

— fP-»-?-  . . , 

Multipliant  chaque  membre  par  hb  , on  aura  ^ = aan 
i—  abp  bbq. 

• Il  eft  certain  que  le  fécond  membre  de  cette  égalité  eft  un 
nombre  entier;  ainfi  la  fraftion  ^ eft  égale  à un  nombre  entier. 
^ Mais  par  ce  qui  eft  démontré  dans  les  proportions  , la  fra- 
£lion  7 étant  fuppofée  dans  les  moindres  termes , le  numéra- 
teur 4’  de  la  fradiion  ; n’a  aucun  divifeur  commun  avec  le 
dénominateur  ii  ainfi  la  fraélion  ^ eft  dans  les  moindres  ter- 
mes , & ne  fçauroit  être  égale  à un  nombre  entier. 

Par  cônfequent  en  fuppofânt  qu’une  fraélion  peut  être  la  ra- 
cine d’une  équation  , dont  Je  premier  terme  n’a  que  l’unité  pour 
coëficieot,  & qui  n’a  ni  fradlions,  ni  incommenfurablesjcelacon- 
duit  à cetteabfurdité,  qu’une  fraélion  réduiteaux  moindres  ter- 
mes, peut  être  égale  à un  nombre  entier:  Une  fe  peut  donc  pas 
faire,  qu’une  fta^ion  Ibit  la  racine  d’une  telle  équation . 

Corollaire. 

3 5» Lorsqu’une  équation  compofée  n’a  ni  fraélions  , ni 
incommenfurables  , que  Jôo  premier  terme  n’a  que  l’unité 

K ij  
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pour  coêficicnt,  & que  fes  racines  font  réelles  ; C des  grandeurs 
entières  ne  font  pas  fes  racmes,  fes  racines  font  incommenfura- 
bles. 

• Car  les  racines  réelles  ne  peuvent  être  que  des  grandeurs  en* 
tieres,  pu  des  fraâions,  ou  des  inconrnienfurables  > on  fuppofe 
qu'il  n’y  a pas  de  grandeurs  entières  quifôient  les  racines  de  l’é- 
quatk>n>oti  vient  de  démontrer  qu’elles  ne  peuvent  être  des  frac- 
tions; par  confêquent  il  &ut  qu’elles  fbient  iocommenfurables . 

R E M A R q_ü  E. 

lieu  de  fuppo/ër  dans  les  équations  linéaires»  dont  une 
équation  compofée  eft  le  produit , l'inconnue  x politive;  C on 
la  fuppofe  négative  — j*,  comme  dans  cet  exemple  — x — à 
= o,  — X h = O»  l’on  aura  une  équation  compofée 
XX -^ax  — ab  —o,  dans  laquelle  les  racines  qui  etoient 
~-ix, 

pofitives  dans  la  fuppoGtion  de  x , lêront  n^atives , & 
ks  négatives  lcrontpofitives.  Car  puifque  — x — = 

Ton  aura  x = — ai  puifque  — x--*-  i=o^  Fon aura  x—b  > 

Corollaire. 

I>  où  il  fuit  qu’en  changeant  dans  une  équation  compof& 
mus  les  lignes  des  termes,  où  la  puüTance  de  l’inconnue  ell 
impaire,  comme  ai,  x’,  **,  &c.  fans  toucher  aux  autres^ 
toutes  les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives»  & le» 
négatives  en  pofitives.  ^ 


SECTION  IIL 

Df  la  frans  format  ion  der  ^quatiow  rompof/er, 

D e'  F I N 1 T I O N . 

Quand  on  change  une  équation  en  une  autre  dii  mémr 
degré,  qui  a une  inconnue  differente  de  l’inconnue  de  la' 
première,  & dont  toutes  les  racines  ont  un  rapport  connu  avec 
fcs  racines  de  la  première,  ce  changement  s’appelle  transforma* 
tion\  & la  féconde  équation  s’appelle  la  tranformée  de  la  pre- 
mière. 

, 11  eft  évident  que  les  racines  de  la  transformée  étant  con^ 
nues  , elles  feront  connoître  les  racines  de  l’équation  dont  elle 
eft  la  transformée. 
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contient  toutes  les  transformations. 

J 5, 'j[^' RANSFORMER  une  équation  propofée;  par  exemple  , 
x’ — nxx  H-px — î = O , ou  fon  équivalence  — axx  h-  abx 
/ — Sxx  -^aCx 

— abc  = o.  — cxx  •^bcxf 

en  une  autre  équation  dont  les  racines  foient , i” , celles  de  la 
propofée  , augmentées  chacune  d’une  grandeur  connue  , telle 
qu’on  voudra,  comme/;  2°,  ou  bien  diminuées  chacune  d'une 
grandeur  connue  /;  3° , ou  bien  retranchées  elles-mêmes  cha- 
cune d’une  grandeur  connue  f;  4° , ou  bien  multipliées  chacu« 
ne  par  une  grandeur  connue/;  5®,  ou  bien  divifées  chacune 
par  une  grandeur  connue/;  ou  bien  de  maniéré  que  les  va- 
leurs de  l’inconnue  de  la  transformée  foient  les  racines  a*', 

&c.  ou  les  puifTances  a" , 3” , &c.  des  racines  de  la  propofée  ; 
7°, ou  bien  de  maniéré  que  les  valeurs  de  l’inconnue  de  la  trans- 
formée foient  moyennes  proportionnelles  entre  une  grandeur 
connue  f,  & les  racines  de  la  propofée  ; 8° , ou  bien  de  maniéré 
que  les  racines  de  la  propofée  foient  les  quatrièmes  proportion- 
nelles aux  racines  de  la  transformée , à une  grandeur  connue , 
& à l’unité  , ou  bien  à une  fécondé  grandeur  connue;  9*,  ou 
bien  de  maniéré  que  les  racines  de  la  propofée  foient  égales 
aux  radnes  de  la  transformée , plus  ou  moins  une  grandeur 
connue , divifée  ou  multipliée  par  les  racines  de  la  transfor- 
mée , ou  par  quelque  multiple  de  ces  racines;  10*. > ou  bien  en- 
fin de  maniéré  que  les  racines  de  la  transformée  ayent  avec 
celles  de  la  propofée  tel  rapport  qu’on  voudra , comme  celui 
de/ à g. 

• METHODE. 

ï-Xl  fout  prendre  une  fécondé  inconnue/,  qui  reprefente  cha- 
que racine  de  la  transformée , & fe  fervir  de  Tmeonnue  x , de 
la  propofée , pour  en  marquer  chaque  racine,  & foire  une  é- 

Suation  qui  exprime  le  rapport  qui  doit  être  entre  les  racines 
e la  propofee  & celles  de  la  transformée.  — 

2°.  Il  faut  prendre  dans  cette  équation  la  valeur  de  rincotv 
nue  X de  la  propofée,  & fubflitucr  cette  valeur  & fes  pui/Tan- 
ces  à la  place  de  l’inconnue  x & de  fes  puifTances  dans  la  pro- 
pofée. ■ K iij 
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L’cquation  qu’on  trouvera  étant  ordonnée  & abrégée , fera 
la  transformée  qu’on  cherche. 

I.  Pour  augmenter  les  racints de  lapropofée  dclagr)w(ieur  f.  ^ 

On  fuppofêra  l’inconnue  y pour  exprimer  les  racines  de  la 
transformée  ; & fe  fervant  de  l’inconnue  x de  la  propofée,  oi> 
fera  l'équation  * f=y  > qui  exprime  que  la  racine  x de  la 
propofee  étant  augmentée  de  la  grandeur  connue/,  eft  égale 
à la  racine/  de  la  transformée.  ’ 

On  prendra  dans  cette  équation  la  valeur  de  x , qui  efl; 

On  fubftituera  cette  valeur  dfc  fes  puiflànces  à la  place  de  », 
& de  fes  puiflànces  dans  la  propofée  ** — nxx'^p» — q =-oj 
x>  =y  — ifyy  -H  iffy  —P  ' 

-^nxx=  — nyy  — nff 

-*-px  = •*‘py  —pf 

— q=  —q. 


p~-ifyy-^3ffy—P  = o. 

— ”yj  ■■  J 

—pf 

& l’on  trouvera  l’équation  transformée,  dont  les  raanesfont 
celles  de  la'propofée,  augmentées  chacune  de  la  grandeur  f.  , 
Quand  on  aura  la  valeur  dey  dans  la  transformée,  on  la. 
fubftituera  dans  x =/  — plâce  de  / , & l’on  aura  la 
valeur  de  x de  la  propofée. 

Il  Pour  diminuer  les  racines  delà  propofée  delà  grandeur  f. 


o> 


fN  fuppofêra  x — / =/,  d’oîi  l’on  déduira x=/ -4-/4  on 

fubftituera /-f/à  la  place  de  x,  & les  puiflànces  de  / •H/à 
la  place  des  puilfances  de  x , dans  la  propofée 


. — nxx—  — fÿiy  ■ — ifny — nff 
«4*px  = -»*f/  -♦-/>/ 

— ? == — 


yl  ^zfyl-*-iffy  — O. 

—nyy  —2nfy—nff 

^py  ^// 

— ?• 


Digitized  by  Google 


L I V R E III,  79 

& l’on  trouvera  la  transformée,  dont  les  racines  font  celles  de 
la  propofée,  diminuées  chacune  de  la  grandeur/. 

III.  Pour  trouver  la  tram  formée , e/ont  les  racines  y [oient  celler 

de  la  propofée , retranchées  de  ta  grandeur  {. 

Qn  fuppofora  / — x—y  \ d'où  l’on  déduira/ — 9’=*;  on 
fubftituera  / — y & fos  piiùTances , à la  place  de  x & des  puit 
iânees  de  x , dans  la  propofée 

=/j  —3ffy-*-  3fyy  — 

— nxx=  — — >»yy 

' ='^lf —py 

— ? =— ?• 

P —sffy-*-  3fyy  —y'=o, 

— nff^2n)y—nyy 

•^if—py 

— f. 

& l’on  trouvera  la  transformée , dont  les  racines  font  celles  de 
la  propofée,  létranchécs  chacune  de  la  grandeur  /. 

IV.  Pour  trostver  la  transformée , dont  les  racines  y [oient  cellet 

' de  la  propojée , multipliées  par  la  grandeur  {. 

fuppofera  fx=y  , d’où  l’on  déduira  x=^i  on  fubfti- 
tuera  f & fes  puihanccs  à la  place  de  x & de  fos  puifTances  , 

dans  la  propofée;  & l’on  trouvera  Ÿ=o. 

Otant  les  fraflions,  on  aura  la  transformée/ — ffyy’*“pffy 
■ — /*V=o,  dont  les  radnes  font  celles  de  Iapropolée,multi« 
pliées  par/. 

.Abrégé  de  la  transformation  précédente. 

Pour  multiplier  les  racines' d’une  équation  parunegran* 
fleur  / , il  faut  fimplement  changer  l’inconnue  x en  une  nou« 
velle  inconnue  y ; & fans  toucher  au  premier  terme , multi- 
plier le  focond  par  la  grandeur/,  le  troifiéme  fit  ff,  le  qua- 
trième par  /J;  & ainfi  de  fuite. 

V.  Pour  trouver  la  transformée  f dont  les  racitus  y [oient  cellet 

de  la  propofée , divifées  par  la  grandeur  f. 

Ç)n  fuppofera  j — y,  d’où  l’on  déduira  x=fy>  oa  fubfti- 
tucra^  & fes  puiflànces  à la  place  de  x & de  fes  puiflancca 
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dans  la  propofce;  & l’on  trouvera/^/ — f =o; 

divifant  l’équation  par/*,  on  aura  la  transformée  y*  — "’I 

-H  -0:- ^-=0,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propoféc 

divifées  par/. 

Abrégé. 

Pour  divilcr  les  racines  dune  équation  par  une  grandeur  f, 
il  faut  Amplement  changer  l’inconnue  x en  ^ 5 & fans  toucher 
au  premier  terme,  diviler  le  fécond  pr  /,  le  troi/iémc  par/^, 
le  quatrième  pr/';  & ainfi  de  fuite. 

VJ.  Pour  trouver  une  transformée , dans  laquelle  les  valeurs  de  y 
foient  les  racines  fécondés, rroi/sémes,&c  des  racines  de  lapropofée. 

On  fuppfera  i^x=y,  ou  bien  ^x=y,  &c.  d’oîi  l’on  dé- 
duira x=yy , ou  bien  x=y\  &c  on  fubftituera//,  ou  & 
les  puilfances  àc yy  ou  de^’,  à la  place  de  ar  & de  fès  puiflan- 
ces , dans  la  propice  ; & l’on  trouvera  la  transformée  y‘  — ny* 
'i^Pyy — ^r=o>ou  bieny  — ny^^py^  — q=o\  les  valeurs 
de  / dans  la  première,  font  les  racines  quarrées  des  racines  de 
la  propfée  -,  les  valeurs  de  y dans  la  fécondé , font  les  racines 
troiAémes  des  racines  de  la  propoféc. 

Si  la  propfée  étoit  a:* — nx*-t“pxx  — Ÿ=o,  ou  bien  x* 
— nx*  •+•  ^ = O , en  fuppofant  pur  la  première  xx  =y, 

& pur  la  fcconde  x>  =y  , l’on  trouveroit  la  transformée  /* 
I — «//  -t-  P/  — <7 = O , dont  les  raci  nés  feroient  les  quarrés  des 
valeurs  de  x dans  la  première  popfée,  & les  cubes  des  valeurs 
de  X dans  la  féconde . 

VJl.  Pour  trouver  une  transf  rmée  dans  laquelle  les  valeurs  ds 
r inconnue  y foient  moyennes  proportionnelles  entre  une 
grandeur  connue  f,  & les  racines  de  la  propofée  . 

Çyti  fuppfcra  y = i^fx,  d’où  l’on  déduira  yy=fx,  & x 
= ; on  fubftitucra  cette  valeur  de  * & fes  puiflances  à la 

place  de  AT  & de  fes  puiflances  dans  la  popfée  ; & l’on  trou- 
vera la  transformée  y*  — nfy*  pffyy  — ^/  = o , dans  laquel- 
le les  valeurs  ce  y font  moyennes  proprtioniKlIes  entre/ & 
ks  ra  cines  de  la  propfée  x*  — nxx  <a-px  — q = 0-  \ 

VIII.  Pour  trouver  une  transformée  de  mansere  que  y .f"  l.  X. 
On  fuppfcra  Jf=y;  & par  fubftitution  on  trouvera  la 
tratistorm^  /*  — njfy  -4-  pfyy  — = 0,  & pr  tranfpü- 

tion 
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tion  qy^  — pfyy*"  »ffy  — P = o't  ^ diviiânt  le  tout  par  y, 
yj ttui2.fhzL  = 0,  fera  la  transformée  qu’on  cherche. 

/X.  Pour  trouver  la  transformée  de  x’  — pxx  — q = o,  qui 
foit  telle  que  les  racines  x de  la  propofée frient  égales  â celles 
de  la  transformée  plus  ou  moins  une  grandeur  connue  divijée 
ou  mssltipliée  par  les  racines  de  la  transformée,  oh  par  un 
multiple  de  ces  racines. 

Par  exemple,  pour  trouver  la  transformée  dea:’ — px ^q 
= O,  qui  foit  telle  qae  x = y , on  fubflituera 
& fbn  cube  à la  place  de  x,  x>; 

Afl  =f  ^py 

— px=  —py—fr 
±.q  = ±.  g- 

& l'on  trouvera  / * f = o; 

multipliant  le  tout  pr>’,  l’on  aura/  ^qy* 
la  transformée  qu’on  cherche.  Cette  transformée  n’eft  que  du 
fécond  degré . 

Si  la  propofée  étoit  x^  •^px  ^q=o,  on fuppoferoit  x =y 
éc  l’on  trouveroit  la  transformée / qy^  — 

R E M A R QJJ  E. 

^^E  T T E derniere  transfôrmatbn  fert  à réduire  toutes  le* 
équations  du  troifiéme  degré,  qui  nont  point  de  fécond  ter- 
me, à une  transformée  du  fécond  degré. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y dans  la  transformée , 
on  fubflituera  cette  valeur  dans  l’équation  x = y ^ ^ , & 
l’on  aura  la  valeur  de  xr;  c’efl  à dire,  l'on  connoîtra  une  des 
racines  de  la  propofée . 

• X.  Pour  trouver  une  tran  formée  dont  les  racines  agent  tel 
rapport  qu'on  voudra  avec  celles  de  la  propofée , 
par  exemple,  celui  de  ( d g. 

fuppofera/.  g y • ■*',  d’où  l’on  déduira  x = ^ } on 
fubflituera  cette  valeur  & fes  puifTances  à la  place  dex  &de 
les  puifTances  dans  la  propofée  Aé — nxx  -4-  px  — ^ = o ; & 
l’on  trouvera  la  transformée  / — ^ — -^  = o , 

qui  cfl  celle  qu’on  cherchoit . 


L 


Sî  Analyse  démon  tre'e. 

' Démottjiration  du  Problème. 

Pou  R démontrer  ce  Problème , il  ne  faut  faire  attention 
i;u’aux  équations  fimpics  dont  une  équation  compoféc  eft  le 
produit . 

Soient  x — a=  o.  x — b = o , les  équations  fimpics 
de  l’équation  compoféc  xx  — ax  ai  = o , qu’on  veut 
transformer.  — bx. 

11  eft  évident  que  les  équations  fimples  de  la  transformée , 
dont  les  racines  feront  les  racines  de  la  propofée , augmentées 
de/",  ferontj'  — f — a = o.jt — / — b = o\  car  la  pre- 
mière donne  J'  = a^f\  la  fécondé  donne  yz=ba^f. 

Les  équations  fimpics  de  la  transformée , dont  les  racines 
feront  celles  de  la  propofée,  diminuées  de/,  feront^  ^/ — a 
= o.  y •+■/ ~—b  = oi  car  la  première  donne  y = a — / ; 
la  féconde  donner  = b — f. 

Il  en  eft  de  même  des  autres  transformations. 

Il  eft  aufli  évident  qu’en  fubftituant^  — /,  ou  bien^  ’*~f, 
au  lieu  de  x , dans  les  équations  fimples  de  la  propofée  x — a 
= o,  a:  — b = o , l’on  aura  après  la  fubftitution  , les  équa- 
tions fimples  de  la  transformée^  — f—a  = o,y  — f b 

= o , &c. 

Mais  il  eft  clair  qu’en  fubftituant  ^ — /,  par  exemple,  à 
la  place  de  x;  & le  quarré  dey — /à  la  place  de  xx  , dans 
l’équation  xx  — ax  ab  = o , qui  eft  le  produit  des  fim- 
— bx 

plesx — a=o,  X — b =o,  l’on  a le  même  produit  qu’on 
auroit  en  multipliant  les  fimples  / — f — a = o,y — /■ — b 
= o , dans  lefqucllcs  les  fimples  x — a = o , x — ^ = o, 
ont  été  changées  par  la  fubftitution  de  / — /,  à la  place  de 
X ; Et  ce  produit  eft  évidemment  l’équation  transformée. 
L’on  a donc  par  la  méthode  du  Problème,  la  transformée 
qu’on  cherche. 

Corollaires,  qui  fuivent  des  trois  premières  transformations, 

, I. 

Il  fuit  de  cette  démonftration , que  s’il  y avoit  des  racines 
imaginaires  dans  une  équation  , clics  demeurcroient  encore 
imaginaires  dans  fa  transformée. 

II. 

7.  Quand  il  y a des  racines  pofitives  & négatives  dans  l’équa- 
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tion  qu'on  transforme  en  une  autre  , dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée  , augmentées  d’une  grandeur  connue 
en  fubftituant>  — /à  la  place  de  a?;  il  cft  évident  qu’il  n’y  a 
que  les  racines  pofitives  qui  Ibient  augmentées  dans  la  trans- 
formée , & que  les  négatives  y font  diminuées  de  la  gran- 
deur/; car  fi  les  équations  fimples , dont  la  proposée  eft  le 
produit^  font  x — a = o,x-*-i  = o,  en  fubdituantj» — / 
à la  place  de  x dans  ces  équations,  l’on  aura  y — / — a = o, 
y — /^  & = O,  qui  font  les  équations  fimples,  dont  la  trans- 
formée  eft  le  produit } & il  eft  évident  que  y — / — a = o^ 
donne  > = a -+-/,  dans  laquelle  la  racine  pofitive  a efi  aug- 
mentée de/;&  que  J'  — f b = o , donne  y = ■ — ^ 

dans  laquelle  la  racine  négative  — ^ , eft  diminuée  de  la  gran- 
deur ^ /. 

O’où  il  fuit  que  fi  la  grandeur  f eft  égale  à une  des  radnes 
négatives , cette  racine  devient  égale  à zéro  > fon  produit  par 
toutes  les  autres  /'qui  fait  le  dernier  terme  de  la  transformée , 
devient  par  confêquent  égal  à zero^  & la  transformée  peut 
s’abaiflêr  d’un  degré . 

Si  la  grandeur  f furpafiè  toutes  les  racines  o^atives  de  la 
propofée  , elles  deviennent  toutes  pofitives  dans  la  trans- 
formée > & alors  la  transformés  ne  contenant  que  des  raci- 
nes pofitives , tous  Ces-  termes  ont  alternativement  les  lignes 

H*  & . 

D’ob  l’on  voit  que  fi  tous  les  termes  de  la  transformée  ont 
alternativement  ^ ■ — , on  eft  allure  que  la  grandeur  / 

furpafiè  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofée;  & quand 
cette  alternative  \ft  interrompue  , on  eft  alTuré  que  / oc 
furpafiè  pas  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofée  , 
puilqu’il  en  relie  quelqu’une  ; & dans  ce  cas  f eft  moindre 
que  la  plus  grande  des  racines  négatives  de  la  propofée. 

Dans  le  cas  où /furpafiè  toutes  les  radnes  négatives  de  la 
propolee , & où  par  conlèqucnt  toutes  les  racines  de  la  trans- 
formée font  pofitives  , il  eft  évident  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  transformée,  répond  à la  plus  grande  des  néga- 
tives de  la  propofée  , qui  eft  devenue  pofitive  . Car  le  fur- 
plus  de  la  grandeur  f fur  les  radnes  négatives  de  la  propo- 
lée , eft  prcdlement  ce  qui  fait  que  ces  négatives  deviennent 
pofitives  dans  la  transformée  ; & le  furplus  de  / fur  la  plus 
grande  des  racines  négatives  de  la  propofée  , eft  le  moindre 
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de  tous;  ainfi  la  moindre  racine  de  la  transformée  eft  celle  qui 

répond  à la  plus  grande  des  négatives  de  la  propofée . 

D’où  il  cft  évident  que  les  racines  pofitives  de  la  trans- 
formée, moindres  que  /,  font  celles  des  racines  négatives 
de  la  propo/ec,  qui  font  devenues  pofitives  dans  la  trans- 
forme c. 

Enfin  lorfque/eft  moindre  que  chacune  des  racines  né- 
gatives  de  la  propofée , ces  racines  demeurent  négatives  dans 
la  transformée. 

III, 

8.  Lorlqully  a des  racines  pofitives  & négatives  dans  une 
équation,  & que  par  la  fubfHtution  de ^ -♦-/'à  la  place  de  x, 
on  la  transforme  en  une  autre , dont  les  racines  font  celles 
de  la  propofée,  diminuées  chacune  de  la  grandeur/,  il  efl 
évident  qu’il  n’y  a que  les  racines  pofitives  qui  foient  dimi- 
nuées de  la  grandeur/,  & que  les  négatives  font  augmen- 
tées de  la  grandeur/.  Car  fi  les  équations  fimples  de  la  pro- 
pofée  font  x — <i=o,  x •+•  é=o;  en  fubfiituant^  -4-/à  la 
place  de  x dans  |ces  équations,  l’on  aura/ -4-/ — ^ = o, 
b = o,  qui  font  les  équations  fimples  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit  ; & il  eft  évident  que_y  -4-/  — <»  = o, 
donne^  = <* — /,  dans  laquelle  la  racine  pofitive  aed  dimi- 
nuée de  la  grandeur/;  & que^ -4-/-4- 1 = o,  donne / = 
— i — /,  dans  laquelle  la  racine  négative  eft  augmentée 
( dans  fa  négation)  de  la  grandeur — /. 

D’où  il  fuit  que  fi  / eft  égale  à une  des  racines  pofitives 
de  la  propofée , cette  racine  devient  égale  à zéro  dans  la 
transformée;  & par  confequent  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée, qui  cft  le  produit  de  cette  racine  égale  à zéro  par 
toutes  les  autres,  devient  égal  à zeroj  & l’équation  peut  être 
abailTée  d'un  degré. 

Si/furpafTe  toutes  les  racines  pofitives,  elles  deviennent 
toutes  négatives  dans  la  transformée  , & dans  ce  cas  tous  les 
termes  de  la  transformée  ont  le  ligne 

Ainfi  l’on  cft  afluré  que/  furpafté  toutes  les  racines  pofitives 
de  la  propofée,  lorfque  tous  les  termes  de  la  transformée 
ont  ; mais  fi  quelqu’un  a le  figne  — , il  refte  dans  la  trans- 
formée quelque  racine  pofitive,  & l’on  eft  aftùré  que/ eft 
moindre  que  la  plus  grande  racine  pofitive  de  la  propofée  ; ou 
fhppofe  que  toutes  les  racines  font  réelles . 
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Quand  tous  les  ternies  de  la  transformée  ont  le  ligne  •+• , 
c'eftàdire  quand  / furpaflc  toutes  les  racmes  pofitives  de  la 
propofe'e  , la  plus  petite  des  racines  de  la  transformée  répond 
à la  plus  grande  des  pofitives  de  la  propofée , qui  eft  devenue 
négative  dans  la  transformée  ; car  le  furplus  de  / fur  les  raci- 
nes pofitives  de  la  propofée , efl  precifément  ce  qui  fait  que 
CCS  racines  pofitives  deviennent  négatives  dans  la  transformée , 
& le  furplus  de /fur  la  plus  grande  des  racines  pofitives  de  la- 
propofée , eft  le  moindre  de  tous . 

D’où  il  eft  évident  que  les  racines  n^atives  de  la  transfor- 
mée moindres  que  /,  font  celles  des  racines  pofitives  de  la  pro- 
pofée , qui  font  devenues  négatives  dans  la  transformée. 

Enfin  quand  / eft  moindre  que  chacune  des  racines  pofiti- 
ves de  la  propofée,  ces  racines  demeureront  pofitives  dans  la 
transformée. 

IV. 

39.  Si  l’on  fubftitue  une  grandeur  connue  négative — /dans 
une  équation  — nxx  -t-pj?-— ^=0,  à la  place  de  llncon- 
nue  X , la  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fubftitu- 
tion  , qui  eft  — p — nff  — pf  — 9,  eft  évidemment  le  der- 
nier terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouveroit  en 
fubftituant  dans  la  propofée  / — /à  la  place  de  linconnue  r 
dans  laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la  propofée 
feroient  augmentées  de  la  grandeur/,  & les  négatives  dimi- 
nuées de  la  même  grandeur  /. 

Et  fi  l’on  fubftitue  une  grandeur  connue  pofitive  •+■/ dans 
une  équation  x^  — nxx’^px  — f = 0,  à la  place  de  l’incon- 
nue X f la.  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fubftitu- 
tion , qui  eft  /'  — ”ff  •*“Pf — évidemment  le  dernier 
terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouveroit  en  fub- 
ftituant dans  la  propofée/  •♦•/à  la  place  de  x',  dans  laquelle 
transformée  les  radnes  pofitives  de  la  propofée  feroient  dimi- 
nuées de  la  grandeur/,  & les  négatives  augmentées  de  la 
même  grandeur  /. 

• Il  n’y  a qu’à  foire  les  operations  de  la  première  & de  la  fé- 
conde transformation  , pour  en  voir  la  détnonftration. 

' V. 

40.  Dans  la  transformée  qu’on  trouve  en  fubftituant  une  gran- 
deur connue  moins  une  nouvelle  inconnue  comme  / — / , à 
la  place  de  l’inconnue  ar  de  la  propofée , les  racines  pofitive* 

. - . V - L iij 
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de  la  propofc'e  deviennent  négatives,  mais  chacune  cft  di- 
minuée de  la  grandeur  pofitivc  fi  & les  racines  négatives 
deviennent  policives,  mais  chacune  ell  augmentée  de  la 
grandeur/. 

Car  fuient,  par  exemple,  x — 4 = 0,  -4-  ^ = o,  les 

équations  fimples  de  la  propofée;  en  fubftituant  f — y dans 
ces  équations.,  Ion  a les  équations  /Impies  de  la  transformée 
/ — a — y = 0,  f^b- — y z=  O ; la  première  donne^  = 
— où  l’on  voit  que  la  racine  a qui  croit  pofitivc  dans 

X — 4 = 0,  ou  bien  x = a,  eft  devenue  négative  , mais 
diminuée  de  la  pofitivc-^/:  la  féconde  donne/ = 6 -♦-/, 
où  la  racine  b , qui  étoit  négative  dans  x b = 0 , ou  bien 
X— — i,  eft  devenue  pofitivc,  mais  augmentée  de  ^/.  ^ 

D’où  il  fuit  que  fi  la  grandeur  / eft  égale  à une  des  racines 
pofitives  de  la  propofê'e,  cette  racine  devient  égale  à zéro , & 
par  confequent  le  dernier  terme  de  la  transformée  eft  zéro , & 
l’équation  peut  sabaiffer  d’un  degré . 

Si  la  grandeur  / furpafte  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofée , elles  deviennent  encore  toutes  pofitives  dans  la 
transformée,  puifque  rc-xcés  de/  fur  chacune  de  ces  racines, 
eft  une  grandeur  pofitive  dans  les  équatbns  fimples  de  la 
transformée;  dans  ce  cas  toutes  les  racines  de  la  transformée 
font  pofitives,  & tous  fes  termes  ontalternativement-4-&  — . 

Si  la  grandeur  / eft  moindre  que  toutes  les  racines  pofi- 
tives de  la  propofée  , elles  deviennent  négatives  dans  la 
transformée . 

R E M A RQ_U  E. 

T^N  fubftituant/ — / = at  , àla  place  de  a?,  dansx  — 4=0, 
ar-t-f»  = o,  l’inconnue / eft  négative  dans  les  équations  fini- 
pies/ — 4 — y =0,  f ^ b — / = o de  la  transformée;  ce 
qui  eft  caufe  que  le  piemier  terme  de  la  transformée  eft  néga- 
tif dans  les  équations  des  degrés  impairs , c’eft  à dire  du  troifié- 
me,  cinquième,  &c. 

11  eft  facile  de  rendre  l’inconnue/  pofitivc  dans  les  équa- 
tions fimples  de  la  transformée;  car  puifque/  — a — y — o» 
SifA‘b — / = o , par  tranfpofition l'on  aura/  -*-4 — /= 
y — b — /=o;  & les  valeurs  de /feront  les  mêmes  qu’el- 
les étoient  avant  la  tranfpofition  , puifque/  •+■  4 — / = o> 
donne/  = — 4-4-/,  aufli  bien  que/ — 4 — / =0;  é$t/ — h 
— /=o,  donne/ -4-/,  auffi-bien  que/^^ — /=o; 
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& par  cette  tranfpofition,  le  premier  terme  de  la  transfor- 
mée fera  toujours  pofitif  dans  les  équations  des  degrés  im- 
pairs. II  fuffira  dans  la  pratique,  après  avoir  rrouvc  la  trans- 
formée par  la  fubftirution  de  / — y,  au  lieu  de  x,  dans  la 
propofée , de  tranfpofer  le  premier  membre  de  la  transfor. 
mée  des  degrés  impairs  dans  le  fécond,  & zéro  qui  ell  dans 
le  fécond,  dans  le  premier i ce  qui  fc  fait  en  changeant  les 
(ignés  de  tous  les  termes . 


SECTION  IV. 

<Dù  Ton  explique  plufieun  ufages  dei  transformât îont  qui 
fervent  à préparer  les  équations  compofées, 

PROBLEME  IL 

•Qter  le  fécond  terme  d'une  équation  compofée  ; c'ejî  à dire , 
la  transformer  en  une  autre  qui  n'ait  pat  de  fécond  terme. 

IL  faut  fuppofer  l’inconnue  x de  la  propofée,  égale  à une 
nouvelle  inconnue^,  plus  ou  moins  le  cocficient  du  fécond 
terme  de  la  propofée,  divifé  par  le  nombre  qui  exprime  le 
degré  de  l’équation  propofée;  c’eft  à dire  pan,  C elleeft 
du  fécond  degré;  par  3,  fi  elle  eft  du  troifiéme;  plus,  fi  le 
fécond  terme  de  la  propofée  a le  figne  — > & moins , s’il 
a le  ligne  . 

11  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x,  & fes  puiflTances,  à la 
place  de  AT  & de  fes  puillances , dans  la  propofée  ; & l’on 
aura  la  transformée,  où  le  fécond  terme  manque. 

Exemple  I. 

Pou  R ôter  le  fécond  terme  de  xx — nx^p=n^  on  fup- 
pofera  x=/-+-  on  fubflituera  dans  la  propofée 7,  & 
fon  quarré,  à la  place  de  x,  xx, 

xx-=yy  •^ny^-^ 

— »x=  — ny 

’*•  P '= P- 

& l’on  trouvera  cette  yy  * — =0 

transformée  , qui  n’a  p. 

pas  de  fécond  terme . 


88  Analyse  Démontré' e. 

R E M A R <i_u  E . 

DUTES  les  équations  du  fécond  degré  peuvent  être 
réfolues  par  ce  Problème;  car  par  tranfpofition , l’on  aura 
ffz=~  — P;  & tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre, on  aura>=v'-T — ^ fubftituant  cette  valeur  de/ 
dans  l’on  aura  Ar=x-+-/-^  — p,  qui  cft  une 

racine  de  la  propofée. 

Exemple  IL 

Pour  ôter  le  fécond  terme  de  x^-tfnxx — px  — ? = o, 
on  fuppofera  x=y  — f ; on  fubftituera  dans  la  propose 
y — j , & les  puiflanccs , à la  place  de  ar  & de  fës  puifTances  , 

^nxx=  nyy — 

—px  = — py 

—9  == — 9- 

Sc  Ton  trouvera  cette  y’  * — 

transformée , qui  n’a  — Py 

pas  de  fécond  terme.  — f 

Si  l’on  trouve  la  valeur  de  / dans  la  transformée,  en  la 
fubflituant  dans  «:=/— l’on  aura  la  valeur  de  c’cfl  à 
dire , l’on  aura  une  racine  de  la  propofée . 

La  démonflration  de  ce  Problème  eft  évidente,  fi  ForrÊiit 
attention  dans  le  dernier  exemple , que  le  fécond  terme  de  la 
troifiéme  puiflànce  dey— y,  eft—»//;  que j:  donne, 
après  la  fubftitution,  •♦•»//,  &c.  que  ces  deux  grandeurs  font 
feules  le  fécond  terme  de  la  transformée,  & qu’elles  fe  dc- 
truifent  toujours  par  desfignes  contraires,  pareeque  l’on  fùp- 
fofe  toujours  x =y — ^ , quand  il  y a dans  la  propofée  nxx; 
& X =/  •♦■ÿ , quand  il  y a dans  la  propofée  — 

Il  eft  facile  ’d’apliquer  ce  raifbnnement  aux  équations  de 
tous  les  degrés . . . 

Si  on  veut  le  voir  fur  un  exemple  general  , on  fé  fervira 
de  x^“*"  wx***"  , pour  reprefênter  les  deux  premiers  termes 
des  équations  de  tous  les  degrés  : Il  fuffit  de  confîdferer  les 
deux  premiers  termes  dans  ce  Problème  : ta  fera  égal  à z 

dans 
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dans  les  équations  du  fécond  degré } m fera  égal  à'j  dans  cel» 
les  du  troifiéme  degré,  &c.  En  fuppofant  x=ji'^  i les 
deux  premiers  termes  de/  ^ i , élevée- à la  puiflance  m ’ fc. 
font  /*  «jT-'  ; ^ nx’"-’ , fera  égal  à ^ »/>-« , &c.  Il  eft 

évident  que  ^ nf-' , qui  font  -les  feules  grandeurs 
qui  font  le  fécond  terme  de  la  transformée  , fe  détruilent  pat 
des  lignes  contraires. 


R E M A R QJtJ  E. 

O N peut  aulfi  ôter  le  ftcond  terme  d’une  équation,  en  lûp. 
pofant,  pour  les  équations  du  fécond  degré  , x = ^ ^ , 
quand  le  fécond  terme  de  la  propofée  a — , & <n  fuppofant 
x = — X — y,  quand  le  fécond  terme  a -h;  en  fuppofant 
pour  le  troifiéme  degré  x = j — y , quand  le  fécond  terme 
de  la  propofée  a — , & x = — ^ — jr,  quand  ii  a -t«,  &c. 
& faifant  enfuite  la  fubflitution. 

On  peut  encore  ôter  le  fécondé  terme  d’une  équation , en 
fuppofant  , pour  le  fécond  degré , x = ^ — i , quand  le 
fécond  terme  de  la  propofée  a ; en  fuppolânt;v=i^  f-, 
quand  il  a — ; en  fuppofant  pour  le  troifiéme  degré*’=-J 

— J , quand  le  fécond  terme  de  la  propofée  a *4* , & * 

= quand  il  a — , &c.  & faifant  enfuite  la  fublH- 

tucion . 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  dey  dans  la  transformée, 
en  la  fubftituant  dans  l’équation  fîmple  fuppofée  x = % 
— jf,  &c.  ouar  = | — i,  &c.  on  aura  la  valeur  de  r. 

Si  le  premier  terme  de  l’équation  avoit  un  coëficient  di& 
ferent  de  l’unité  , comnre  dans  l’équation  ax’  — nxx  px 

— î = O , on  pourroit  en  foire  évanouir  le  fécond  terme,  en 

fuppofonc  X = i car  on  auroit 


J!L  yy 

•<  ■'y  ittJ  » T MA 

44  344/  9SS 


— ? 


JL  * 


--fs-y— ^ = 0- 
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- Cctté  transformée  n’a  pas  de  fécond  terme  j niultipliatrt 
toutes  les  grandeurs  par  aa,  on  auroit 

apy 

< — aatj 

daos  laquelle  le  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coêficient 
que  l’unitc . 

Si  l'équation  étoit  du  fécond  degré  comme  — nx~^p 
= 0,  il  faudrait  fuppofer  = 

S elle  étoit  du  quatrième,  comme  ax‘* — »x’-4-&C.  il  fau- 
drait fuppofer  Af=  &ainfi  des  autres. 

THEOREME  III. 

y* ROUVER  par  Analyfe  quelle  doU  (tre  la  grandeur  propre 
à ôter  te  fécond  terme  d'une  équation , par  exemple  de  x^-t-nxx 

-♦-px — q=. 

J E fuppofe  que  cette  grandeur  inconnue  èfl  ^ , ainfî  je  fup- 
pofe  X =y — Xi  lorfque  le  fécond  terme  de  la  propofée  a 
& X ■=y  X,  lorfqu’il  a — : Je  fubftitue^  — ^ & fes  puil- 
fanccs,  à la  place  de  r & de  fes  puitfanccs 

. «J  =/ — 3Xyj"*-3ZU — 

•^nxx  = nyy  — 2nzy*-nzx 
M-px  =’  W/y  — px 

_ q = • ■ . - ^ ■ 

: ÿ — ^xyy 

& jè  trouve  cette  nyy  — nxz 
transformée.  ^py  — P* 

• ~ î - 

Je  fuppofe  fon  fécond  terme — - ,+.  »^;y=o,.ce  qui  me 

donne  » = 3? , & 7 ==  î î cela  ixie  faitjôir  que  ÿ eft  Ja  gran- 
deur, qui  étant  fubfiituéc  dans  x , à la  place  de 

me  donnera  x^y  — 7 qui  elt  propre  à faire  évanouir  le 
fécond  terme,  en  fub(Htuant_y — ÿ&fs  puilTanccs.dans  la 
propofée , à la  place  de  a:  & de  (es  piridances . -• 

Pour  jefoudre  le -Problème  d’une  mapi^’’^  generale  , on 
fuppofera  que  h-  , teprefentent  les  deux  premiers 

termes  de  toutes  les  équations  , m = 2 dans  le  fécond  degré , 
«»  ==  3 dans  le  troifiéme,  &c.  On  fuppofera  ar  ^ & 
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l’on  aura  les  deux  premiers  termes  de  «=/  z,  élevés  à la 
puiffance  m , . i . 

L’cnauraaufllj^»Ar“-‘  = ^/»3f'"  ‘,&c. 

L’on  fuppofera  le  fécond  terme  de  la  transformée  ^ mzjT''^ 
=o,  & l’on  aura  ce  qui  fait  voir  que 

pour  ôter  le  fécond  terme,  il  faut  fuppofer  x=y  & 

faire  enfuite  la  fubftitution  . . ...... 

.Corollaire  I. 

l’on  vouloit  feire  évanouir  le  troificme  terme  de  la  pro- 
polée  x’  nxx  -*-pr  — ? = o>  & non  pas  le  fécond  , on  le 
ferviroit  de  la  même  méthode,  & l’on  fuppolcroit  le  troiCé- 
me  terme  de  la  transformée  *4-  = o : ce 

qui  donneroit  l’équation  du  fécond  degré  — j»z 
= o,  laquelle  éunt  réfolue,  donneroit  la  valeur  de  » 

/ ÿ «« — yp . Subltituant  cette  valeur  de  z ‘l^ms  x—y  — z 
Konauroit  — -j  n — jp • Subflituant  cette  va- 

leur de  *•  & lès  puillances  dans  la  propofée,  à la  jJacede  x & de 
fes  puiHànces , on  auroit  une  translôrméc*  qui  n’auroit  pas 
de  troifiéme  terme  _ 

y 

R E M A R q_ü  E." 

(j  E T T E méthode  ne  peut  pas  fervir  à faire  évanouir  le  qua- 
trième terme,  ni  les  autres  fuivans,  pareeque  l’équation 
qu’elle  donneroiç  pour  faire  trouver  la  , valeur  de  z propre 
à faire  évanouir  • le  quatrième  terme , lêroit  du  troifiéme 
degré  i celle  qu’elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur 
de  Z propre  à faire  évanouir  le  cinquième  terme , feroir  du 
quatrième  degré  -,  & ainfi  de  fuite  : Et  l’on  n’enfeignera  que 
dans  la  fuite  la  maniéré  de  réfoudre  ces  équations. 

..  t ^ C O R O L L A I R E.  II. 

43*  J_j  A même  méthode  peut  encore  fervir  à faire  en  forte  que 
le  ccëfident  du  fécond  terme  ,.  ou  celui  du  troifiéme  terme 
de  la  propofée , foit  une  grandeur  donnée  a , en  fuppofant 
le  coèficient  du  fécond  terme  de  la  transformée , qui  eft 
— 3^^»= A,  ou  bien  celui  du  troifiéme  terme,  qui  efl 
2Zi- — 2nz’*‘p  — a. 

^ 11  faut  enfuite  trouver  la  valeur  de  z dans  l’une  ou  Tautre 
de  ces.  deux  équations , & fubflituet  cette  valeur  de  z prife 

M ii 
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dans  la  première  , fi  l'on  veut  que  a foit  le  coêficient  du  le-’ 
cond  terme i & prife  dans  la  fécondé  , fi  Ion  veut  que  a foit 
le  coêficient  du  troifiéme  terme  : il  faut,  dis  je  , fnbftituer 
cette  valeur  de  ^ dans  l'équation  a?  =/  — ^ & enfuite  fub- 
ftitucr  cette  valeur  de  a?  dans  la  propolèe  i & l'on  aura  une 
transformée  qui  aura  la  grandeur  a pour  coêficient  de  fon  k» 
cond , ou  bien  de  fon  troifiéme  terme. 


PROBLEME  IV. 

Lors E tons  ks  termes  m<ye»r,  ou  feulement  quel- 
ques-uns ^ manquent  dans  une  équation , comme  dans  x*  — ^ q 
= O,  on  — nxx  — q =:  o y la  transformer  en  une  au- 
tre, ou  il  ne  manque  aucun  terme,  & qui  foit  même,  fs  ton 
veut , plus  élevée  d" un  degré. 

Jl  faut  fuppofor  Af  — ou  e ; la  lettre  a marque  une 

grandeur  connue  telle  qu'on  voudra.  Il  faut  fubfiituer  / 

ou  d , à la  place  de  a;  dans  la  propofée , & i’on  aura  une 
transformée  qui  aura  tous  tes  termes. 

Si  1 on  veut  que  la  transformée  foit  plus  élevée  d'un  degré 
que  la  propofée , on  multipliera  la  propofée  par  a:  , & l’on 
fubftituera  dans  x*  — qx=.o,y  — ou  à la  place  de;e; 
« la  quatrième  puiffiince  de;-  ~ ou  4 , à la  place  de  *+  j 
& 1 on  aura  la  transformée  qu’on  demande  - 

• ' P R O B L Ê M E V. 

D une  équation  eompofée  contient  des  racines  néga- 
tives y OU  feules  , ou  mêlées  avec  des  pofstives  , la  transformer 
en  une  autre  qui  n'ait  que  des  racines  pojitives  ; c'efl  à dire  ^ 
quand  tous  les  termes  d’une  équation  eompofée  n’ont  pas  alterna- 
tivement, la  transformer  en  utse  autre , dont  tous  ki 
termes  ajent  alternativement  •+•  df  — . 


Premier  car 

tous  Tes- fermes  de  la  propofée  ont***,  enchangeant  tous^Ie» 
fignes  des  termes  pairs,  c’eft  à dire  du  fécond,  quatrième,  Cxié. 
me,  &c.  fens  toucher  aux  autres,  tous  les  termes  auront  alter- 
^ nativement  -o-  & — j & toutes  les  racines  qui  étoient  négatives 

30*  forent  changées  err  pofitives.  * Ce  cas  n’a  aucqne  difficulté. 
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Secondcas. 

^*1 L y a des  tacines  poHrives  & négatives  dans  la  propofêe  , 
on  prendra  le  plus  grand  coèficient  négatif,  & apres  l’avoir 
rendu  politif,  on  lui  ajoutera  l’unité  , & l’on  fuppofera  ce 
coëficienc  plus  l’unité,  confideré  comme  une  feule  grandeur, 
moins  une  nouvelle  inconnue  y , égal  à l’inconnue  de  la 
propofée . 

On  fubflituera  dans  la  propose  cette  valeur  de  a*  , & fes 
puiffances,  à la  place  de  a:  & de  fes  puiHances  ; & l’on  trou* 
vera  une  transformée , dont  tous  les  termes  auront  alternatw 
vement-t-  & — . 

Exemple! 

Pou  R trouver  la  transformée  de  xx  — ix  — 3 = 0,  qui 
ait  les  lignes  alternatifs  ^ , on  prendra  le  plus  grand 

coèficient  négatif  — 3 de  la  propt^e»  & après  l’avoir  rendu 
pofitif,  on  lui  ajoutera  l’unité  , & l’on  aura  -t-  4 ; on  fuppo* 
fera  4 — jf  ==  Xi  on  fubdituera  4 ■ — 7,  & le  quarré  de  4 — 7 
dans  la  propofée , à la  place  de  x , & de  a’at  > & l’on  aura  la 
transformée  0=5  — » dans  laquelle  les  lignes 

& — • font  alternatifs . 

E X E M P L E I! 

Soi  T la  propofée  a?»  — 2xx  ja?  = o;  pour  la  trans- 
former en  une  autre , dont  tous  les  termes  ayent  alternative- 
ment -«-  & — , on  prendra  le  plus  grand  coèficient  négatif 
■ — 2 , qu’on  rendra  pofitif  > on  lui  ajoutera  l’unité , & l’on 
aura  •*■3.  On  fuppofera  3 — y’=  x,Scon  fubllituera  3 — 7 
dans  la  propofée , à la  place  de  at, 

x’  ='  H-  27  277  977  — 7» 

i — 2XX=  là  -4-  127  277 

' ' o*-^x  = -*-  9 — 37 

& l’on  trouvera^îl^ 

la  transformée  ; o = -h  24  — 187  -h  777  _ y 
Sc  par  tranfpofition  l’on  aura  y — 777  h-  1 87  — 24  = o,  0& 
tous  les  terifles  ont  alternativement  — . Quand  on  au» 
ra  la  valeur  de7 , en  la  fubftituant  dans  J — 7 = *■ , on  au» 
ra  celle  de  at. 

M iij 
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Préparation  pont  U dérmnfiration . 

J^OU  R fendre  la  démonflration  plus  facile  , on 'prendra  un 
exemple  feulement  du  troifîéme  degré  , & l’on  pourra  appli- 
quer à tous  les  degrés  ce  que  l’on  dira  du  troifiéme. 

, On  le  prendra  Algébrique , c’eft  à dire  littéral , pour  ren- 
dre la  démooflration  generale.  Enfin  on  fuppofera  tous  les 
cocficicnts  négatift,  la  démonflration  de  ce  cas  contenant  cel- 
le de  tous  lés  autres  J éfc  l’on  fuppofera  premièrement  que  le 
coëfic'ient  du  fécond  terme  efl  le  plus  grand,  enûiite  que  c’eft 
le  coeficient  du  rroificme , âc  ainfi  de  fuite , afin  qu’on  puifTc 
voir  tons  les  cas  dans  un  fcul  exemple^  - 

Soit  l’équation  Af»  — nxx  — — î = o,  qu’il  faut  trans- 
former en  une  autre , dont  tous  les  termes  ayent  alternative- 
xhent  ^ & — . 

1®.  Soit  — » le  plus  grand  coeficient  négatif;  l’ayant  rendu 
pofitif,  & augmenté  de  l’unité,  l’on  aura  «-♦-  x . On  regarde 
a X comme  une  feule  grandeur , & c’eft  ce  qu’on  marque 
par  la  ligne  quieftfur  a-4-  j.  II  faut  fuppofêr  a-4*  i — y = 

& par  la  fubftitution  , on  trouvera  la  transformée  fuivante  , 
= »-t-x^^ — jx  »■+•  I*  x»-Hx_y/ — jf* 

— nxAT  = — a X a-t-  I*  aa  x a»**  j/ — a xjy  - - - - - 

— px  = — P X a-f- 1 «t«  px  * 

Soit  — P le  plus  grand  coeficient  négatif;  ainfi  il  faut 
fuppofêr  P •*•!—/  = x,  & par  la  fubftitution  on  trouvera, 
la  transformée  fuivante, 

,=  pH-l*>H^^Xp.*-iy)i  — y». 

— nxx  — — a X pn-i*  la  xpH- 1;»— a xjyf 

— px  = — pxp-t-i  •^•pxy 

3°.  Soit  — q le  plus  grand  coeficient  néjgatîf  ; il  faut,  fup- 
pofer  f -*-  r — jjf  = *• , & par  la  fubftitution  on  trouvera  la^ 
transformée  fuivante, 

— "jx  ^4- x*y«4«3Xg»»‘i>y— -/*' 
nxx=. — axÿ^i*  tn  xq-^iy — nxyy 

1*  = P X ^H-x“  •>r‘  px  y 

II  raut  démontrer  que  dans  les  trois  fuppofitions  préce- 
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d«nt«,  les  termes  de  la  transformée  ont  alternativement  •+• 

& — j il  fuffira  de  le  démontrer  dans  la  feule  première  fup* 
pofition , où  — » eft  fuppofé  le  plus  grand  cocficient  néga- 
tif, la  même  démondration  pouvant  ailément  être  aj^liquée 
aux  deux  autres . 

Démonliration  du  cinquième  ProhUme. 

J[l  ell  évident  que  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puilTance 
de  «-*-! — y,  ont  alternativement . C’eft  la  même 
chofe  des  autres  puiflànces  de  »-+-i — y\  mais  il  fuffit  de 
faire  attention  aux  termes  de  la  plus  haute  puifl'ance. 

: Il  ell  de  même  évident  que  chaque  terme  de  la  plus  haute 
puiffance  de  — y,  fait  une  partie  du  terme  correfpon- 

dant  de  la  transformée  i c’eft  à dire  le  terme  tout  connu  de 
la  plus  haute  puiftance  de  1 — fait  une  partie  du  terme 
tout  connu  de  la  transformées  le  terme  de  la  plus  haute 
puiftance  de  qui  coiïticnt^  linéaire,  fait  une  par- 

tie du  terme  de  la  transformée,  oh  y eft  linéaire;  & ainft 
ch  s autres.  Or  chaque  terme  de  la  plus  haute  puiftance  de 
I — y,  eft  lui  feul  plus  grand  que  les  autres  grandeurs  du 
même  terme  de  la  transformée,  qui  pourroient  avoir  des 
lignes  contraires  à fon  ligne,  comme  on  le  va  démontrer. 
Par  confequent  chaque  terme  de  la  transformée  a le  même 
Ggne  que  le  terme  de  la  plus  haute  puiftance  de  «•+>  i — y, 
qui  fe  trouve  dans  ce  même  terme  de  la  transformée. 

Car,  1®,  dans  le  terme  tout  connu  de  la  transformée,  t * 
lurpafte  les  autres  grandeurs  qui  ont  un  ligne  contraire  dans 
le  même  terme  ; ce  qu’on  verra  clairement  en  remarquant 
que»«+-i*  = n^i  x »•+•!*;  d’où  ôtant — «x  «•+•  i",  ilefl: 
évident  que  le  refte  ne  fçauroic  être  moindrç  que  »♦- «•♦•i". 
= n~t-i  X «-♦•i;d'oîl_6tani — p x «-♦■7,1e  refte  ne  fçauroic 
être  moindre  que  -♦-«•♦-i,  puifoue  p eft  fuppole  moindre 
que  «;  ôtant  de  ce  relie  poûtif  la  grandeur  — q,  qui  eft 
moindre  que  w,  il  eft  évident  qu’il  y aura  un  refte  p^cif. 

. a*._pans  le  terme  fuivant,  on  verra  de  même  que  — j 
X n-^i‘  y,  fur^fte  les  autres  grandeurs 2»  y’*’p*y, 

qui  ont  des  lignes  contraires,  en  concevant — 3 y 

= — 3 XB^wxjy-t-ijr;  car  en  ôtant  ■♦•2»  y»  •♦•ij' de  r— 3 .v 


9<?  Analyse  Démontré' e 
K «4-I  X n-^iy,  il  eft  dair  que  le  reftc  ne  fçauroit  être 
moindre  que  — n-i-iji,  d’où  ôtant  -4-p  x^,  il  doit  reftec 
une  grandeur  négative , p étant  fuppolé  mcûndre  que  n . 

3°.  11  eft  évident  que  dans  le  terme  fuivant,  3 x i^y 
furpaftê  — n xjy;Donc  chaque  terme  de  la  plus  haute  puif. 
ûnee  de  — y,  furpafle  les  autres  grandeurs  du  même 

terme  de  la  transformée,  qui  ont  des  lignes  contraires;  ainfi 
' les  termes  de  la  transformée  ont  les  mêmes  lignes  qu’ont 
les  termes  de  la  plus  haute  puifTance  de  — y ; pr  con- 

lêquent  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puifTance  de 
— y , ayant  alternativement  , tous  les  termes  de  la 

transformée  ont  les  mêmes  lignes  alternatifs  & — . Ce 
qu’il  faloit  démontrer . 

11  eft  évident  que  ce  lêra  la  même  démonftration  ,11  — p 
eft  le  plus  grand  cocficient  négatif,  ou  li  c’eft — ÿ;  & qu’elle 
peut  de  plus  s' appliquer  aux  équations  de  tous  les  degrés , 

Co  ROLL  AIRES. 

T . I-  

XL  eft  clair  que  tous  les  termes  de  chaque  puifTance  de  i 
— yy  ayant  alternativement  »♦■  & — , les  coèficients  politifs 
qui  les  multiplient,  ne  changent  point  cette  alternative  dans 
les  termes  de  la  transformée , il  n’y  a que  les  négatifsj  ainfi 
les  ayant  fuppofés  tous  négatifs;  la  démonftration  convient 
à tous  les  cas. 

II. 

4g.  Dans  la  fuppoGtion  de  »-*-i  — la  fubftitutlon de 
— y,  à la  place  de  dedans  la  propofèe,  change  toutes 

•40.  les  racines  de  la  propofèe;  * les  négatives  deviennent  po- 
litives  dans  la  transformée  , & elles  font  même  augmen- 
tées chacune  de  la  grandeur  »•¥•  1 ; les  pofitives  delà  pro- 
pofee  detnennent  négatives  dans  la  transformée , mais  elles 
font  diminuées  de  la  grandeur  pofitive  »*4-  r , & elles  en 
font  tellement  diminuas , qu’il  y a du  furplus  pofitif  fur 
chacune,  qui  les  rend  encore  pofitives  dans  la  transformée? 
puifque  toutes  les  racines  en  font  pofitives  , tous  les  ter- 
mes ayant  alternativement 

III. 

4y,  D’où  H fuit,  que  puifqu’il  y a du  furplus  du  plus  grpid 

coëficienC 
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coèficient  négatif  augmenté  de  lunité  fur  chaque  racine  pofi- 
tive  de  la  propofée , il  faut  que  le  plus  grand  coëficient  néga< 
tif  de  la  propofée , rendu  poficif  & augmenté  de  Tunhé,  fur- 
palTe  toutes  les  racines  pohtives  de  la  propofée. 

IV- 

48.  Si  on  vouloit  trouver  une  grandeur  qui  furpalTâtauflî  toutes 
les  racines  négatives  de  la  propofée , il  n y auroit  qu'à  chan- 
ger les  lignes  de  tous  les  termes  pairs,  du  fécond,  du  quatriè- 
me , &c.  & alors  toutes  les  racines  négatives  étant  devenues 
pofitives  par  ce  changement , le  plus  grand  coèficient  n^atif 
de  l’équation  ainfi  changée , étant  rendu  pofitif,  & augmen- 
té de  l’unité , furpafTeroit  toutes  les  racines  pofitives  de  l'équa- 
tion  changée , c’eft  à dire  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propofée. 

V. 

Si  le  premier  terme  d’une  équation  avoit  un  coèficient  dif- 
ferent de  l’unité  , comme  2r»  -i-  2xx  30:  -4-  6 — o,  il  fau- 
drait divifer  le  plus  grand  coèficient  négatif  — i , rendu  pofi. 
tif  2,  par  le  coèficient  du  premier  tenue  qui  cft  z , & ajou- 
ter l’unité  au  quotient  i , ce  qui  6it  2 , & fuppofêr  2 — y 
= X . Il  faudrait  enfuite  fubftituer  2 — y 6c  les  puifianccs 
de  2 — > , à la  place  de  » & des  puifTances  de  x , dans  la  pro- 
pofée , & l’on  auroit  la  transformée  27’  — loyy  içy  — 20 
= O , dont  les  termes  ont  alternativement  •+■  6c  — . 

La  démonflration  cft  la  même  que  la  précédentes  car  fup- 
pofant  que  la  propofée  cft  <»x>  — nxx  — px  — q = o , ôc 
que  n , par  exemple  , cft  le  plus  grand  coèficient  négatif , il 
faut_fuppofer  7 i — y=  x,  ou , ce  qui  eft  la  même  cho- 
'fe,~  —y=x;&  fubftituant  " — y à la  place  de  x dans 
la  propofée , on  trouvera  la  transformée  luivante , 

ax>  > ■»*  3 X n’^axyy — af 

•— «xx=— -4-  y — m 
■ — px  = — ^py 

' — i ~ — î 

& l’on  démontrera , comme  Font  a fait  ci-defTus  , que  les  ter- 
mes de  cette  transformée  ont  alternativement  -»■  & ■ — . 

N 
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PROBLÈME  VL 

^9.  7* RANSPORME R «ne  ^^«ation  en  «ne  autre  qui  ait 
(es  deux  conditions  ,•  i"  , que  k ccëjtcient  du  troifiéme  terme 
furpaff»  le  quarré  de  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme . 
a®,  ^e  tous  les  termes  ayent  alternativement  ^ if  — . 

M.d  ESCARTES  fe  fert  de  ce  Problème  pour  prépa- 
rer une  ^uarion  du  fixiéme  degré  à être  conftruitc  par  la 
Géométrie. 

Soit  l’équation  propofée  x*  — nx^  — ^x*  — qx^ rxx 

SX  — T ==  O. 

Pour  trouver  par  Ânalylê  la  grandeur  propre  à former  la 
transformée  qu’on  cherche,  fbit  cette  grandeur  égale  à l’in- 
déterminée 

^ Il  &ut  fuppofer  = fubftituer dans  la  propo. 
fée,  Z — > & fes  puiflances,  à la  place  de  a?  & de  fes  puit 
fances,  & l’on  trouvera  la  transformée  fuivante, 

»•  = — «t'z  —tôt’/'  '■ 

*— rfiyr' 

— jxi=  — J*  •+*  3î*-V  — 3rW 

TXX  • — •—  rü  XTX.J  — ryy 
«— r=;^/c 

Il  faut  prendre  la  moitié  du  coêficient  du  fécond  terme 
-de  cette  transformée;  cette  moitié  eft  — & ôter 

le  quarré  de  cette  moitié,  qui  eft  pitlÇ  — ? ”»  du  coëfi- 

cient  du  troifiéme  terme,  qui  eft -4- 15^^  — 5»^ — p;  & l’on 
aura  lerefte  ()XX  — a»?  — \nn  — p;  afin  que  ce  refte 
foit  pofitif , il  faut  que  6^^  furpafle  — 2«^  — ~ nn — p. 

Pour  trouver  la  valeur  de  z qui  foit  telle  que  €zz  fur- 
pafle  ■ — xnz  — ^nn  — p , il  faut  auparavant  trouver  une 
valeur  de  z qui  foit  telle , ^ue  -h  6^?  fort  égale  à im  •*‘^nn 
•^p , en  ié^nant  cette  équation  6zz  = »>tZ  ^ P » 
qui  donne  -6zz  — = ^ »»  -4-  p.  Divifânt  chaque  membre 

par  6,  l’on  aura  ^ nz=~  ip.  Ajoutant  à chaque 

membre  nn,  qui  eft  le  quarré  de  la  moitié  du  ccèfîcient , 
J n du  fécond  tcrme>  l’on  aura  z^  — 7 “jV  »»-=  »" 

•4-  7 P,  dont  le  1®'  membre  eft  un  quarré  qui  a pour  fa  racine 
K~~7»i  ainlî  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  , 
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en  aura  x — t”  =V' & par  tranfpofitioo  :ç, — | « 
ce  qui  fait  voir  qu’cn  fuppofant  3^  = -^  n 

l’oD  aurdt  6:^^  = 2tni  H-  ^ «a  /). 

Ainlî  en  prenant  3i  plus  grande  que  \ n^'^-~nn^jp, 
le  rede  du  cocficient  du  troiuéine  terme  de  la  transformée , 
après  en  avoir  ôté  le  quarré  de  la  moitié  du  coëfîcient  du  fé- 
cond terme,  fera  pofitif;  lequel  refte  eft  marqué  dans  la  trans- 
formée par  -4-  61X.  — i **'  — 

compli  une  des  conditions  du  Problème. 

Pour  accomplir  l’autre , il  faut , fi  la  valeur  de  z.  qu’on 
vient  de  trouver , ne  furpafTe  pas  le  plus  grand  coëfîcient  né- 
gatif de  la  propofée  au  moins  d'une  unité  , augmenter  cette 
valeur  jufqu’à  ce  que  cela  arrive  r ce  qui  eft  poffible . 

Enfiiite  après  avoir  mis  dans  z.  — y — .v , la  valeur  de  x. 
plus  grande,  i“,  que  t » P ; a®,  plusgrandeau 

moins  d’une  unité  que  le  plus  grand  coëfîcient  négatif  de  la  pro- 
pofée , il  fout  fubftituer  cette  valeur  moins^,  à la  place  de  x 
dans  la  propofée;  ôc  l’on  trouvera  une  transformée , dont,  1®, 
le  cocficient  du  troifiéme  terme  furpaftèra  le  quarré  delà  moi- 
tié du  cocficient  du  fécond  terme  > a® , dont  les  termes  auront 
alternativement  & — . Ce  qui  étoit  propofé . 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y dans  la  transformée , 
en  la  fubftituant  dans  x — /=ar;  comme auffi  la  valeur  de  Zj» 
on  aura  la  valeur  de  rinconnue  x ; c’eft  à dire  on  aura  une  ra- 
cine de  la  propofée. 

PROBLEME  VIL 


JO.  J_^0 RS QV E le  premier  terme  eTune  équation  Compof/e  a 
un  coîjicient  different  de  P unité , la  tram  former  en  une  4«- 
tre  dont  le  premier  terme  n’ait  que  P unité  pour  coêficient , 

Par  exemple  , transformer  l’équation  4*»  — nxx  px 
— î = O , dont  le  premier  terme  a le  ccëficient  a , en  une 
autre  dont  le  premier  terme  n’ait  que  l’unité  pour  coêficient. 

1®.  Il  fout  fuppofêr  rinconnue  x de  la  propofée  , égale  à une 
autre  inconnue  / , diviféc  par  le  cocficient  a du  prenoier  ter- 
me de  1a  propofoe;,  & Ion  aura  x = f , i®.  Il  fout  fiibfti- 
tuer  I & fes  puiffonces , dans  la  propofée , à la  place  de  xôc 
de  fes  puiflanecs;  & l’on  aura  la  transformée  ^ ^ 

N ij 
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ç — ^=o.  5°.  11  faut  ôcer  les  fraétions  de  cette  transfert 
inée , & divifer  tous  les  termes  par  i & l’on  aura  la  trans- 
formée y ■ — tiyy  ^ apji  — aaq  = o,  dont  le  premier  terme 
n’a  pas  d'autre  coëficient  que  Tunité , & qui  cft  la  transfor- 
mée qu’on  cherche. 

Si  l'on  trouve  la  valeur  de  y dans  la  transformée , en  la 
fubfUtuant  dans  x = ou  aura  la  valeur  de  nncoonue  x de 
' la  propofée. 

I Abrégé. 

L fuffit,  dans  la  pratique,  de  changer  Hneonnue  x de  la 
propofée  en  une  autre/  , d’ôter  le  coëficient  a du  premier  ter- 
me, & de  multiplier  le  troifiême  terme  par  le  coëficient  a ; 
le  quatrième  par  le  quarré  aa  de  ce  ccëficient  ; le  cinquième 
terme  par  le  cube  a}  de  ce  coëficient & ainfi  de  fuite. 

PROBLEME  VIII. 

j-i-  P AIRE  en  forte  que  le  coëficient  de  quel  terme  on  voudra 
d'une  équation  , & même  , fi  l'on  veut , le  dernier  terme , 
devienne  une  grandeur  connue  y ce(lâ  dire  y tranf armer  l’équa- 
tion en  une  autre  où  cela  fe  trouve  . 

Pour  le  chercher  par  Analyfe , foit  la  grandeur  connues, 
fuit  l’indeterminèc  ? , qui  reprefënte  la  quantité  propre  à faire 
en  forte  que  le  ccëfkicnt  de  quel  terme  on  voudra  d’une 
équation , devienne  égal  à & foit  l’équation  propofée 
jf’  — nxx  -^px  — q = O . 

On  fuppofera  ; on  fubflituera  ^ à Ik  place  de  .*•, 

dans  la  propofée  ; & l’on  aura  la  transformée  y}  — n^yy 

pzzy  — = O ■ 

Si  c’efl  le  coëficient  du  fécond  terme  qu’on  veuille  rendre 
égal  à a , on  fuppofera  nz~=-  a \ ce  qui  donnera  ^ ^ . 

Sic’cftleccëScicnt  du  trcifièmc  terme  qu’on  veuille  rendra 
égal  à <»  on  fiippofera  piz=a-,  ce  qui  donnera  j. 

Si  c’eft  le  dernier  terme , on  fuppofera  qz^  = a;  ce  qui 
donnera 

On  changera  l’inconnue  x de  la  propofée  en  / , & oq 
multipliera  le  fécond  terme  de  la  propofée  par  la  valeur 
de  ^ i le  troifiéme  par  le  quarré  de  cette  valeur } le  qua- 
trième par  le  cube  de  cette  valeur,  &c.  & l’on  aura  la  transe 
formée  qu’on  cherche.  Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  ^ 
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dans  x = { i & la  ftibllitution  de  cette  valeur  de  x dans  la 
propoféc , à la  place  de  x,  donnera  la  transformée  qu’on  cher, 
cbe.  Ou  bien  enfin  on  fubUituera  la  valeur  de  ^ dans  la  trans- 
formée indéterminée/  — = & l’on 

aura  la  transformée  qu’on  demande. 

■ Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  j dans  la  transformée,  en 
la  fubflituant  dans  x = , comme  auflt  la  valeur  de  l'oa 
aura  la  valeur  dex. 

P R O B L É M E IX.  • 

P AIRE  en  forte  dans  les  équations  numériques , que  les  coëfu 
dents  des  termes  foient  diviftbles par  tel  nombre  qu'on  voudra  ice 
qui  efl  quelquefois  commode  pour  faciliter  le  calcul  des  racines. 

X L faut  multiplier  par  la  méthode  de  la  quatrième  transfor- 
mation , chaque  racine  de  l’équation  propofée  , par  le  nom- 
bre, ou  par  le  produit  des  nombres  par  lefqucls  on  veut  que 
les  coëHcients  de  l'équation  fe  puifTentdivifer  ; & on  trouvera 
la  transformée  qu’on  cherche . ’ '1 

Par  exemj^e , fi  l’on  propofe  de  foire  en  forte  que  le  ccëfi* 
dent  du  troifiéme  terme  de  x*  — 14X  — 55  z=  o , deviei> 
ne  divifible  par  2 , iSc  le  dernier  terme  par  5 , on  multipliera 
chaque  racine  de  la  propofée  par  6 , produit  de  2 par  3 ; c’eft 
Il  dire,  après  avoir  changé  x en/,  on  multipliera  le  troifiéme 
terme  par  315,  quarré  de  6;  le  quatrième  par  216,  cube  de  6; 
& l’on  aura  la  transformée  / — 504/  — 11880  = o,  qui  a 
les  conditions  qu’on  demande. 

PROBLEME  X.  ^ 

JB-OrE/î  toutes  les  fratVons  d'une  équation,  dont  le  premier 
terme  n'a  pas  d'autre  ccëficient  que  Punit  é,  de  maniéré  que  le 
premier  terme  de  la  transformée  n'ait  pas  aujft  d'autre  coëfi- 
dent  que  r unité. 

X E foat  multiplier  toutes  les  racines  de  la  propofée  par  le 
dénominateur  de  la  fradlion,  s’il  n’y  en  a qu’une,  ou  par  le 
produit  de  tous  les  dénominateurs  des  fraéîions,  s’il  y en  2 
plufieors  ; & l’on  aura  la  transformée  qu’on  demande . 

Par  exemple , pour  ôter  les  fraélions  de  x*  — ^ xx  V 
— * = O , on  prendra  le  produit  abc  de  tous  les  dénominar 

N iij 
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teurs  des  fractions , & on  fuppofèra  a?  =;;£-»  on  Aibnituera 
"lifr  dans  la  propofce  ^ à la  place  de  ; & après  avoir  ôté  les 
fraftions,^  on  trouvera  la  transformée  y — bcnyy^  aabccpy 

: , c^}^ccq  = Q,  qui  na  point  de  fradtions  ^ & dont  le  premier 

terme  n‘a  pas  d’autre  coèficient  que  runicé . 

' Quand  on  connottra  la  valeur  de  , en  la  TubdituanC  dans. 
* = , à la  place  de  jy,  on  aura  la  valeur  de  ». 


PROBLÈME  XI. 

J 4'  T jORSQU’lL  y a des  tncommenfurables  dans  ht  ctxficifntt 
des  termes  d'une  é^uatson  , (omme  dans  X* — xxs^n  H-  px — q^n 
= O , les  ôter  dans  plufteurs  cas . 

X L faut  multiplier  les  racines  de  la  propofee-  par  ta  gran- 
deur incommenfurable  K'a,  en  fuppofant  x—-^\  & fubfti- 
tuant  enfuitc  dans  la  propofée  , à la  place  de  x ,«on  trou- 
vera la  transformée  / — *yy>r^npy  — =o  ,,  qui  n'a  plus 
d”incomnrieorurables . 

De  meme  pour  ôter  les  incommenfurables  de  x* — x^ynti 
•ihpxx^n' — =o,  il  faut  multiplier  les  racines  par 

V • 


i/n , en  fuppofant  x = 


&fubflituant  dans  la  propo* 
V * 


fée , à la  place  de  * , on  trouvera  la.  transformée  y*  — 

^ tipyy  — nqy  •+•  nr  = Q ^ qui  n'a  plus  d’inconunenfura» 
blés. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transformée  * 
on  trouvera  la  valeur  de  jr , en  fubftituant  la  valeur  de  7 
dans  X = ^ dans  le  premier  exemple  i & dans  x = ^ 

dans  le  fécond  exemple. 


Remarque  où.  Pon  diflingue  les  tas  dans  lefquels  on  peut  oter- 
les  incommenfurables  par  cette  méthode.. 

N a vû  * que  pour  multiplier  les  racines  d’une  équation 
par  une  grandeur  donnée,  qu’on  fuppofe  dans  ce  Problème 
être  une  incomraenfurable  , il  fâloit  multiplier  le  fécond 
terme  par  rmoommenfurablé  donnée  j.  le  troificme  par  fbo 
quarré  ; le  quatrième  par  fa  troilLéaae  puifTance  ; & amfi  de 
foitc . 
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D’oîi  il  fuit  que  pour  ôter  l’incommenfurable  de  l’équa. 
tion,  il  faut  que  v^n  (e  trouve  au  fécond,  quatrième,  C- 
xicme  terme  de  la  propolèc , & que  ty'n  ne  fc  trouve  point 
dans  les  autres  termes. 

Pour  ôter  rmcommenfurable  y»  ; il  faut  que  , qui  eft 
le  quatre  de  , fe  trouve  au  fécond  terme  de  la  propofée; 
que  y»  le  trouve  au  troifié  me  terme;  qu’il  n’y  ait  point  d’in- 
commenfurable  au  quatrième  terme;  que -y»»  fc  trouve  au 
cinquième  terme , au  fixième  ; & qu'il  n’y  ait  point  d’in- 
commenfurable  au  lêptiémc  terme;  & aind  de  fuite. 

D'oîi  il  eft  facile  de  juger  comment  les  autres  incom* 
menfurablcs-ÿ'ff,  y»,  ôcc.  doivent  être  diAribuées  dans  les 
termes  d’une  équation,  afin  qu'on  les  puifleôcer  par  cette 
méthode. 

PROBLÈJ^IE  XII. 


J S • P -AIR  E évanouir  le  penultUme  terme  et  une  équation  X*  ■«-  pxx 
— qx***r=o,  dam  laquelle  le  fécond  terme  eft  évanoui. 


Jl  faut  fupppofcr  af  = t-,  & fubftituery  dans  la  propofée, 
à la  place  de  x>  & après  avoir  ôtè  les  frayions,  & divifè  lea 
termes  par  r,on  aura  la  transfbrmèey*  — qjt'^prjy<Onr^=o, 
oh  le  pénultième  terme  eft  évanoui . . ^ 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de 3'  dans  la  transformée, 
on  aura  la  valeur  de  a;  ,■  en  mettant  la  valeur  de  y dans 
* — i 

R E M A R qjtJ  E. 

O N peut  mettre  dans  l'équation  fuppofée  ;v  = y , telle 
grandeur  connue  qu’on  voudra,  à la  place  de  r>  mais  alors 
le  premier  terme  de  la  transformée  auraiincoëficient,  ou 
bien  la  transformée  aura  des  fraébons  : Mais  en  mettant 
le  dernier  terme  tout  connu  r dansar=y,  la  transformée 
n’aura  pas  de  fradlions  , & le  premier  terme  n’aura  pas 
d’autre  coëficient  que  l’unité. 

On  peut  par  la  même  méthode,  quand  ce  n’eft  pas  le 
fécond  terme  qui  manque  dans  la  propofée,  mais  le  troi* 
fiéme,  ou  le  quatrième,  &c.  faire  en  forte  que  le  terme 
également  éloigné  du  dernier  terme,  manque  dans  la  trans< 
formée. 
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Enfin  quand  le  pénultième  terme  manque  dans  la  pto» 
poféc,  on  peut  par  la  même  méthode,  faire  en  forte  que 
le  fécond  terme  foit  évanoui  dans  la  transformée. 

L^s  exemples  en  font  faciles  à faire  f fans  qu’il  foit  ne* 
ceflairc  d'en  prolonger  ce  Traité, 
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analyse  COMPOSEE, 

•Ib  V ' ' V-V  . 

ANALYSE  QUI  ENS^GNE  A RESOUDRE 

■ les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à des  équations 

compofccs . 

L'  I.  V R E IV. 

OSi  ton  explique  la  réfolution  det  iquationt  en  general ^ c’efl 
à dire  de  tous  les  degrés , lorfque  leurs  racines  font  com- 
menf arables  ; la  nsansere  de  réduire  Us  équations  compoféet^ 
au  plus  fimple  degré  ; & ce  qui  regarde  les  équations  qui 

■ ont  dés  racines  égales. 


SECTION  I. 

Ou  Ton  explique  la  rifohtion  des  équations  en  general ^ 
lorfque  leurs  racines  font  commenfuraiks . 

PROBLEME  I. 

, ^ ROUVER  les  racines  tommenfurables  dune  équation  coin* 
^ ' pofée  numérique  ou  littérale , de  quelque  degre  qu  elle  puiffe  etre^ , 
dont  'xjro  efi  le  fécond  membre  ^ lorfque  fon  premier  terme  na 
pas  d'autre  ccëficient  que  l'unité  ; qu'il  n'y  a dans  fes  termes  ni 
fraSJions , ni  incommenjurables  ; & que  tous  les  termes  font  btu 
mogenes  lorjque  l'équation  eft  littérale  . 

METHODE  GENERALE. 

;j».  tL  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  tertne  ,dont 
X l’unité  & le  dernier  terme  lui-même,  font  toujours  du 
nombre . & écrire  tous  ces  divifeurs  de  fuite  & par  ordre, 
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c’cft  à dire , les  plus  fimples  les  j>rcmicrs . 2”.  Il  faut  divifcr 
l'équation  propolce  fuccelliveaient  par  llixonnue  lideaire  de 
l’équation  moins  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier  terme, 
en  commençant  par  les  plus  (impies  , fuppofè  qu’on  connoif. 
fe  par  les  lig^  qu'il  y a des  racines  polîtives  dans  l’équation. 
Il  fiut  enfuite  la  divilêr  fucceflîvement  ' par  l’inconnue  li. 
iieaire  plus  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme , en  al> 
lant  par  ordre  des  plus  ümples  aux  plus  compoles , fuppofé 
qu’on  connoiffe  ^Jarles  (Ignés  qu'il  y a des  racines  négatives 
dans  l’équation . Le  premier  des  divifeurs  par  lequel  l’équa* 
^^•tion  (êra  divifée  (ans  refte , * contiendra  une  des  racines 
qu’on  cherche , qui  fera  po(îtivey  û dans  le  divifeur  elle  e(b 
jointe  à l’inconnue  par  le  (igné  — j & n^ative,  fi  c’eft  pat 
le  figne  -4- . 3“.  Après  avoir  trouvé  une  racine  de  l’équation , on 
continuera  d’operer  de  la  même  maniéré  fur  le  quotient 
qu’on  aura  trouvé , 6c  (i  on  trouve  une  fécondé  racine , on 
opérera  de  la  même  maniéré  fur  le  nouveau  quotients  ce 
que  l'on  continuera  julqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  toutes  les  raci- 
nes de  l’équation  ; & on  les  trouvera  toutes  par  cette  métho- 
de, fl  elles  font  toutes  commenfurables. 

Exemple!. 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation  ^ 

^14=0,  1*. , il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier 
terme , ôc  l’on  trouvera  x,  3, 3,4, 8, 1 2, 24.  2"*  II  feut  faire 
les  équations  (impies  x — i =0,  x — 2 = o,  x — 3 =:  o, 
X — 4=0, X — 6=0,  X — 8=0,  X — 12  = 0,  jf— 24 
= O , dont  les  racines  ^t  pofitives , ôc  contiennent  de  fuite 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme . Il  faut  faire  de  même 
les  équations  (impies  x-4*i= O, Af -4- 2 = 0,  x«4*3=o,  ôca 
donc  les  racines  (bot  négatives  , 6c  contiennent  les  mêmes 
divifeurs . 

S’il  n’y  avoit  que  des  racines  pofitives , leyjremieres  équa- 
tions fimples  fuffiroient  ; 6c  les  dernières  fufnroient  s’il  n’y  en 
avoit  que  de  négatives:  mais  il  faut  fefervir  des  unes  6c  des 
autres,  les  (ignés  des  termes  de  l’équation  propofée  faifant  voir 
qu’elle  contient  des  racines  pofitives  6c  négatives . 

Il  faut  enfuite  divifer  l’équation  propofée  par  x — 1 = o ; 
6c  comme  l’on  trouve  un  refte,  & que  la  divifion  neft  pas 
exadle,  on  eft  alTuré  que  x — ; x = q ne  contient  pas  une 
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tacîne  pofitive  de  la  propofée , c’cft  à dire  que  1 n’cft  pâ® 
une  racine  de  la  propofée . 

II  faut  la  divifer  par  a?  i =0;  & comme  l’on  trouve 
tjn  refte  i x -»•  i = o ne  contient  pas  une  radnc  négative 
de  l’équation  , Les  deux  divilèurs  *■ — 1=0,  x-*«  îz=o 
n’ayant  pas  fait  trouver  de  racines  , il  faut  le  fervir  par  ordre 
des  fuivans , en  commençant  par  x — 2=0:  mais  l’on 
trouve  que  la  propofée  le  divilê  exaftemcnt  par  x — 2 = 0, 
& le  quotient  eft  xx  — ix  — 12  = 0.  Cela  fait  voir  que 
X — 2=0  contient  une  racine  pofitive , qui  eft  -4-  2 , de 
l’équation  propofée. 

3*.  Une  faut  plus  divilcr  la  propofée,  mais  feulement  le 
quotient  xx  — \x  — 12=0,  non  par  les  divifeurs  x — i 
= O , X I = O , qui  ont  donné  des  reftes,  ( car  s’ils  étoient 
des  divifeurs  exaâs  de  ce  quotient,  ils  le  feroient  aufli  de  la 
propofée,  ) mais  par  les  divilèurs  x — î=o,x-4»2  = o, 
& les  autres  fuivans;  & l'on  trouve  qu’en  le  divifant  par 
X- — 2 = 0,  par  X 2 = O , par  x- — 3 = 0,  il  y a des 
telles  ; mais  qu’il  Ce  divife  exaélement  par  x 3 = o , & le 
quotient  eft  x — 4=0;  ainfi  x-»«3  = o,  &x  — 4=0, 
contiennent  les  deux  autres  racines  de  la  propofée,  qui  font  la 
négative  — 3,  & la  pofitive  .4-  4 . Et  l’équation  eft  relôlue; 
les  trois  racines  Ibnt -H  2 , — 3,  •♦•4. 

.4 

Exemple  II. 

f^ouR  trouver  les  racmes  de  féquationx’  — 9*x»**22x 

8 =0:  ' . . ^ - 

‘ “ 1*.  Il  faut  chercher  tous  les  divilèurs  du  dernier  terme,  qui 
Ibnt  r,  2, 4,  8. 

f 2“.  Il  faut  faire  les  lèuTes  équations  fimplesx  — i =:  o , 
V — 2==o,x  — 4 = 0,  X — 8 = 0;  pareeque  les  lignes 
akematifs  & — de  la  propofée  , font  voir  que  toutes  lès 
, racines  font  pofitlves.  ' . ' 

Il  faut  divifer  la  propofée  fiiccelïïvement  par  ces^quatioos 
fimples , & l'on  trouve  que  x — 1=0,  x — 2 = 0,  don- 
nent des  relies  ; mais  que  la  divilion  fc  fait  cxaélcment  par 
X — 4=0;  & le  quotient  eft  XX — 5’x«*-2=o.  Cela  fait 
voir  que  4 eft  une  racine  de  la  propolee . 

3*.  II  feut  divifer  lequoticntnon par X— 1 = 0, x — 2 = 0, 
qui  ont  donné  des  reftes,  mais  par  x — 4 =0,  x — 8=0, 

O ij 
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& la  divifioD  ne  pouvant  k Taire  exa€lement , le  quotient 
ou  l’équation  xx  — ^x  •**  a = o,  n’a  pas  de  racines  coca- 
inenfu râbles;  • . . , 

Si  l'on  veut  avoir  la  réfolution  entière  de  la  propofle  x^ 
■ — 9XX  2 2X  — 8 = 0,  dont  on  connoît  déjà  une  des  ra- 

cines , qui  efl  -H  4 , on  cherchera  les  deux  autres  en  refol- 
vant  l'équation  xx  — 5*  i = o,  qui  eft  du  fécond  degré. 
11  faut  faire  pafler  le  dernier  terme  dans  le  fécond  membre  , 
& l’on  aura  ATx — ^x  = — 2;  ajouter . -H qui  eft  lequarré 
de  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme , à chaque  mem- 
bre, & l’on  aura  xx  — ^x  ~=~  — 2 =-V>  & enfin 
tirer  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  , & l’on  aura  x 
• — Y = & par  tranfpofition x = ^’*‘i>^  ou x = i 

**•  î 1 7>  & l’pn  aura  encore  x=-{  — divifant 

XX  — SX  2 = o;  par  X i f ^ 17  = 0.  Et  la  pro^ 

pofée  fera  entièrement  réfolue. 

Exemple  III, 

Pour  trouver  les  racines  de  xf  — laxx — ^aax  -f  6<iab  = 6 

, . — téxx  •*“^abx  •*“Saac 

— 2fxx  -^éaex  J 

V.  Il  faut  chercher  tous  les  diviieurs  du  dernier  terme,  qui 
fonti.  3.  a.  aa.  ‘^a.  laa.  zb^ic.  6b  zab’t^SaCu 
6ab  gac.  2aai’*‘  ^aac . èaab-^gaac. 

2*.  Les  équations  fim|des  qui  doivent  fervîr  de  divifeur» 
pour  les  racines  pofitives  y,  font  x — i = a x — 3 = 0. 
X- — a = O.  X — aa=  O.  * — 3a  = 0,  &c.  Pour  les 
racines  négatives,  xh-i=o.  x ^ = Oy  x-4-4  =0. 
aa—Q,  x-t-3a=o,  &c. 

En  faifant  la  divifion  de  la  propolee  par  x — r = o , 
X •+“  I = O.  X — 3 = O.  X 3=0.  X — a— O,  on 
trouve  des  reftes  : mais  divifant  la  propoiee  par  x .-t-  <»  = o , 
la  divifion  eft  cxaûéi & le  quotient  eft  xx  — ^ax’^6ah=o. 

— atx  pac 

— 3^*  , 

Ainfi  X a — 0 contient  une  racine  négative  de  la  ptopofée^ 
qui  eft  — a. 

3*.  Continuant  de  divlifër  ce  quetFent , qui  ne  contient  que 
des  racines  pofitives  comme  les  fignes  alternatifs  -♦-  & — 
le  font  voir , par  les  fèuls  divifeurs  des  racines  pofitives  , en 
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paflant  ceux  qui  ont  déjà  donné  des  reftes , on  trouve  que  la 
divifion  fe  fait  exaélcmcDt  par  a?  — 34  = o,  & que  le  quo- 
tient eft  — 2b  — 3f  = oj  ainlî  3/1,  & aî  y font 
les  deux  autres  racines  de  la  propofée,  qui  Ibnt  poütives  : Sx. 
la  propofée  eft  refolue. 

Ces  exemples  fufüfent  pour  faire  concevoir  clairement  la 
méthode  du  premier  Problème  , dont  la  démonflration  eft 
évidente  par  la  formation  des  équations  compofées. 

Corollaires. 

/7*  XjOR  s Qü  E l’inconnue  n’eft  pas  linéaire  dans  le  pénultième 
terme,  mais  regardant  la  puillance  de  l’inconnue  qui  eddans 
ce  pénultième  terme  comme  linéaire  , les  autres  termes  , 
excepté  le  dernier  , en  contiennent  les  puilTances  exaéles  , 
comme  dans  l'équation  x*  aax^  — a^xx  — = o. , 

— %cc  C*  — ^a*cc 
— aac* 

Dans  ce  cas  il  ne  faut  pas  prendre  dans  les  équations  llmples 
qui  doivent  être  les  divifeurs  de  la  propolee,  l’inconnue  li« 
neaire  , mais  la  puillance  de  l'inconnue  qui  eft  dans  le  pé- 
nultième terme. 

Dans  cet  exemple , oh  les  divilëurs  du  dernier  terme  Ibnt 
1 . 4 . 44.  44  -t-  rr , &C.  les  équations  (impies  qui  doivent 
fervir  de  divilëurs  (êront  xx — 1 = 0,  xx  — 4 = 0,  xx — aa 
— O,  XX  — 44  — ce  — O J &c.  En  (âifant  la  divifion  de  la 
propofée  par  — 44  — rr  = o , on  trouve  qu’elle  k fait 
fans  relie  > ainfi  aa  •tr  cc  ell  une  racine  pofitive  de  la  pro- 
pofée, & le  quotient  at*  244a:x  -t-  4^^  = o,  contient  le» 

— CC  •+■  aacc 

deux  autres  racines  qui  font  incommenfurables- 
. En  refolvant  ce  quotient , qui  ed  une  équation  du  fécond 
degré,  on  trouvera  que  les  deux  autres  racines  font  ^ec- — aa 
*4-  X c</ce  — ^aâf  Sx.  \ ce  aa  — 7 f — 8««  . 

II. 

J S.  Au  lieu  de  faire  la  d'mifion  de  la  propofée  par  rmcoiffiue 
— ou  H-  chacun.des  divifeurs  du  dernier  terme  , on  peut 
fubdituer  fuccellivement  dans  la  propofée,  chacun  des  divi- 
feurs du  dernier  terme  & fes  puidances,  à la  place  de  l’in- 
connue & de  fes  puillànces  ; celui  des  divifeurs  donc  la  fubdi- 
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tutton  fera  que  tous  les  termes  Te  détruiront  par  les  lignes  con> 

* * fera  une  des  raciues  de  l'équation:  & lesdivifeurs 
dont  la  fub/litution  ne  fera  pas  détruire  tous  les  termes  par 
des  lignes  cxmtraires , ne  feront  pas  les  racines  de  l'équation  : 
ceux  de  ces  divifeurs  du  dernier  terme  qui  étant  fubUituez 
dans  la  propolee  avec  le  ligne  h>,  feront  détruire  tous  les  ter. 

* -mes  de  l’équation,  * feront  les  racines  poûtives:  ceux  qui 
étant  fublUtuez  avec  le  ligne  — , feront  détruire  tous  les  ter* 

* jj.mes  de  la  propofée  » * feront  les  racines  négatives. 

En  fubÂicuant  par  ordre  dans  le  premier  exemple 
— ïox  *3-  24  = O,  les  divifeurs  du  dernier  terme  i,  h-  2, 

M-  3 , &c.  ou  — I,  — 2,  — 3,  &c.  on  trouve  que  la  fubftitu-  . 1 
tion  de  H-  r,  & de  — r,  ne  fait  pas  détruire  les  termes;  mais 
la  fubllitution  de  >»■  i à la  place  de  x,  donne  -*•  8 — 12  — 20 
■4-  24,,  donc  tous  les  termes  le  détruifent  ; ainli  a elt  une 
racine  polltive  de  la  propofée. 

On  abaiflfera  enfuite  la  propofée  » en  la  divilânt  par  x — x 
= o;  & l’on  trouvera  le  quotient  xx  — ix  — 12  = 0,  qm 
contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée»  & fubftituanC 
dans  ce  quotient,  non  les  divifeurs  *4>  1 , — x , qui  n’ont  pas 
fait  évanouir  tous  les  termes  de  la  propofée  , mais  les  autres 
■4-1,  — ^ *4-j,  — 3,  &c.  l’on  trouve  que  la  fubllitution 
de  — 3 feit  détruire  tous  les  termes  , les  rendant  égaux  à ze. 
ro , ainll — 3 ell  une  racine  négative  de  l’équation  propofée  . 

Divilânt  le  quotienc  xx — ix  — 12  = 0,  par  x *4*  3 = 
l’on  trouve  le  quotienc  julle  x — 4=0,  qui  lait  voir  que 

4 ell  la  troidéme racine  de  la  propofée. 

La  démonllration  de  ce  Corollaire  ell  évidente  />4r  31.. 

, IIL 

Le  coèdeient  du  fécond  terme  d’une  équation  compofEe 
contenant  les  racines  de  l’équation , il  ell  évident  que  lesdi. 
vifeurs  du  derniec  terme  , qui  ont  [dus  de  dimenlions  que  le 
coëlicienC  du  fécond  terme , font  inutiles,  & qu’ils  ne  peuvent 
fervir  pour  former  les  équations  linéaires  qui  peuvent  exaéle* 
ment  divifer  la  propofée  ; ainll  dans  le  trdiîéme  exemple , oit  . « 
le  coëficicnt  du  fécond  terme  ell  linéaire , les  divifeurs  du  der. 
nier  terme  qui  ont  plus  d’une  dimeadon»  font  inutiles ,,  & ne 
paxvent  être  les  racines  de  l'équation . 

. Dans  les  équations  numériques  t s’il  y avoir  des  divifeurs 
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qui  furpaflaflent  le  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté 
de  l’unité,  ils  fenâcnt  inutiles  pour  trouver  les  racines  pofi- 
tives , étant  plus  grands  que  les  racines  polirives . ♦ • , 7 

IV. 

Lorfque  la  méthode  du  Problème  fait  trouver  quelques 
racines,  mais  non  pas  toutes,  il  eft  évident  que  l'équation 
contient  des  racines  commenfurables , qui  font  celles  que 
feit  trouver  la  méthode;  & d’autres  incommenfurables , qui 
font  celles  qu’on  ne  peut  pas  trouver  par  la  méthode  : Et  fi 
l’on  n’en  peut  trouver  aucune  par  le  Problème , elles  font 
toutes  incommenfurables.*  ‘ST- 

‘ V. 

' H y a des  cas  oh  quand  même  Péquation  compofée  con- 
tîendroit  des  incommenfurables  , on  ne  laiflTeroit  pas  d’en 
trouver  les  racines  par  la  méthode  generale  ; il  faut  dans  ces 
cas  que  la  grandeur  incommenfurable  fdt  un  divifeur  exadl: 
du  dernier  terme  de  l’équation , ou  qu’elle  foit  une  partie  d’un 
divifeur  exaft  du  dernier  terme comme  dans  cet  exemple  : 
fc^’^hxx  «♦-  ihx^ab*^^bb^  186*  =0 

— xx^ab^^bb  — (>bh^at’*‘  ^bb 

La  grandeur  — ih  >^^ab itb , eft  un  divifeur  exaéî  du  der- 
nier terme.  En  divifiint  la  propofée  par  « -♦-  3b  — 

= 0,  ladivifioneftexadle,  & l’on  trouve  le  quotient  xx — aé* 
H-6&é=o;  ainfi  — 3é«4»v^i»b*4-3éb , eft  une  racine  de  la 
propofée , de  le  quotient  contient  les  deux  autres  racines  , 
qui  font  imaginaires  , l’une  étant  , & l’autre 

i — y — jW. 

VI. 

Lorfqu’une  équation  compofée  eft  le  produit  d’autres  équa- 
tions compofées  d’un  moindre  degré  que  la  propofée,  & qu’il 
y en  a quelqu’une  parmi  ces  dernieres  qui  n’a  que  le  premier 
& ledernier  terme , comme xa* — aa=o,x>  — âJz=o,&c. 

& que  ce  dernier  terme  — aa  ^ ou  — eft  une  grandeur 
commenfurable , on  peut  trouver  par  la  méthode  generale 
ces  équations  d’un  moindre  degré , qui  n’ont  que  le  premier  &T 
le  dernier  terme. 

Par  exemple , on  veut  refoudre  l’équation 
*>—  aaxx  zaaèx  — 4«âéé=:o,  les  divifeurs  du  dernier 
^bbxx  . - - 
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terme  font  i . a . b . ah.  aa.  bb,  aah.  abb.  aabb.  On  trouve 

qu’en  divifant  la  propofée  par  les  équations  x — i =o,. 

1 = o,  — a=o  f x^a=o,  X — b = o, 
la  divifion  n’eft  pas  exadle. 

Il  faut  voir  enfuitc  fi  la  propofée  ne  peut  point  être  divi- 
fée  par  xx — ab  = o,  xx^ab  = o,  xx — aa  = o;  & l’on 
trouve  qu’elle  fe  divifc  exaflement  par  xx  — aa  = o-,  6c 
que  le  quotient  eft  xx  — zbx‘*-^bb  = o : Ainfijf;^. — aa=o 
efi  une  des  équations  dont  la  propofée  efi  le  produit , 6c 
& l’autre  eft  le  quotient  xx  — 2ùx'^^b=o. 

En  rcfblvant  xx — aa=:o,  on  trouve  xx=xaa,  x=u^aa, 
& A?  = — y'aa,  qui  font  deux  racines  de  la  propofée . 

Le  quotient  xx  — ibx  -h  ^^hb  = o , contient  les  deux  au- 
tres racines  h-  é — y'  — 3W,  qui  font  ima- 

ginaires. 

PROBLEME  IL 

5 9 T J ORS^^U'UNE  équation  composée  ^ de  quelque  degré  qdeU 
î^uijje  être,  a un  coêjicient  different  de  l'unité  dans  fon premier 
termes  quelle  n'a  ni  fraéJiont,  ni  incommenfur ailes i trouver 
toutfs  les  ratines  commenfurab/es  quelle  peut  avoir . 

METHODE  GENERALE. 

faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coêficient  du  pre^ 
mier  terme,  & tous  lesdivifeurs  du  dernier  terme;  & apres 
avoir  multiplié  tous'  les  divifeurs  du  premier  terme  par  l’in- 
connue linéaire , il  faut  faire  des  équations  fimples  de  ces 
produits,  & de  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme,  met- 
tant le  figne  — devant  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier 
terme,  pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propofée; 
& pour  trouver  les  n^atives. 

a®.  Il  faut  divifêr  la  propofée  fucceflivement  par  ces  équa- 
tions fimples , iufqu'à  ce  qu’on  en  trouve  une  qui  fafle  la 
divifion  fans  refie  : Elle  contiendra  une  des  racines  de  la 
propofée. 

3®.  Il  faut  continuer  l’operation  fur  le  quotient,  jufqu’àce 
qu’on  trouve  une  fécondé  racine  de  la  propofée , & faire  la 
même  operation  fur  le  quotient  que  fera  trouver  cette  fé- 
conde racine. 

En 
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En  continuant  cette  operation  > on  trouvera  toutes  les  rad- 
nés  de  la  propofée , il  elles  font  commenfurables. 

S’il  fe  trouve  des  quotiens  dont  on  ne  puiflè  trouver  les  ra- 
cines par  cette  méthode , la  propofée  aura  des  racines  incom- 
menfurables , qui  font  celles  de  ces  quotiens . Et  fi  l'on  ne  pou- 
voit  trouver  aucune  racine  de  la  propofée  par  oette  méthode, 
clics  ferdent  toutes  incommenfurables . 

Exemple. 

HouR  trouver  lesradnes  de  tf/» '—**</** 

’*■  —hhccxx  ^laubtfx 

— ibbcfxxn^  lb*cx 

î* , tous  les  divilêurs  du  coéficient  cef  du  premier  terme  font 
I . c.cc  .f.cf.  ccf.  Tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  ^aai* 
font  I.  }.  a,  34.  ad.  304.  b.  ^è.ab.  lah.  aab.  laab.  bb.  jbbf 
&.C.  Tous  les  produits  des  divifeurs  du  coëfidenc  du  premier 
terme  par  l'inconnue  jf,  fontx.  cx.  ccx.  fx.  cfx.  cefx.  Les 
équations  fimples  par  lefquelles  il  faut  divifer  la  propofée 
qui  n’a  que  des  radnes  pofitives  , comme  les  lignes  alterna- 
tifs & — le  font  voir,  font  * — 1 = 0,*  — 3=0,  x — a 
= o,x  — 34  = O,  &C.  cx  — 1=0,  cx — 3 = 0, CAf — a 
= O,  f JC  — = O,  cx  — aa  = o , &c.  ccx  — 1=0,  ccx 

— 3 = 0,  &c.  fx  — 1 =0 , fx — 3 = 0,  &c.  & ainfi  de  fuite. 
' Si  la  propofée  avoit  des  racines  négatives , il  faudrait  enco- 
re faire  les  équations  fimples  Ar-*-i=o,  x-4-3  = o,  &c. 
Cx-H  1 = 0,  fx-*-  3 = 0, &c.ffx-*-i=o,  cfx-+-  3=0, &C. 
'&  ainfi  de  fuite. 

a°.  11  faut  divifer  la  propofée  par  ces  équations  fimples,  & 
l’on  trouve  que  cx  — aa=  o,  feit  la  divifion  fans  reftc}  & 
que  le  quotient  cft  cfxx  — iibfx  ib*  = o.  Ainfi  cx  — aa 
— bbex 

= O,  contient  une  radne  de  la  propofée  qui  cft  x = “• 

3°.  11  faut  continuer  la  même  operation  fur  le  quotient  ; 
mais  il  ne  fiiut  fe  fërvir  que  des  équations  fimples,  dont  le 
premier  terme  eft  le  produit  d’un  des  divifeurs  du  coëficient 
cf  du  premier  terme  du  quotient  par  x , & dont  le  fécond 
■ terme  eft  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  du  quotient  , 
& paffer  toutes  les  autres  comme  inutiles , comme  auffi  celles 
qui  ont  donné  des  reftes  dans  la  première  operation  ; & l’on 
trouvera  que  le  quotient  cfxx  — ^bbfx  -t-  3&+  = o,  fe  divifê 

i — bb(x  P 
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exaûcment  par  /a?  — bb  — o,  &quc  le  quotient  qui  envient 
efl  ex  — ^ib  = O.  AinH  l'on  a les  deux  autres  racines  de  la 
ptopolèe , qui  lôot  x = j,  ôc  x = ^. 

' La  démonllratioa  de  ce  Problème  eft  évidente  par  la  for- 
mation des  équations  compofées,  dont  le  premier  terme  a ua 
• XJ. coêficicnt  diflèrent  de lunité . * 

k 

Avertissement. 

^)n  verra  l'ufâge  du  fécond  Problème  dans  la  fuite,  lorf- 
qu’on  enlêignera  à abaiflèr  une  équation  compofée  au  plus  (im- 
pie degré  ; & l'on  voit  adèz  qu’il  fert  à trouver  les  racines  des 
équations  compofees  qui  oot  des  fraâions , loriqu’on  ne  veut 
pas  prendre  la  peine  de  les  transformer  en  d’autres  qui  n’ayenC 
que  l'unité  pour  le  coëâcient  du  premier  terme . 


SECTION  II. 

Oà  l'on  explique  d" autret  mtbodei  pour  refondre  le  premier 
& le  feeond  Prob^me,  qui  abrègent  fouvent 
let  operatam. 

t 

Premiers  Méthode. 

^O.  i*.TL  faut  partager  toutes  les  grandeurs  de  Féquation  en 
X deux  f^mes  , & chercher  par  la  méthode  qu’on  a 
donnée  pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  , un 
divifeur  commun  à ces  deux  (ômmes  : û ce  divifêur  com- 
mun contient  l’inconnue  linéaire  , il  contient  ncccdàiremcnt 
une  racine  de  l’équation  ; & l’équation  étant  divifée  par  ce 
divifeur  commun , le  quotient  contiendra  les  autres  racines  , 
qu’on  cherchera  de  la  même  maniéré. 

a*.  Si  ce  divifeur  commun  contient  diflfcrenfes  puifTances 
de  l’inconnue  , il  faut  divifer  l’équation  propofee  par  ce  divi- 
leur  commun;  & fi  le  quotient  exaâ,  qui  en  viendra  necef- 
(âirement  , contient  rinconnue  linéaire  , ce  quotient  con- 
tiendra une  des  racines  de  la  propofée  , & le  divifeur  com- 
mun contiendra  les  autres.  Si  ce  quotient  contient  differen-- 
tes  puifTances  de  Tmeonnue  , on  eft  affuré  que  ce  quotient 
& le  divifeur  commun , font  deux  équations  dont  la  propo- 
Rc  eft  le  produit;  On  opérera  fur  chacune  comme  l’on  a 
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fiit  fur  la  propoflJe;  c’eft  à dire , on  partagera  le  divifeur  œm- 
mun  en  deux  fommes,  dont  oo  cherchera  le  divifeur  commun; 
& on  partagera  de  même  le  quotient  en  deux  fommes , donc 
on  cherchera  le  divifeur  commun,  &c.  Et  en  continuant  dbpe- 
rer  de  cette  maniéré,  fi  l’on  arrive  à un  divifeur  commun,  ou  à 
un  quotient  exafl,  où  Tinconnue  (bit  linéaire,  il  contiendra  une 
racine  de  la  propofée;  ôc  on  les  trouvera  toutes  les  unes  après 
ks  autres,  ü elles  font  commenfu râbles. 

3*.  Pour  obferver  de  l’ordre  dans  ce  partage  de  toutes  les 
grandeurs  d’une  équation  en  deux  fommes  , on  mettra  dans 
une  des  deux  (omm  s toutes  les  quantités  de  l'équation  où  fe 
trouve  une  même  lettre,  & toutes  les  autres  dans  l’autre.  £tli 
cela  ne  réuffit  pas,  on  mettra  dans  une  des  fommes  les  gran< 
deurs  de  l’équation , où  une  même  lettre  a un  même  nombre 
de  dimenfions , & les  autres  dans  la  fécondé  femme  ; ou  bien 
on  mettra  dans  la  première  femme  les  grandeurs  où  fent  deux 
lettres  differentes,  6c  les  autres  dans  la  fécondé,  &c. 

4°.  Quand  on  a fait  le  partage  de  l’<équatioo  en  deux  fem- 
mes , on  peut  chercher  le  divifeur  commun  de  la  propofee  & 
de  l’une  des  deux  femmes,  au  lieu  de  chercher  celui  des  deux 
femmes. 

Exemple  I. 

Pour  trouver  les  racines  de 

r—tXK 

•— ifX 

1”,  il  faut  partager  toutes  les  onantités  de  l'équation  en  deux 
femmes , on  mettra  toutes  celles  où  fe  trouve  t dans  l’une,  6c 
ks  autres  dans  l’autre  femme  ; & l'on  aura 
x’  — laxx  — jaax  — ^aab  Et  — ■ exx  iaex 
hxx  — tah  — bcx 

La  fécondé  femme  contenant  e dans  toutes  fe$  grandeurs,  il 
faut  la  divifer  par  — c,&  l’onautapour  la  fccomic  xx — iax 

■4“  hx 

— lah.W  faut  divifer  la  première  par  cette  fécondé , & l’on 
trouvera  que  la  divifîon  fe  feit  exaétement  » ainfi  cette  fécon- 
dé femme  efl  un  divifeur  commun  de  la  première  & de  la  fé- 
conde femme  , & par  confequent  de  fa  ptopofée. 

Ce  divifeur  commun  xx  — iax  — ^at  = o , étant 

P ij 
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une  équation  compofée  , & non  pas  linéaire , il  faut  divilcr 
la  propofée  par  ce  divifcur  commun , & l’on  trouvera  pour 
quotient  exaft  l’équation  linéaire  at  a — r = o , qui  con- 
tient une  racine  de  la  propoiee  qui  eft  a?  = — a •+■  f . Le  di- 
vifcur commun  xx  — 34»  — ^ab  = o , contient  les  deux 
-H  ix 

autres  racines  de  la  propoiee. 

Pour  les  trouver , on  partagera  xx  — zax  — ^ab  = 0 en 

bx 

deux  fbmmes , mettant  dans  la  première  les  grandeurs  oit 
eft  b,  & les  autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura  bx  — ^ab. 
Ce  XX  — ^ax.  Divifant  la  première  par  fr,  & la  fécondé  par  x, 
elles  feront  réduites  àx  — 34  = 0,* — 34=0,  qui  étant 
la  même  grandeur , ont  pour  divifèur  commun  x — 34  = o, 
qui  eft  neceftàirement  un  divifèur  exaâ  de  la  propofée;  ôc 
étant  linéaire , il  contient  une  fécondé  racine  de  la  propofée, 
qui  eft  x = 34. 

On  divifera  xx  — lax—  \ah  ■==■  o,  qui  contient  les  deux 
■t*  bx 

dernières  racines  de  la  propofée  , par  l’équation  linéaire 
X — 34 =0 , qui  contient  l’une  de  ces  racines;  & le  quotient 
* i = 0 , contiendra  la demicre racine , quieft*  = — 

Exemple  II. 

P O ü R trouver  les  racines  de  l’équation 

Mjr'— •3a»***+<i54»S*— • itMaiisilt, 

•— r Hfjnc  —ijiiic  tt^itntbe 

ttfi  d —-xad  p$cd  —f^ltd 

t^^bc  —tl»bi 
•—de  af*  6»id 
pH  6bb  ' — 6bbc 
— 3W  ^bed 

1*,  il  faut  partager  toutes  les  quantités  de  Téquation  en  deux 
ibmmes  ; on  peut  mettre  dans  la  première  toutes  les  quan- 
tités oit  ft)nt  les  deux  lettres  b Sx.  Si.  toutes  les  autres  dans 
la  fécondé;  & l’on  aura 

•—  jSx’  «H  loabxx  »+"  1 fxxbx  • — lixxbS 
9i*d  t-’txd  • 1 Pt*  I txbbt 

•^fbt  ^jMxd  r^tÿxxbd  Et  lu**  — 3**** 

>— ic  Pfp3«r<r  —fxbfd  t—ex‘  tdx}»exx 

?— 3W  *^6xbi 
>^ibbt 
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La  fécondé  peut  être  divifée  par  atx  ; & faifant  la  divifion  » 
l’on  trouve  pour  la  fécondé  xx — zax  — 344 

— ex  ■♦-34c 

11  faut  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pre- 
mière femme  & de  cette  fécondé  fomme  , & l’on  trouve 
que  XX  — 2ax  — 344  = 0 , eft  elle  - même  le  plus  grand 
— ex  •+•  34c. 
divifeur  commun . 

2°.  Il  faut  divifer  la  propofëe  par  ce  divifeur  commun , & 
l’on  trouve  le  quotient  exa6l  xx  — j&at  •+•  6bb  = 0;  on  eft 

-t*  dx  — ibd 

affiiré  que  la  propofe'e  eft  le  produit  de  ces  deux  équations 
XX — 24X  — 344=0,  XX  — s^x  •^6bb—o, 

— ex  -^dx  — ^bd 

Il  faut  chercher  feparément  les  racines  de  chacune , de  la'mô- 
me  maniéré  qu'on  a cherché  celles  de  la  propofée ; c’eft  à dire, 
il  faut  partager  la  première  en  deux  fommes , en  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  la  lettre  f , & les  autres 
dans  la  fécondé  ; & l’on  trouve 

— fx-*-34f,  Et  XX  — 34a;  — 344. 

Divifant  la  première  par  — f , l’on  trouve  jr  — ■ 34 , qui  eft 
un  divifeur  commun  de  la  première  Sc  de  la  féconde;  par 
confequent  X — 34  = 0,  contient  une  racine  de  l’équation 
XX — ’^ax — 34a  =0;  & par  confequent  une  racine  delà 
— ex  •+•  34c 

propofée, qui  eflx  = 34.En divifant  xx  — xax — 344=0, 

— ex  •>i“^ae 

par  X — 34  = O,  le  quotient  x a — e = o , contient  une 
autre  racine. 

11  faut  à prefent  trouver  les  racines  de  xx  — $hx  6èb 

•^•dx  — ibd 

= 0 ; pour  cela  on  partagera  cette  équation  en  deux  fommes, 
mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  d,  & les 
autres  dans  la  fécondé  ; & l'on  aura 

•**dx — 3W,  Et  xx^^bx’^Cib. 

On  divifera  la  première  par  d,  & l’on  aura  x — 3& , qui  eft 
un  divifeur  de  la  fecoode  xx  — ^bx  ^ 6bb  . Ainfi  x — 3Ô 
=0  , contient  une  racine  de  xx  — s6x  6bb  = o . Divi- 

’^fdx  — ihd 

fant  cette  équation  par  a»  — 3^  = 0,  l’on  trouvera  le  quo* 

P iij 
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tient  •—  ■+•</= O , qui  contient  Tautre  tacine  ; & Ton  t 

les  quatre  racmcsde  la  propofée. 

Dimonfirat  'mn  dt  tette  mthode . 

L L E dépend  de  cet  axiome , qu’un  divi/éur  commun  aux 
deux  parties  d un  tout , eft  divifeur  du  tout  i & qu’un  divi. 
teur  commun  de  tout  ôc  d’une  partie , ell  divifeur  de  l’autre 
partie . ^ 

Les  équatbns  fiites  de  l'incoonuc  de  l’équation  propofce  , 
& de  quelques-unes  des  grandeurs  connues  de  la  propofée , 
quand  elles  Ibot  des  diviîeurs  exaéls  de  la  propofée  , con- 
tiennent les  racines  de  la  propolee , Or  il  eft  évident  pat 
Taxiome  précèdent,  qu’on  trouve  par  la  méthode  ces  équa-" 
tions  qui  divifent  exaélement  la  propofée;  on  trouve  donc 
par  la  méthode  les  racines  de  la  propofée;  où  quand  elles 
n’en  ont  pas  de  commenfurables , on  trouve  les  équations 
plus  hmples  mie  la  propolée  , qui  contiennent  t^s  racines, 
quand  elle  eu  le  produit  d’autres  équations  plus  limples 
commenfurables . 

J 

Aopheation  de  la  meme  metbode  au  fécond  Problème. 

P ou  R trouver  les  racines  de  «/x‘— 3*4**=» 

^tltcxx  •^•ixMfx  ‘ 

^ipicfxx  jt*cx  1 

i*,on  partagera  l’équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  toutes  les  grandeurs  où  Ce  trouve  î , & les  autres 
dans  la  lëconde  ; & l'on  aura 

— èbeex^e  •^aaibex — jaab* 

— ibbcfxx-^-^aabbfx  "Et  ccf:d aâcfx» 

^b*cx 

Divifant  la  première  par  — fô  , & la  fécondé  par  cfxx , 00 
aura  ccxx — aaex’^  laabb 

•^^Cfxx 3<2«r/x  Et  fX 4A 

— ^bbex 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun,  & on  trou* 
vera  que  ex  — aa  — o,  efè  le  plus  grand  divifeur  commun  ; 
par  confequent  ex — 44=0  contient  une  racine  de  k pro- 
pofée,  quieft;^=-^. 

Ondivifera  la  propofée  par  ex- — 44  = 0,  & l’on  aura 
le  quotient  efxx  — jW/at  h-  afr*  = o , qui  contient  les  deux 

— bbex. 
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autres  racines  de  la  propofèe  . On  le  partagera  en  deux 
fommes,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  oîi  eft/*, 
& les  autres  dans  la  fécondé;  & l’on  aura 

cfxx — i^bfx.  Et  -hhcx-^lb*, 

Divifant  la  première  par  /x , & la  fécondé  par  — W , l’on 
aura  ex  — jW,  Et  ex — ‘^bb.  Ces  deux  fommes  conte- 
nant les  mêmes  grandeurs  , chacune  ell  leur  divifêur  com- 
mun s par  confequenc  ex  — ^bb=o  ^ contient  une  fécondé 
racine  de  la  propolëe,  qui  eft  = -4^. 

Enftn  divifant e/xAf- — ^béfx’^^b*=o,  parrx — j/J=o, 
— ibex 

on  trouvera  pour  quotient  fx  — ü — o,  qui  contient  la 
troifiéme  racine  de  la  propofee,  qui  eft  x — -^. 

La  détnonftration  eft  la  même. 

R E M A R.  Q_ü  E S. 

pourroit  propofer  la  même  méthode  de  cette  autre  ma- 
eiere.  Il  faut  fuppolêr  toutes  les  grandeurs  de  l'équation  pro- 
pofée  où  fe  trouve  une  môme  lettre,  ou  deux  lettres  differen- 
tes, égales  à zéro,  en  fuppofant  que  cette  lettre,  ou  chacune 
de  ces  lettres,  eft  égale  à zéro,  & feindre  une  équation  de 
toutes  ces  grandeurs;  & fi  l’on  veut  une  autre  de  toutes  les 
autres  grandeurs  de  l’équation  , & chercher  un  divi/êur 
commun  à ces  deux  équations;  ou  bien  ( fi  l’on  veut^  chercher 
un  divifeur  commun  à lapropolée,  & à l’une  de  ces  deux 
équations,  & faire  le  refte  de  l’operation  marquée  dans  la 
méthode . 

II. 

Lorfque  toutes  les  racines  d’une  équation  compofee  font 
incommenfurables  , & qu’elle  ne  peut  pas  être  le  produit 
d’équations  (impies  commenfurables , elle  le  peut  être  fou- 
vent  de  deux  ou  de  plufieurs  équations  compolées  plus  (im- 
pies , chacune  d’un  moindre  degré  que  la  propoice  , \eC- 
quelles  équations  compofances , quoiqu’elles  n’ayent  pas 
leurs  racines  commenfurables , peuvent  pourtant  être  elles- 
mêmes  commenfurables  ; c’eft  à dire , elles  peuvent  ne  con- 
tenir aucunes  incommenfurables . Or  il  eft  évident  que  la 
méthode  qu’on  vient  d’exjriiquer  , ne  (ërt  pas  foulement  à 
trouver  les  racines  commcnfiuables  de  la  propoice , mais 
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aufli  les  équations  compolantes  plus  /impies  que  la  propo/ee , 
& dont  elle  eft  le  produit , lorfque  ces  équations  plus  /impies 
font  commenfiirables;  ce  qui  fert  à abai/lèr  la  propofée  à un 
moindre  degré. 

III. 

Lorfqu’après  avoir  fait  le  partage  de  toutes  les  grandeurs 
d'une  équation  compofée  en  deux  fommes , de  toutes  les 
maniérés  qu’il  e(I  podible,  on  ne  trouve  aucune  équation 
fimple  qui  la  divi/ê  cxaftement , c’e/t  une  marque  qu'elle  n’a 
aucune  racine  commenfurable } & lorfqu'on  ne  trouve  au- 
cune équation  compofée  plus  /impie  que  la  propofée  qui  la 
divife  exadlement,  c’eft  une  marque  qu’elle  ne  peut  être 
abai/Tée  à un  degré  plus  /impie;  c’e/l  si  dire,  qu’elle  ne  peut 
être  le  produit  d'autres  équations  compofées  plus  /impies 
qui  foient  commenfurables. 

IV. 

Cette  méthode  s’étend  au/fi  aux  équations  qui  ont  des 
incommenfurables  , lorfque  ces  équations  /ont  le  produit 
d’autres  équations  plus  /impies  qui  contiennent  les  mêmes 
incommenfurables,  ou  du  moins  dont  une  les  contient. 
Pour  trouver , par  exemple , les  racines  de  x’  -t-  bxx 

— xxy/ab^lbb 

lix^ ab  ^ ^bb 

— 6bb  ^ ab  -4*  ^bb 

on  partagera  cette  équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  oîl  fe  trouve  l’incommenfurable 
^ab-^^bb,  & les  autres  dans  la  fécondé;  & l’on  aura 
— xxy/ ab’^  ^bb  zbxi/ ab’^'^bb  — ab  -V-  ibb . 

Et  x’  •+•  bxx  ^ iW  . Divifant  la  première  par  — y/ ab-^'^bb, 
l’on  aura  pour  la  première  xx  — zbx  -4-  6bb . On  cherchera 
le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  première  & de  la  fé- 
condé /omme , & l’on  trouvera  que  xx  — zbx  «♦-  bbb  = o, 
eft  ce  divifeur  commun,  par  lequel  divifant  la  propo/ce,  on 
trouvera  le  quotient  exaét  x — y/ab-^Jbb  = o , qui 
contie^  une  racine  de  la  propofée  , qui  eft  x = — ib 
•+-  v' ab-tf^ibb  . Le  divifeur  xx  — zbx  6bb  = o,  contient 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires  , la  première  étant  x=^b 
— 5W» ; la  fécondé,  x = ^ — 5^^. 

Seconde 
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* Seconde  Méthode. 

^ * 1*.  11.  faut  regarder  une  des  grandeurs  connues  de  réquatioa 
compofée  dont  on  veut  trouver  les  racines,  ou  bien  les  équa- 
tions conunenfurables  pIusGmpIes  qui  ladiviïêntexaâcment, 
comme  l’inconnue  de  l’équation  5 âcconlîderer  l’inconoue  de 
l’équation  comme  une  grandeur  connue,  & ordonner  l’équa- 
tion par  rapport  à cette  inconnue  fuppo/ee. 

2“.  Il  âut  enfuite  appliquer  à l’équation  ainC  ordonnée  , la 
méthode  du  fécond  Problème  , ou  la  première  methesde  de 
cette  fedlion;  & G.  l’on  trouve  des  équations,  dans  le/quelles 
l’inconnue  delapropofée  foit  linéaire,  qui  divifent  exaélement 
cette  équation , on  aura  les  racines  de  la  propofée . Si  l’on 
trouve  des  équations  qui  divi/ënt  exaâement  cette  équation, 
<}ui  contiennent  des  puiHances  de  l’inconnue  de  la  propofée, 
l’on  aura  les  équations  compofées  plus  limples  que  la  pro- 
pofée, donc  elle  ell  le  produit.  L'on  opérera  fur  chacune  de 
ces  équations  compofées  plus  Gmples,  comme  l’on  a fait  fur 
la  propofée . 

3“.  Dans  le  choix  qu’on  fera 'd’une  grandeur  connue  de  la 
propolee  , pour  en  faire  l’inconnue  de  l’équation  , il  âut  en 

f>rendre  une  dont  la  plus  haute  puiflance  fbic  moindre  que  cel- 
e de  l’inconnue  de  la  propofée , pour  avoir  une  équation  d'un 
moindre  degré  que  la  propofée,  & qui  foit  par  confequent  plus 
facile  à refmdre . 

y..  Exemple. 

OUR  trouver  les  racines  de  cette  équation  du  troiHéme 

degré,  X icxx — xex 

•+<«xx  —tex  — xcd 
M-ixx  •^‘xbx^bed 
t^dxx  eex^abd 

' — xedx 

tbaadx 

i^bdx  ^ 

I* , on  regardera  la  connue  c comme  inconnue  , & rmcoo- 
nue  X comme  connue  ; & après  avoir  ordonné  l’équatroa 
par  rapport  à l’inconnue  c,  on  aura  l’équatioo  fuivante  du 
fécond  degré  dcc^xdc  ^»bd=ao 

adaxec  — bde  r^axbx 
— «xf  •^‘tdx 
•^bxt  tifbdx 
r^xdxc  p4-«xx 
r—  ^xxt  ^ bxx 
^•dxx 
*Hx* 


Q 
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0®.  Pour  fe  fcrvir  delà  méthode  du  fécond  Problème,  il 
faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  cocficicnt  du  premier  terme  ^ 
d-f  x , qm  font  i . //-t-ar;  ■&  leurs  produits  par  rmconnue  c, 
qui  font  c,  cd**“ ex.  Il  faut  aulTi , trouver  tous  les  divilêurs 
du  dernier  terme . Pour  les  trouver,  oo  feindra  que  ce  dernier 
terme  eft  une  équation  > & l’on  aura 

•^dxx^bdx’^abd—o, 

•+•  ixx  "4-  adx  ; 

^axx^abx 

On  cherchera  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier  terme  aid , 
qui  font  \ .a.b.  d . ab.  ad.hd.  abd . On  fera  leJT  équadons 
fimples  af4«i  = o.  X <*/*  ax=.o.  x’^i=o.x’^d=o. 

11  e(l  inutile  d’en  faire  d’autres,  pareeque  les  racines  de  cette 
équation  feinte  font  toutes  négatives  , & les  divifeurs  ai . 
ad,  &c.  ont  plus  de  dimenflons  qu'il  n’en  faut  dans  ces  équa- 
tions Hmples.  L’on  trouvera  que  la  divifîon  de  cette  équa- 
tion feinte  fe  fait  eEaâement  par  x’*-a  = o , 

X •*rd  =o.  I - 

Si  l’on  avoir  befoin  de  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme,  il 
n’y  auroit  qu^  multiplier  ces  équations  fimples  les  unes  par  les 
autres  deux  à deux;  mais  ces  divifeurs  feroient  inutiles,  ayant 
plus  de  dimenfions  qu’il  n’en  faut . 

Ayant  les  divifeurs  du  dernier  terme,  dont  on  abe/bin, 
on  fera  , félon  la  méthode  du  fécond  Ptoblême  , les  équa- 
tions fimples  de  l’inconnue  t , & de  chacun  des  divilêurs  du 
dernier  terme;  & l’on  aura  c — x — a=o,c- — x — i = o, 

< — x~—d=o,  &c.  On  ne  fait  pas  les  équations  Jîmpics 
dc-^-xc  — X a ■=  O,  &c.  pareeque  le  premier  terme  de 

xc  , a plus  de  dimenfions  qu’il  ne  faut . On  divifera  l’équa- 
tion , dont  c eft  fuppofée  l’inconnue , par  ces  équations  hm- 
pies , & on  trouvera  qu’elle  fê  divife  fans  relie  par  c — x — a 
= o,  &parc  — X — b = o:  Ainfi  ces  équations  fimples 
contiennent  chacune  une  racine  de  la  propofee . La  première 
eft  * =f  — <»  ; la  fécondé , x — c — i ; & l’on  trouvera , 
après  avoir  divifé  la  propofée  par  Içs  équations  fimples  x"*f  a 
— f = o,  x’*!‘i  — c=.o,  lequotient  exaft  * -4- d=oj 
qui  contient  la  troifiéme  racine  x-=  — d. 

Re  MAR  Q^U  E. 

O N auroit  beaucoup  abrégé  l’operation  precedente , fl  l’on 
avoic  examiné  , avant  de,  chercher  les  divifeurs  du  dernier 
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terme  de  l’équation  dont  c a été  fuppofée  rincoooue  , fi  un 
dcsdivilêurs  du  premier  tetvoRdec^xee,  par  exemple  d-^x, 
ne  le  lêroit  point  auffi  de  toute  cette  équation  i.  oc  comme 
l’on  auroit  trouvé  qull  la  divife  lâos  refie»  que  le  quodent 

eft  ' U — M ■+•4^=0» 

hC  H-4Af 

2xc-^bx 

O^XX 

le  divifeur  x = o,  contiendroit  déjà  une  racine  de  la 
propolèe  , quiefi  a?  = — d.  L’on  trouveroit  les.  deux  autres 
en  ^rant  feulement  fur  le  quotient  : mais  on  ne  s’eft  pas  fer- 
vi  de  cet  abrégé,  afin  de  faire  mieux  concevoir  cette  fecoa-; 
de  méthode. 

AJtre  manière  par  la  première  Méthode  de  cette  SeSlion. 


Qh  partagera  l’équation  ordonnée  par  rapport  à.  la  lettre  f » 
confiderée  comme  inconnue  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  oîi  fc  trouve  la  lettre  d^  & les  au* 
très  dans  la  fécondé;  & l’on  aura 

•ifdec — ade  -^aèd  Et  xce  — axe  -^abx 
^ — bdc  ^adx  — bxc  •^axx 

—2dxC’*fbdx  —%xxC^bxx 

^dxx  ' «Hx’ 

Divifiint  la  première  par  //,  & la  fécondé  par  *»  on  aura  pour 
l’une  6c l'autre»  ce — ac  -^ab 

— bc  •+*4x  ' 

•—ixc’^bx' 


•^xx 

Àinfi  le  plus  grand  divi/êur  commun  des  deux  fommes  eft 
ce — ac  •*■4^=0, 

— bc  >H4X 
' — 2xc^bx  ' • 

•^xx 

Ondivifera  l’équation,,  dont  c eft  fuppofoe'  l’inconnue , par 
Ce  divifeur  commun , & l’on  trouvera  le  quotient 
qui  contient  une  racine  de  la  ptopofée  , qui  efi  x-=  — d\ 
pour  avoir  les  deux  autres , on  partagera  le  divifeur  commun 
en  deux  fommes , mettant  dans  la  première  les  grandeurs 
où  fe  trouve  4,  6c  les  autres  dans  la  fecondei  6t  ion  aura 
— ac^ab  cc  — be  -^bx 

•+-4X  — 2XC^^XX 


i 
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Divîfant  la  première  par — a,  l’on  aura  pour  la  première  f — h. 
— X,  qui  divife  exaiàement  û (êconde  ; ainfi  c — b — x = o 
contient  une  lëconde  racine  de  la  propofée , qui  eft  x = c 
— b.  Divi/ânt  (t  -r-ac  ^ah  =.o,  par  c — b — x = o» 

— bc’^ax^  . . I 

— 2xr-*-ix 

Ton  trouvera  le  quotient  c — a — x?  = o , qui  contient  la 
troifiéme  racine , qui  eft  x = r — a . 

Démonjiration  de  la  fécondé  «teîbode. 

Jl  efl  évident  que  Tes  divifêurs  exafts  de  l’équation  qu’on  z 
ordonnée  p,ar  rapport  à une  des  lettres  connues  de  la  propofée, 
regardée  comme  inconnue , font  auflî  desdivifeurs  exadls  de 
la  propofée;  & que  s’ils  contiennent  llnconnue  linéaire  x de 
•itf  8f  27.1^  propofée,  * ils  en  contiennent  les  racines;  s’ils  contiennent  les 
puiflânccs  de  l’inconnue  » de  Ta  propofée,  ce  font  les  équations 
commcnfurables  plus  Amples  que  la  propofée , dont  elle  eft 
le  produit  Or  la  méthode  fait  trouver  ces  divifturs  exaéh 
lorfqu’il  y en  a ; elle  fait  donc  trouver  les  racines  commenfu- 
rables  de  là  propofée , ou  les  équations  commenfura blés  plus 
Amples  que  la  propofée , dont  elle  efé  le  produit. 

Troifiime  méthode  par  le  moyen  det  trantformatiom ..  ' 

Remarques  neceff’airer  pour  concevoir  clairement 
cette  metbode . 

^^TTE  troifiéme  méthode  fervira  à abréger  la  method* 
generale  du  premier  Problème,  principalèmcnt  dans  les  équa- 
tions numériques  ; elle  s’étend  aufii  aux  équations  littérales}, 
mais  les  deux  méthodes  qui  précèdent  > fi>nt  ordinairement 
les  plus  courtes  de  toutes  pour  ces  équations. 

La  longueur  de  la  méthode  generale  du  premier  Problème 
peur  trouver  les  racines  d’une  équation  compofée  , vient  de 
ce  qu’étant  neccflàire  de  divifer  cette  équation  par  une 
équation  fimple  qui  contienne  l'inconnue  plus  ou  moins  un 
des  divifeurs  du  dernier  terme  ; quand  ce  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs , il  y a beaucoup  dediviCons  à faire  t 
avant  de  trouver  les  équations  Amples , qui  en  Ibnt  les  di- 
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vifcurs  ; ainfi  la  maniéré  d'abreger  cette  méthode , lcroit  de 
diminuer  le  nombre  des  divifeurs  du  dernier  ternie  de  la  pro- 
pofée  , ou  de  pouvoir  dilHnguer  parmi  ces  divifeurs  ceux-là 
feulement  qui  font  utiles , & de  laifTer  les  autres . 

Cela  fe  ^ut  faire  par  le  moyen  des  transformations  ; i* , 
en  trouvant  une  transformée  dont  le  dernier  terme  contien- 
ne moins  de  divifeurs  ■ que  la  propoféc  ; par  cette  maniéré 
on  trouvera  plus  facilement  les  racines  de  la  transformée  , 
qui  feront  enfuite  connoître  celles  de  la  propofée  . 2“.  Ln 
trouvant  une  ou  plufieurs  transformées  , dont  les  racines 
foient  celles  de  la  propofée  augmentées  ou  diminuées  d'une 
grandeur  connue  ; car  les  racines  de  ces  transformées  étant 
diminuées  ou  augmentées  de  la  meme  grandeur  connue  , 
feront  celles  de  la  propofée}  & ces  racines  des  transformées 
devant  être  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  ; en  dimi- 
nuant ou  augmentant  tous  les  divifeurs  des  derniers  termes' 
de  ces  transformées  de  la  même  grandeur  connue  , il  eft 
évident  qu’il  ny  aura  que  les  divifeurs  ainfi  diminués  & aug- 
mentés , qui  feront  communs  avec  les  divifeurs  du  dernier 
terme  de  la  propofée  , qui  pourrotit  être  les  racines  de  la 
propoféc  ; ce  qui  fera  difîinguer  parmi  tous  les  divifeurs  du‘ 
dernier  terme  de  la  propofée  , ceux-là  feulement  qui  en 
pourront  être  les  racines . 

Mais  comme  l’on  n’a  befoin  que  des  feuls  derniers  termes 
des  transformées , il  faut  fe  fbuvenir  pour  abréger  le  calcul , 

1®,  qu’en  fubftituant  une  grandeur  connue  pofitive  dans  la 
propoféc  à la  place  de  Hnconoue  , la  fbmme  de  toutes  les»j<>. 
grandeurs  de  l’équation , après  la  fubAitution , efl  le  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont'  les  racines  fêroient  celles  de 
la  propofée  diminuées  de  cette  même  grandeur  connue  : 

, qu’en  fubflituant  une  grandeur  connue  négative  dans  la 
propofée  à la  place  de  l’inconnue,  * la  fomme  de  toutes 
grandeurs  de  l’équation , après  la  fubfHtution,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  feroient  celles  de 
la  propoféc  augmentées  de  la  même  grandeur  connue . Et 
dans  ce  dernier  cas , il  fuffit  de  fubflituer  la  grandeur  con- 
nue comme  fi  clic  étoit  pofitive , & de  changer  tous  les  li- 
gnes des  termes  où  les  puiflânces  de  l’inconnue  ont  des  expo 
fans  impairs}  c’cfl  adiré,  où  il  y 3 a?,  x^,  x',  &c.  Cescho 
fol  fuppoféei  : voici  la  tcoifiéme  méthode. 
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62,,  Metbode  pour  tra-t) former  une  équation  propofée  en  une  autre  , 
dont  le  dernier  terme  ait  maint  de  divifeurs  que  le 
dernier  terme  de  la  propofée . 

Premiercas. 

A N D Us  puiffancet.  de  fuite  d'un  dhifeur  du  coê/cient 
du  Jecond  terme , font  des  divtfeurs  de.  tout  les  termes  fuivans  ; 
& quand  Je  fécond  terme  étant  évanoui , les  puiffancet  de  fuite, 
d'un  q tarré  diiifeur  du  coêjicient  du  troifséme  terme,  font  des. 
divijeurs  de  tous  les  termes  fuivans. 

J[l  faut  trouver  la  transformée,  dont  les  raânes  folent  les  raci- 
nes de  réquation,  divife'es  par  le  divifêur  du  lêcond  terme,dont 
les  puiflânces  prilês  de  fuite,  font  des.divifeurs  des  coëficients 
fuivans  & du  dernier  terrac>&  le  dernier  terme  de  la  transfor. 
mée  aura  beaucoup  moins  de  divifeurs  que  celui  de  la  propofée . 

Lorfque  le  fécond  terme  cft  évanoui il  faut  trouver  la 
transformée,  dont  les  racines  foient  les  racines  de  la  propofée , 
divilees  par  la  racine  du  quarré  divifeur  du  troifiéme  terme , 
dont  les  puiflânces  prifes  de  fuite,  font  des  divifeurs  des  coëfî.: 
dents  fuivans  & du  dernier  terme  ^ 

Exemple  L 

Po  U R transformer  l'équation  — éfxx  iix — 144.— 

en  une  autre , dont  le  dernier,  terme  ait  moins  de  divifeurs, 
que  144,  qui  en  a beaucoup , je  remarque  que  les  puiflânces  4 
& 8 de  2 , qui  cfl  un  divifeur  du  fécond  terme  4 , font  des. 
divifeurs  de  12  &de  144;  c’eft  àdire 4,  quarré  de  2,.  eft.  divi- 
fêur  de  12,  & 8 cube  de  a l’efl:  de  144. 

Je  divife  chaque  racine  de  la  propofée  par  2 , c'eft  à dire 
• je  foppofo  * I = jr , d où  je  tire  a?  = 2/  ; je  fais  la  fubflitu- 
ï'T«n»/«r.tion  de  cette  valeur  de  x,  à la  place  de  x,  dans  la  propofée  , 
mMtua.  ^ ÇQ  divifant  4 par  2,  12  par  4 , 144 

par  8 > je  trouve  la  transformée/’  — 2//  ■♦•3/  — 18  =0, 
donc  le  dernier  terme  18  a bien  moins  de  divifours  que  I44> 
Lcsdivifeurs.  de  18  font  i,  3 . 3.  6.  9.  18  . 

- Je  trouve  que  /’ — ïJÿ *♦“  — 18  = o,,  fe  divife  exaSc* 

ment  pat  9 — 3 = o , & que  le  quotient  eft  //  -*•  1/ 6 
= Oi  Ainfi  ^ 3 eft  une  racine  pofitive  de  la  transformée;  le 
quotient  contient  les  deux  autres  qui  font  imaginaires . En 
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fubfUtuant  3 à la  place  de  y dans  x — iy^  l’on  aura  * = 6 j 
ainfi  6 eft  la  racine  de  la  propofée. 

Exemple  II, 

^OIT  la  propofée  x*  ■ — 144X  — 10358  = 0,  dont  le  der- 
nier terme  a beaucoup  de  divifeurs,  mais  il  eft  divifible  par 
la  troifiéme  puiftance  de  la  ; & le  troilicme  terme  144*  eft 
divifible  par  le  quarrc  de  12. 

11  faut  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  foit  tel- 
le , que  les  racines  de  la  propofée  , divifces  par  12,  foicnt  cel- 
les de  la  transformée,  ainfi  il  faut  fuppofér  x — tiy;  & après 
la  fubftitution,  qui  le  fait  par  abrégé,  * en  divifant  144  par'j5, 
144  quarré  de  1 2 , & loj58  par  1 728  cube  de  12,  l’on 
la  transformée 7’  — 17  — 6 = 0,  dont  le  dernier  terme  â, 
n’a  que  les  divifeurs  i . a . 3 . 6. 

Divifant  cette  transformée  par  7 — 2 = o,  la  divifion  fc 
fait  fans  relie,  & l’on  trouve  le  quotient  77  -»•  27  -4-  3 = o. 
Ainfi  -4-  2 eft  une  racine  pofitive  de  la  transformée  ) & les 
deux  autres  que  contient  le  quotient , font  imaginaires . 

Subftituant-4- 2àlaplacede7dansx=  127,  l'onax=:24, 
ainfi  -4-  24  eft  la  racine  de  la  propofée. 

Second  cas  pour  touta  Us  équatiom . 

^ RANSFORMER  une  équation , dont  U dernter  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs , en  une  autre  dont  U dernier  terme  en  ait 
woiniy  lorfque  féquation  na  pas  Us  conditions  du  premier  cas . 

^OITla  propofée  x>  — loxx  H-  \^x — 24  = 0,  qu’UfâuC 
transformer  en  une  autre , dont  le  dernier  terme  ait  moins  de 
divifeurs  que  celui  de  la  propofée . 

- 11  faut  fubftituer  dans  la  propofée , à la  place  de  x , & de 
fes  puilTances,  1%  l’unité,  c’eft  à dire  "4-  i;  2%  — • i;  3%  •*‘  i 
& fes  puiflanccs}  4*,  — 2 & fes  puiffances;  & ainfi  de  fuite 
^ 3 , — 3 , &c.  11  fout  prendre  la  fomme  des  grandeurs  de 
l’équation  après  chaque  fubftitution . 

• Quand  on  en  trouvera  une  qui  a moins  de  divilcurs  que 
le  dernier  terme  de  la  propofée  , il  faudra  fuppofér  il'incoD- 
nue  de  la  propofée  x = y ou  — le  nombre  donc  la  fub*: 
ftitution  a donné  la  fomme  qui  a le  moins  de  divilcurs , & 
fubftituer  cette  valeur  de  x,  à la  place  de  x , dans  la  pro» 
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poftc  ; & l’on  aura  une  trausformée  , dont  le  dernier  terme 

aura  moins  de  divifeurs  que  celui  de  la  propofe'c. 

Il  faut  en  chercher  les  racines  ; & quand  on  les  aura  trou- 
vées , elles  feront  connoître  celles  de  la  propofée. 

,.£n  fubttituani  •+•  i dans  l’exemple  propofé 
ipx — 24  = 0,  à la  place  de  x>  l’on  trouve  i — lo-t- 19 
— »4  = — 14  : or  14  a moios  de  divifeurs  que  24  . C’eft 
pourquoi  je  fuppofe  a?  ■+■  i ; & fubftituant  i & les 

piiifl’ances , à la  place  de  ;*•  & de  Ces  puiflanccs , dans  la  pro- 
pofée, je  trouve  la  transformée  fuivante^’ — — *4 
= O.  Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1.2.7.  14.  Cette 
transformée  Ce  divife  exaélement  par 7 — 7 =0,  & le  quo- 
tient ett  fy*-2  = oi  ainfÎ7  = 7,  & fubftituant  7 à la  place 
de  7,  dans  jf  =7  hh  i , je  trouve  x = ainli  8 cft  une  ra- 
cine pofitive  de  la  propofée . 

6 3 . Met  bode  pour  frire  difiinguer  parmUes  divifeurs  du  dernier  terme 
d une  équation,  ceux  qui  en  peuvent  itre  les  racines . 

1°.  Jl  faut  fubflituer  fucceffivement  dans  la  propofée  i . 1. 
3.4,  &c.  à la  place  de  l’inconnue - 

2°.  11  faut  prendre  la  fbmme  de  toutes  les  grandeurs  de  Té- 
quation  , après  la  fubflitution  de  chacun  de  ces  nombres , Sc 
l’cn  aura  autant  de  femmes  qu’on  a fubflituc  de  nombres. 

3°.  11  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  & tous  les  divifeurs  de  chacune  de  ces  fbmmes. 

4'.  Il  faut  ajouter  à tous  les  divifeurs  de  chaque  fomme , le 
nombre  dont  la  fubflitution  a donné  la  fomme  de  laquelle  ils 
font  divifeurs»  & après  les  avoir  ainfi  augmentés , leur  ajouter^ 
le  Cygne  •*- , c’eft  à dire , les  regarder  comme  pofitifs. 

11  faut  retrancher  de  tous  les  mêmes  divifeurs  de  chaque 
fomme  , le  même  nombre  dont  la  fubflitution  a donné  la 
femme  de  laquelle  ils  font  les  divifeurs,  marquant  devant 
les  refles  de  ceux  qui  étoient  moindres  que  le  nombre  qu’on 
en  a retranché  , & le  ligne  — devant  les  reûes  de  ceux  qui 
étoient  plus  grands . . , 

5“.  Il  faut  choifir  parmi  tous  les  divifeurs  augmentés  pofitifs 
de  chaque  fomme  , ceux-là  feulement  qui  font  communs 
avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  ; &.  ce, 
feront  les  feuls  qui  pourront  être  les  racines  politives  de  la 
propofée  J ainû  il  faudra  divifer  la*  propolec  par  x moins 

chacun 
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chacun  de  ces  divifcurs  communs  i & les  divifions  qui  fe 
iêronc  /ans  refte  | feront  coonoître  les  racines  poficives  de  la 
propofée . 

On  choillra  de  même  parmi  les  divifeurs  négatifs  dimi> 
nués  , ceux-là  feulement  qui  font  communs  avec  les  divi- 
leurs  du  dernier  terme  de  la  propolee  , & on  diviiêra  la  pro< 
polee  par  x plus  chacun  de  ces  divilêurs  ; & lorlque  la  divi- 
fion  Ce  fera  fans  relie,  on  connoîtra  les  racines  négatives  de 
la  propol^. 


Exemple. 

T / e'  QJT  A T I O N'propolee  eft  **  — i oxx  24=0} 

on  fubdituera  i . z.  J.  4,  &c.  à la  place  de  x,  comme  on  le 
voit  ici. 

x> — loxx’^figx — 24=0. 
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Semmts  ^ 

Subftitutionde  — 10  H-ig  — 24= — 14 

Subftitution  de  2, 8 — 40  -^38  — 24= — 18 
Subliicution  de  3,-4-  27  — 90  ■+•57 — 24= — 30 
SublHtutiondc4,^«4j— i6o*+-  76  — 24= — 44. 
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feursdei4,  i.  2.  7.  14. 
feursdeiS,  i,  z.  3.  6.  9.  18. 
leurs  de  30,  i . 2.  3.  5.  10.  ly . ja 

fenrsdc44,  Z.  z.  4.  ii.  la.  44. 


feursdei4augmentésderunité,  -4-a,-+-3,-4-8,-*-  ly.  ' 

feurs de  14 diminués  de i,  o,  — ly — 6, — ij. 

leurs  de  1 8 augmentésde  2,  3 , -t-  4,  5,  8,  1 1,  10, 

feurs  de  18  diminués  de2,-4-i,  o, — i, — 4,  — 7, — 16. 

leurs  de  30  augmentés  de  3»h«4,^"  y,»*-  8,*4“9,  3}. 

leurs  de  30  diminués  de3,-+*  2,-**  r,  o,  — 2, — 3,  — 7, — 12,-271 

leurs  de  44  augmentés  de  4,  «4“  y,  6,*t*8,"*-  ly, -»-2tf,*4"48. 

fcursde44dimmués  de  4,  •+•3,  h- a,  o, — 7,—;  18, — 40. 
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Apr^  avoir  aiafi  fait  les  rubfh'cutions  de  i , 2 , 3 4)  troii- 
vé  les  fomiîics  après  les  fubAicutions , & tous  les  divifeurs  de 
chaque  romme , & augmenté  & diminué  tous  les  divifeurs 
de  chaque  fbmme  , du  rtombre  dont  la  fubflitution  a fait 
trouver  la  fbmme  , & bien  diflingué  les  pollcifs  & les  néga* 
tifs  ; il  faut  choifîr 'parmi  les  pofîtirs  feuls  qui  font  communs 
à chaque  fômtne  & aux  divifeurs  du  dernier  terme  24  de  la 
propofée.  . t 

L’on  trouve  qull  ny  a que  8 qui  fôit  commun  ; ainfi  Tort 
eft  réduit  à divifer  la  propofée  par  x — 8 = o,  & la  divifîon 
étant  exadfe,  l'on  a une  raéine  de  la  propofée  qui  e(l  a:  = 8 . 

L’on  chercheroit  de  même  fi  parmi  tous  les  divifeurs  néga* 
tifs  de  toutes  les  fbmnrres  , il  n'y  en  aurtnc  point  de  commun 
à toutes  les  femmes  ôc  aux  divifeurs  de  24;  «Sc  s’il  y en  avoit; 
quelqu’un  , on  feroit  la  divifîon  de  la  propofée  par  cedi- 
vifeur  commun  ; & fi  la  divifîon  étoit  jofte  , on  auroit  une 
racine  négative  : Mais  il  n’y  en  a aucun  dans  notre  exemple  , 
qui  ne  peut  avoir  que  des  racines  pofitives , tous  les  termes 
ayant  alternativement  & — . 

Démçnflratio»  de  tette  méthode. 

A'ÈU  N E des  fommes  qu’on  trouve  après  les  fubftitutions 
des  nombres  à la  place  de*;  dans  la  propofée,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée , dont  les  racines  pofitives  font  les  ra* 
cincs  pofitives  de  la  propofée , diniinuées  du  nranbre  dont  la 
fubftitution  a donné  cette  fomme  , & dont  les  racines  négati* 
ves  font  les  négatives  de  la  propofée,  augmentées  du  nombre 
dont  la  fubftitution  a donné  la  fomme , & dont  enfin  les  racu 
nés  négatives  moindres  chacune  que  le  nombre  fubftitué,  font 
encore  celles  des  racines  pofitives  de  ta  propofée  moindres  que 
le  nnême  nombre  , qui  étant  diminuées  de  ce  même  nombre 
plus-grand  qu’elles,  font  devenue»  négatives  dans  la  transfbr* 
mée  J par  le  furplus  de  ce  nombre  fur  ces  racines  pofitives  . 
Cela  eft  évident  par  le  troifiéme  & quatrième  Corollaires  des 
& 3 J. transformations*,  qu’il  faut  fe  rendre  familiers  pour  bien  en- 
tendre cette  démonftration . 

D’oh  il  fuit  que  les  racines  pofitives  des  traïuformées  étant 
auginencées  dn  nombre  dont  la  fubftitution  a donné  leur 
dernier  terme , font  les  racines  pofitives  de  la  propofée  ; & 
>•  .les  racines  négatives  des  ttansfomiées  étant  diminuées  du 
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même  nombre , font  les  racines  négatives  de  la  proposée  ; en- 
fin les  racines  négatives  des  transformées  moindres  que  le 
nombre  dont  la  fubflitution  a donné  leur  dernier  terme , 
étant  retranchées  de  ce  nombre  , les  quantités  de  furplus 
font  les  racines  poftcives  de  la  propofée  qui  font  moindres 
que  ce  nombre. 

Mais  dans  le  temps  qu'on  ignore  les  racines  des  transfor- 
mées & de  la  propofée  , on  regarde  tous  les  divifeurs  des 
derniers  termes  des  transformées  comme  leurs  racines  ; ainfi 
après  les  avoir  augmentés  du  nombre  qui  a donné  le  dernier 
terme  de  chaque  transformée  , on  peut  regarder  ces  divi- 
fêurs  ainfi  augmentés  , comme  les  racines  pofîtives  de  la 
propofée  ; & après  les  avoir  diminués  du  même  nombre , 
on  les  peut  regarder  comme  les  racines  négatives  de  la  pro- 
poféc  ; & enfin  après  avoir  retranché  du  nombre  qui  a don- 
né le  dernier  terme  d’une  transformée,  les  divifeurs  moin- 
dres que  ce  nombre , on  peut  regarder  les  reftes  comme  les 
racines  pofîtives  de  la  propofée  , qui  font  moindres  que  ce 
nombre. 

Cependant  les  transformées  n’ayant  pas  d’autres  racines 
que  la  propofée  , fçavoir  les  pofîtives  de  la  propofée  , dK 
minuées  du  nombre  qui  a donné  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée , & les  négatives  augmentées  du  même  nombre  , il 
faut  que  ceux  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  qui  font 
leurs  racines,  étant  augmentés  ou  diminués  du  même  nom- 
bre qui  a donné  le  dernier  terme  de  la  transformée,  foient 
égaux  aux  racines  de  la  propofée;  & par  confequent  ceux 
d’une  transformée  à ceux  de  l’autre,  & que  les  mêmes  foient 
égaux  à ceux  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  en  font  les  racines. 

D’oîi  il  fuit  que  ceux  qui  ne  font  pas  communs  , ne  peu- 
vent être  les  racines  de  la  propofée,  & qu’il  n’y  a que  ceux 
qui  font  communs  qui  pui  lient  en  être  les  racines.  La  métho- 
de fait  donc  diftinguer  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  qui  en  peuvent  être  les  racines)  ce  qui  étoit  propofé. 

Application  de  la  méthode  précédente  aux  équations  littérales . 

**  — aaxofaah  = 0,  (ioot  il  faut  trouver 

— abx 

les  racines  par  cette  méthode. 

R ii 
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II  faut  d’abord  trouver  tous  les  divifeurs  de  6)n  dernier  ter<« 
me,  qui  font  i^a,b,aa,  ab,aah. 

Il  n y aura  que  le  trois  premiers  qui  /êrviront  ; les  autres 
ayant  deux  dimenCons , ne  peuvent  fervir  à former  les  équa* 
lions  (impies  par  Icfquelles  il  faut  divUêr  la  propofée , pour 
en  trouver  les  racines. 

II  faut  transformer  la  propofée  en  une  autre,  dont  les 
racines  pofitives  foient  celles  de  la  propofée  , diminuées  d'une 
grandeur  connue,  & les  négatives  foient  les  négatives  de  la 
propofée  , augmentées  de  la  même  grandeur  connue  > c’efl  à 
dire , il  faut  trouver  le  (ëul  dernier  terme  de  cette  trans» 
formée. 

On  prendra  cette  grandeur  connue  parmi  les  grandeurs 
connues  de  la  propofée  ; on  fuppofera  , par  exemple , que 
c’eft  la. 

On  fora  la  fubflitution  de  la , au  lieii  de  x dans  la  propo. 
foe , & on  trouvera  que  la  fbmme  des  grandeurs  de  l’équa» 
tion , apres  la  fubftitution , eft  la^  — aab-,  c’ed  à dire,  c’eft 
le  dernier  terme  de  la  tran^rmée . 

Les  divifeurs  linéaires  de  cette  fomme  font  i ,4,  24 — 
ceux  de  deux  dimenüons  font  inutiles . 

Les  augmentant  de  la,  on  aura  2«  i 34 , 44 

Retranchant  de  24  les  divifours- moindres  1 & 4,  Ton  aura 

•4-24  — I , -4-  4. 

Les  foules  grandeurs  pofitives  que  donne  la  transformée 
pour  trouver  Les  racines  pofitives  de  la  propofée  font  donc 
■4-24^1  , H»  34, -^44 f>,-4-24 I,-4-4. 

Retranchant  24  du  divifeur  24 — h , l’on  aura  — é pour 
la  foule  grandeur  négative  que  donne  la  transformée  > pour 
trouver  les  racines  négatives  de  la  propofée . 

Or  il  n’y  a que  la  grandeur  -4-  a , parmi  les  pofitives  , de 
commune  avec  le  divifeur  -4-  4 du  dernier  terme  de  la  pra- 
pofée;  ainfi  il  faut  voir  fi  la  pr(^foe  peut  être  diviféepar 
X — a—o;  & la divifion  fo  faifant  fans  refie , x — 4=0 
contient  une  racine  de  la  propofée , qui  efl  *•  = 4 i & le 
quotient  xx  — ax  — ah  = 0,  contient  les  deux  autres  , qui 
fcot  * = Ï 4 •♦•  ✓ 4 44  -4-  4^ , & î 4 — }/iaa,t-ab^ 
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SECTION  ni. 

Où  ton  explique  la  méthode  generale  pour  trouver  far  An»* 
lyfe  totttet  les  équations  commenfurables  plus  fmples  ^ dont 
une  équation  compofée  eji  le  produit  ; cefl  à dire  ^ la  mé- 
thode de  la  réduire  au  moindre  degré . 

De' FINITION. 

Toute  équation  compofce,  qu’on  fuppofë  fans  incoin* 
menfurables , peut  être  divifee  fens  reftc  par  des  équa- 
tions commenfurabics  plus  fimples  qu’elle  n’eft  ; ou  bien  elle 
ne  le  peut  pas. 

Lorlqu’elle  peut  être  ainfi  divi/ce , on  dit  qu’elle  eft  ré- 
duBibUf  & qu’elle  n’efl  pas  du  degté  où  elle  fe  trouve,  mais 
feulement  des  degrés  plus  limples , dont  font  les  équations 
plus  /impies , par  le/quelles  elle  peut  être  exadlement  divi- 
tée  , fuppofée  que  ces  équations  plus  /impies  ne  pui/Tent  pas 
être  divifées  par  d’autres  équations  commenfurables  encore 
plus  /impies. 

Mais  lorfqu’elle  ne  peut  être  ainfi  divi/ce  /ans  rc/Ie  par 
d’autres  équations  commenfurables  pins  /impies  , on  dit 
qu’elle  e/l  irriduciihle , & qu’elle  e/l  du  degré  où  elle  fe 
trouve. 

Ain/i  une  équation  du  cinquième  degré , par  exemple,  qui 
ne  peut  être  divi/ce  fans  re/le,  par  aucune  équation  comment 
furable  plus  /rmplc , c/l  irréduSîible , & elle  c/l  proprement 
du  cinquième  degré. 

Mais  une  équation  du  cinquième  degré , qui  peut  être  di- 
vifée  /ans  rc/le  par  une  équatron  irréduftible  du  fécond  degré, 
& par  une  équation  irréduélible  du  troi/îéme  degré,  e/l 
réduHible  ^ & elle  n’c/l  pas  proprement  du  cinquième  degré, 
mais  du  /ëcond  & du  troi/iéme  degré. 

R E M A R<^U  E S. 

P OU  R faire  le  dénombrement  exaél  des  équations  con> 
menfurables  plus  fîmples , par  lefquelles  les  équations  compo* 
fées  réduélibics  de  chaque  degré  , peuvent  être  divi/ees  fans 
te/le , on  peut  dire  que  dans  c^que  degré  elles  ne  le  peu* 

R iij 
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vent  être  que  par  autant  d’équations  plus  Hniples  qu’on  peut 
partager  le  nombre  qui  en  exprime  le  degré  en  d’autres  nom- 
bres entiers , y comprenant  l^nité , qui  joints  enfemble  , fe« 
ront  ce  même  nombre. 

- On  peut  partager  le  nombre  3 qui  exprime  le  troifiéme  dew 
gré:  i”,  en  t , I,  I ; 2®,  en  I , a . 

Ainfi  les  équations  du  troifiéme  degré  ne  peuvent  être  ré- 
dudlibles  qu’en  trois  équations  du  premier  degré  , ou  en  deux 
équations,  l’une  du  premier , & l’autre  du  fécond  degré . 

On  peut  partager  le  nombre  4 qui  exprime  le  quatrième 
degié:  1®,  en  i,  r,  r,  i>  a®, en  i,  i,  2i  j®,  en  i,  p 4°,  en  a,  *. 
.Ainfi  les  équations  réductibles  du  4*  degré  ne  peuvent  être 
divifées  fans  refte  que  par  quatre  équations  chacune  du  pre» 
mier  degré , ou  par  trois , dont  deux  foient  du  premier,  & la 
tioifiéine  du  fécond  degré  ; ou  par  deux  , dont  l’une  foit  du 
premier,  & l’autre  du  troifiéme  degré;  ou  par  deux,  dont 
chacune  foit  du  fécond  degré . 

On  peut  appliquer  facilement  ce  qu’on  vient  de  dire  aux 
degrés  plus  élevés. 

Lorsqu’on  cherche  , les  équations  commenfurables  plus 
fîmples , par  lefquelles  une  équation  compofée  peut  être 
exarflcment  divifée  , l’ordre  naturel  & la  facilité  de  l’opera- 
tion exigent  qu’on  commence  par  les  plus  fîmples  ; c’eft  ^ 
dire  , i®,  qu’on  cherche  les  équations  du  premier  degré  paç 
lefquelles  elle  peut  être  divifee  ; & apres  en  avoir  trouve 
pne  , qu’on  cherche  encore  fi  le  quotient  peut  être  divifé.par 
une  équation  du  premier  degré , en  continuant  ainü  jufqu’^ 
ce  qu'on  trouve  un  quotient  qui  ne  puiffe  être  divifé  par  une 
équation  du  premier  degré:  2° , C la  propoféc  ne  peut  être 
divifée,  par  une  équation  du  premier  degré  , ou  û l’on  cfl  ar- 
rivé à im  quotient  qui  ne  le  puiffe  être,  il  faut  chercher  û 
eUe  , ou  le  quotient  ne  peuvent  point  être  divifés  par  une  du 
fécond  degré;  & fi  on  nen  peut  trouver  du  fécond  degré, 
il  en  faut  chercher  une  du  troifiéme  ; & ainfi  de  fuite , ne 
paffant  aux  degrés  plus  compofés , qu’aprés  être  affuré  qu’on 
ne  peut  trouver  d’équations  plus  fimplcs  , qui  faffent  e.xa£le- 
ment  la  divifion  de  la  propofée.  ^ . 

Il  faut  même  remarquer , qu’en  cherchant  ainfi  les  équa- 
tions commenfurables  plus  fîmples , qui  font  des  divifeurs 
.exadis  d’une  propoféc  , il  faut , fe  borner  à celle  dont  le 
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degré  eft  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  , lorfque  la  propo- 
fée  e(t  d’un  degré  pair  > par  exemple , fi  elle  eft  du  quatrième 
degré , il  ne  faut  pas  paffer  le  fécond  ; fi  elle  eft  du  fixiémc , 
ne  pas  paflcr  le  troifiéme , &c.  & fi  la  propolée  eft  d’un  de- 
gré  impair,  il  faut  fe  borner  à l’équation  qui  eft  moindre  d’un 
demi  que  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  ; ainfi  il  faut  fê 
borner  à une  éejuation  du  fécond  degré  , lorfque  la  propofée 
eft  du  cinquième  degié } à une  du  troifiéme , lorfque  la  pro- 
pofée eft  du  feptiéme  , &c. 

La  raifbn  eft  que , quand  on  aura  ces  équations  moindres 
jufqu’à  celle  du  degré  , qui  eft  la  mratié  de  celui  de  la  propo- 
iée  , ou  d’un  demi  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  la  pro- 
pofée , en  divifànt  la  prepofée  par  ces  équations  moindres,  les 
quotiens  font  les  équations  plus  élevées , dont  la  propofée  eft 
le  produit  ; & fi  l’on  ne  trouve  aucune  de  ces  équations  moin- 
dres , on  eft  afliiré  que  la  propofée  n’cft  pas  divifible  par  les 
équations  plus  élevées  , puifqu’clle  ne  le  fçauroit  être  par  ces 
équations  plus  élevées , qu’elle  ne  le  fbit  aufti  par  les  moin- 
dres , donc  le  degré  joint  avec  celui  des  plus  élevées , feroit 
Je  degré  de  l’équation  propofée . 

D’ob  il  fuit , que  fi  une  équation  du  troifiéme  degré  ne  fe 
peut  divifer  par  une  du  premier  degré , elle  eft  irréduérible  ; 
Il  une  du  quatrième  ne  peut  être  diviféc  pr  une  du  premier, 
& pr  une  du  fécond  , elle  eft  irréduélible  ; fi  une  du  cin- 
quième ne  le  put  être  pr  une  du  premier , ou  par  une  du 
fécond  f elle  eft  irrédudîible  , âc  ainfi  de  fuite. 

On  a déjà  donné  la  méthode  generale  pur  trouver  les  équa- 
tions commenfurables  du  pemier  degré  , par  lefquelles  une 
équation  compfée  put  être  exaâemenc  diviféej  ainfi  on  fup- 
pfera  dans  cette  fc^ion , qu’on  a déjà  trouvé  toutes  les  équa- 
tions fimplcs  commenfurables  du  jjremier  degré  , par  lefqucl- 
les  une  é<^uation  compfée  put  ecre  exaélement  divifee , ÔÇ 
qu'il  ne  sagit  plus  que  de  trouver  les  autres  équations  com- 
menfurables du  fécond  , troifiéme  degré , &c.  pr  lefquelles 
elle  put  fê  divifer  exaéiement . On  ne  parlera  pint  du  troi- 
fiéme degré , puifqu’il  fuffit  de  trouver  fi  une  équation  du 
troifiéme  degré  put  ou  ne  peut  ps  fc  divifer  fans  refte  pr 
une  équation  du  premier  degré , pur  ffavoir  fi  elle  eft  réduc- 
tible ou  irréduélible . 

On  n’appliquera  aufli  les  méthodes  qu’on  va -donner  , 
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qu’aux  équations  du  quatrième,  cinqukme  & fixiérne  degré j 
parceque  dans  l’u/âge  ordinaire , on  n*a  pas  besoin  des  degrés 
plus  élevés , où  les  calculs  font  immcnfçs  j cependant  ces  mé- 
thodes peuvent  s’étendre  à tous  les  degrés. 

Pour  mettre  de  l’ordre  dans  cette  fcétion,  on  expliquera,  1% 
la  méthode  de  trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond 
degré,  par  lefquellcs  les  équations  du  quatrième,  cinquième  & 
fixiéme  degré  peuvent  etrediviféesexaéiement,  lor/qu’il  man- 
que quelque  terme  dans  une  de  ces  équations  du  fécond  degré, 
dont  elles  font  le  produit  ; comme  auffi  la  méthode  de  trouver 
les  équations  du  fécond , troifiéme  & quatrième  degré  , dont 
les  équations  du  cinquième  Ce  fixiéme  peuvent  être  le  produit, 
lorfqu’il  manque  quelque  terme  dans  celle  de  ces  deux  équa- 
tions plus  hmples , qui  efl  du  troifiéme  degré , ou  du  quatriè- 
me. 2°.  La  méthode  de  trouver  les  mêmes  équations  commen- 
furables  plus  fïmples , pr  lefquelles  les  équations  du  quatriè- 
me, cinquième  & fixiéme  degré  peuvent  être  divifées  fans  re- 
fie  lorfqu’il  ne  manque  aucun  terme  dans  ces  équations  plus 
Amples.  4 

PROBLEME  IIL 

<j4-  y* R(XJVER  les  étiuations  commenfuralks  du  fécond  degré  » 
far  lej<)uellei  une  équation  réduéhhle  du  quatrième  peut  itre 
dhifie  fans  refle,  lorfque  le  fécond  terme  manque  dans  une  de 
ces  équations  du  fécond  degré.  Trouver  Féquation  du  fécond  de* 
gré,  if  celle  du  troifiéme  ou  du  quatrième,  par  lefquellts  les  équa- 
tions réduélsbles  du  ctnquiéme  Û fsxiime  degré,  peuvent  être  di- 
vifées fans  refle,  lorf  ju  il  manque  quelque  terme  dans  tune  ou  l'au- 
tre de  ces  équations  du  fécond  if  troifséme,  ou  quatrième  degré. 
Trouver  enfin  Us  deux  équations  chacune  du  troifiéme  degré,  par 
lefquelles  une  équation  réduHible  du  fsxiéme  degré,  peut  être  di- 
vifée  fans re fie,  lorfquil  manque  un  ou  plufteurs  termes  dans  une 
de  ces  équations  plue  fimpUs  du  troifiéme  degré . 

Méthode. 

l'-iroUR  le  trouver  généralement  , il  faut  fuppofér  que 
toutes  les  équations  du  quatrième  , cinquième  & fixiéme 
degré , iônt  exprimées  par  ces  formules, 
x*-^nx'^pxx’*!-qx  *^r  =0. 
x^  •*“  nx**** px’  -^-qxx^rx*^  S:=0. 

H"  «jc’ P*- Pt- rw  H- /X  t = O. 

Les 
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I,«s  lettres  »,  P,  &c.  marquent  d’une  maniéré  generale  les 

coèficients  avec  leurs  lignes  ; c’eft  à dire , quoique  ces  lettres 
»,  P)  f » ^ Aippolêr  que  ces  Cgnes 

marquent  ceux  des  termes  des  équations  qu’expriment  ces  for- 
mules; & quand  ils  marquent  des  moins,  il  faut  changer  les 
fignes  dans  les  formules  qu’on  trouvera  dans  les  réfolutions  de- 
vant CCS  lettres,  aux  degrés  impairs;  par  exemple,  fi -H  «mar- 
que un  coëficient  négatif,  on  marquera  dans  les  formules  des 
réfolutions  le  figne  — devant  »,  »*,  &c.  Lorfqu^il  manquera 
quelques  termes  dans  les  équations  que  reprefcntent  les  formu- 
les, on  fuppofcra  les  mêmes  termes  des  formules  égaux  à zéro. 

a'.  Il  faut  iuppofer  les  deux  équations  plus  Amples  qu’oa 
chcrdie , exprimées  d’une  mamere  indéterminée;  c’eft  a di- 
re , de  manière  que  chacune  ait  la  même  inconnue  x que  la 
propofée,  & que  les  coëfidents  de  leurs  termes  fexent  marqués 
par  des  lettres  indéterminées  ; on  prendra  pour  ces  lettres  in- 
déterminées, les  lettres  laiffant  les  lettre* 

a,  t,c,d,e,  pour  marquer  les  grandeurs  connues  & détermi- 
nées;  les  lettres  v,x,y,z,  pour  marquer  les  inconnues  ; & 
les  lettres  n,p,^,r,s,t,  pour  marquer  les  coèficients  des  for- 
mules  d'une  maniéré  generale. 

Ainfi  pour  le  quatrième  degré , on  fuppofcra  que  les  équa- 
tions du  fécond  degré  qu’on  cherche,  font  xx-*-  fx-*‘g=o, 
pour  le  cinquième  degré , xx-*-/x^-g 
=0,  &.«f‘*‘bxx’^ix‘*‘k  = o\  pour  le  fixiéme  degré, 
ffx  •^fx  '*‘g  = o » & X*  *4“  ixx  -4-  fcc  •+•  /=  05  ou 
bien  lorfque  l’on  cherche  pour  le  fixiéme  degré  deux  équa- 
tions chacune  du  troifiéme  degré  , on  fup^ra  x^  -f/xx 

rt-gX-4-é  = 0,  &X*-4‘»XX-4*^"4-/=0. 

Mais  parccque  dans  ce  Problème  on  fiippofc  que  le  fécond 
terme  manque  dans  une  des  deux  équations  plus  Amples, 
enfuppoferadans  le  quatrième  degré  xx-t»/x-t-g=o,  & 
^x-4*>  = o;  pour  le  cinquième  degré,  xx’*‘fx’*-g=o, 
&x*-4-wf-*-A:=o}  pour  le  fixiéme , xx-4-/x-t-g  = o,  & 
X* /XX -4- /tx  -♦■  /=  o;  ou  bien  x>’*‘gX’^b=o,  & x' «ex 
w-Ax*+*/=o,  ^ 

Si  c’étoit  qoclqu’autre  terme  qui  manquât  dans  l’une  ou 
îautre  des  deux  équations  plus  Amples  de  chaque  degré , 00 
luppoferoit  dans  les  équations  indéterminées  qu’on  vient  de 
former,  que  ces  termes  font  évanouis. 
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3*.  Il  £aut  multiplier  les  deux  équations  indéterminées' 
qui  font  pour  chaque  degré , l’une  par  l’autre  , & leur  pro-^ 
duit  fera  une  équation  indéterminée  du  même  degré  que  la 
propofee^ 

. On  fuppolêra  chaque  terme  de  cette  équation  indéterminée 
( excepté  le  premier  ) égal  à celui  qui  lui  répond  dans  la  for- 
mule ; c'efl  a dire , le  fécond  terme  de  rindéterminée  égal  au 
fécond  terme  de  la  propofée , le  troifiéme  égal  au  troidé- 
me,  &c.  ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu'on  a fuppofé  de  lettres  indéterminées . 

4*.  On  regardera  toutes  ces  équations  particulières  com* 
me  les  équations  du  Problème,  qu’il  dmt  réduire  à une  feule, 
dont  l’inconnue  -foit  la  lettre  indéterminée  de  celle  des  deux, 
équations  indéterminées  plus  fimples,  qui  n’a  que  les  feuls 
premier  & dernier  terme,  ou  dont  l’inconnue  loit  la  lettre - 
indéterminée  qui  marque  le  coedeient  du  fêcotxl  terme  de. 
la  plus  fimple  des  deux  équations  indéterminées  , ou  û le' 
fécond  terme  en  eft  évanoui , la  lettre  indéterminée  qui 
marque  le  coëficient  du  troifiéme  terme  de  la  même  équa- 
tion ; c’eft  à dire,  on  dégagera  toutes  les  déterminées  com- 
me étant  des  inconnues  , obfervant  de  ne  pas  dégager  l’indé- 
terminée , qui  doit  fervir  d’inconnue  à l’équation  du  Pro- 
blème . 

Cette  équation  qui  à pour^  inconnue  une  des  lettres  in- 
déterminées des  équations  indéterminées  , s’appelle  U Rê-. 
àuite.  -- 

5”.  On  cherchera  la  valeur  commenfurable  de  l’indétermi- 
née de  la  réduire  par  la  méthode  generale  , ou  lorfque  la  ré- 
duite n’ed  que  du  fécond  degré , par  la  méthode  qu’on  a don- 
Dée  pour  le  fécond  degré . 

« Ou  bien  on  trouvera  une  féconde  réduite  qui  ait  pourln-, 
connue  la  même  indéterminée , & on  cherchera  le  divi/éur 
commun  des  deux  réduites,  ôc  enfuite  la  valeur  de  l’inconnue 
du  diviféur  commun. 

La  valeur  de  l’indéterminée  delà  réduite  étant  connue,  en 
la  fubfhtuant  dans  les  équations  particulières,  qn  déterminera, 
tous  les  coeheients  indéterminés , ■&  par  conféquent  on  aura 
les  deux  équations  qu’on  cherche.  y 

Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  l’indéterminée  de 
la  réduite  dans  la  plus,  fimple  des  deux  équations  iodéteiw 
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Biînécs  qu’on  à fuppofées,  & l’on  aura  après  les  fubftitutions, 
les  formules  qui  marquent  une  des.  équations  plus  funples,  pat 
lefqucllcs  la  propoféc  peut  Ce  diviferexadtement»  fiellcn’eft 
pas  irrédudUble,  ou  bien  on  aura  les  formules  des  deux  équa- 
tions plus  fimplcs , fi  on  a fait  toutes  les  fubftitutions . On 
s en  fèrvira  enluite  pour  réduire  une  équation  compofée  aux 
plus  fimplcs  dont  clic  eft  compoféc. 

» Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  applications  qu’on  en  va  6ire 
aux  éq^uations  du  quatrième , cinquième  & fixième  degré. 

Application  de  lametbode  aux  équation! du  quatrième  degré. 

P O ü R trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond  de- 
gré, par  lefquellcs  une  équation  réduèlible  du  quatrième  dé- 
gré  peut  fe  divifér  fans  reflc dans  les  cas  ob  le  fécond  terme 
manque  dans  l’une  des  deux  équations  du  fécond  degré  qui 
en  font  les  divifeurs. 

‘ I*.  On  fuppofera  la  formule  du  quatrième  degré 
ui-pxx  •^•qx'*‘r  = o- 

♦ a*.  On  fuppofera  les  deux  équations  indéterminées  du  fé- 
cond degré  jr*  •♦•yV -t-g  = o , XX  = o , dans  iefquelles 
fyg,i,  font  des  indéterminées,  & le  fécond  terme  efl  évanoui 
dans  la  féconde  Afjf -»•  i = O . 

3®.  On  prendra  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond 
degré , & l’on  aura  l’équation  indéterminée  du  quatrième 
degré 

ixx 

On  comparera  les  termes  de  cette  équation  f excepté  le  pré- 
mîcr)  avec  ceux  de  la  formule,  qui  leur  répondent;  c’eft  à di- 
te, on  les  fuppoféra  égaux;  ce  qui  donnera  ces  quatre  équa-^ 
lions,  i",/=»i2*,g-*-i=s=p> 

' 4*.  On  regardera  ces  quatre  équations  particulières  comme 
les  équations  du  Problème,  les  indéterminées  f,  g,  feront 
confiderées  comme  des  inconnues  qu’il  faut  dégager,  & il  feut 
réduire  ces  équations  à une  feule  équation  qui  ait  pour  incon- 
nue l’indéterminée  i de  l’équation  xac -4-1=0  . ' ' - 

La  première  équation/ =» , détermine  déjà  la  valeur  de  /, 
& al  fubflituant  dans  la  troifiéme/i=f , l’on  aura  »i=î  ; 
& divifant  chaque  membre  par  » l'on  aura  i = i ; ' ' 

Cçttc  égalité  rendant  i déterminée , l’équation  indéter- 
minée x;c  -H  i = O , devient  déterminée , & l’on  a a?.v  -*•  1 

S ij 
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— O,  pour  l’une  des  deux  équations  du  fécond  degré , par 
kfquelles  une  équation  du  quatrième  degré  peut  & diviiêr 
exaiSlement , lorfqu’eUe  efl  le  produit  de  deux  équations  du 
fécond  degré  , dans  l'une  defquelles  le  lêcood  terme  ell 
évanoui . 

On  peut  déterminer  l'autre  équation  indécerminée 
>i-  g = O , en  fubflituant  la  valeur  de  i , qui  cil  l , dans  la 
fcconde  équation  g-*-  $ = p,  ou  dans  la  quatrième gi  = r ; 
car  la  fécondé  donnera  ^ après  la  fublHtudonj  gz=p. — l ^ 
& la  quatrième  g = -^  i ainfi  l’équation  indéterminée  xx 

/ie  H-  g = O,  fe  changera  en  l’équation  déterminée  xx  nx 

P — î = ©•,  O»  bien  en  ota;  ^ = o.. 

• On  peut  encore  trouver  une  autre  équation  pour  déter- 
miner la  lettre  indéterminée  i ; car  en  prenant  les  valeurs 
de  g dans  la  féconde  & dans  la  quatrième  équation  particu- 
lière g^-i  — py  & gi  = r , l’on  aura  g=p—  i,  g=^i 
par  coniéquent  P — i — & multipliant  par  i,  l'on  aura 

l'équation  du  fécond  degré  ii  — pi  r = o , qui  eft  celle 
qu'on  a nommée  la  réduite  i & la  relblvanC  ^ on  trouvera 

i = ^p  ±.y/i  PP  — r. 


Application  des  formules  qu'envient  de  trouver  y d une  rquattotf 
particursere  du  quatrième  degré . 

Soit  l’équation  du  quatrième  degré  h-  jæv»  -4-  atx>à 

— aaxTt 

— — dh  = Qr.  Il  s’agit  de  trouves  G.  elle  n*eft  point  ré- 
duélible  en  deux  équations  du  fécond  degré,  dans  l’une  defquel- 
les le  fécond  terme  foit  évanoui . 

I*.  Afin  que  la  formule  du  quatrième  degré  ** px» 
•4-^**4-r  = o,  reprefénte  cette  équation , il  faut  fuppofec 
m^n  =•*•  yt i •»f^p-=idb  — aa;  h-  ^ = »4-  r = 

— db. 

1*.  11  faut  mettre  dans  la  formule  ata?  -4-  J = a,  la  gran- 
deur reprefentée  par  «4-  -2,  qui  eft  — ^ divifée  par  -4-  34  = 

— aa;  & l’on  aura  au  lieu  de  atat  -4*  i = o , l’équation  atas 

— - a»  = Oi 


, 3”.  ILâut  divifer  la  propofée  par  xx  — aa  = o,  Sc  l’on 

trouve  que  la  diviflon  & fait  fans  refie  & que  le  quotient 
exaâ.  efl  XX  •4“  ^ax  ab  = o. 

^ofL  la  propofée  n’efl  pas  du  quatrième  degré  , mais  elle 
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fe  rédoit  anx  deux  équations  du  fecood  d^rê  xx — aa  = o, 

XX  ^ O . 

- On  trouvcroit  aufli  l'équation  xx  jax  -H  = o , co 
mettant  dans  la  formule  xx  nx  p — -5  = 0,  les  gran- 
deurs reprcfcntées  par  » , ^ | . 

Application  de  U méthode  du  troifdme  Problème  aux  éqûatiout 
dft  cinquième  degré. 

Pou  R trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond  & 
du  troifiéme  degré , par  fefquelles  une  équation  rédueSHble  du 
cinquième  degré  peut  Te  divifêr  fans  relie  , Atppolé  que  le  fé- 
cond terme  manque  dans  l'équation  du  fécond  degré; 

Après  avoir  fuppofé  la  formule  du  cinquième  degré 
•+“  px*  qxx  -h  rx  t — O,  on  Tuppofera , i*  , 
fcs  deux  équations  indéterminées  xxH-g=o  , x^-4-éxx-*«/x 
•i-  k = O , dans  lefquelles^,  bf  i,  kt  font  indéterminées  , 
& le  fécond  terme  eft  évaix>ui  dans  xx  -4-  g = o . 

3°.  On  en  prendra  le  produit  x*  bx*  •*>  ix^  kxx^gix 

^ gbxx 

**fgk  = o\  & comparant  les  termes  de  cette  équation  avec 
ceux  de  la  formule  , on  aura  les  cinq  équations  partieuKeres 
quifuivent,  1",  b=n;  a*,  i^g=-pi  3*,  k’^gb=q; 
4%  gi  = r;  5’,  gk  = s. 

4®.  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problème  , 
on  les  réduira  à une  feule , qui  n'aura  pour  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g . 

On  trouve  d’abord  que  l’indéterminée  b eft  égale  II  n ; Se. 
prenant  dans  la  féconde  & la  quatrième  la  valeur  de  i , ôc 
comparant  ces  valeurs  de  i,  l’on  trouve  la  réduite  qu’on  cher- 
che, /=p  — g = j;  donc gg  — pg^r  =x=^ 

Rcfolvant  cette  réduite,  on  trouveg  — jf  *♦*>/:;  PP  ■ — 
pa  r confequeot  xa:  -4-^ = o,  fe  change  enxx«*-7prt./ipp  — »’ 

= O. 

On  peut  trouver  une  autre  réduite  en  comparant  les  va- 
leurs de  k prifés  dans  la  troifiéme  & la  cinquième  équation  ; 
car  l’on  aura  k =q  ng=:j-,  donc  ngg' — qg  ’*’>=  ° » 
ou  bien  gg  — g ^ = o > & rcfolvant  cette  équation  , 
on  trouve  g {h,  — t;  parconfequentxx-4-g  = o» 

fechangccnxx^--^:î:v':2rzri==o.  _ 

S iij 
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On  peut  , fi  l’on  veut  , par  les  fubnitutiocis  détermine^ 
féquation  ar*  •^hxx  •^ix  k=.oi  mais  cela  eft  aflez  iou. 
tile  y car  quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière 
du  cinquième  degré  fe  peut  divifer  fans  refte  par  une  plus 
fimpic  du  fécond  degré , dans  laquelle  Je  fécond  terme  foie,, 
évanoui , & par  une  du  troifiéme  degré,  il  fuffira  de  fubfii- 
tuer  dans  la  formule  xx  \ ^ y/ Lpp — r^o,  ou  danS- 

XX  ^ :iL\/ — î;  = Oy  les  grandeurs  repre/entées  par 

"tpt  7i  & divifer  enfuitc  l’équation  propofée  par  cette 
équation  du  fécond  degré  qu’on  vient  de  trouver  ; car  fi  la 
propose  fe  peutdivifêr.  fans  refte  par  cette  équation  du  fé- 
cond. degré,  le  quotient  fera  l’équation  du  troifiéme d^ré 
dont  la  propofée  eft  compofee  ; & fi  elle  ne  peut  fe  divifer 
fans  refte  pr  cette  équation  du  fécond  degré,,  la  propofée  ne 
fçauroit  être  réduite  en  deux  équations  dont  l’une  foit  du  fé- 
cond degré  , où  le  fécond  terme  eft  évanoui , & l’autre  da 
troifiéme  degré, 

'Application  de  la  metbode  du  troifiéme  Problème  aux  équatnnt 
du  fixiéme  degré . 

T iORsou’üNE  équation  du  fixiéme  degré  dont  la  formu- 
le generale  elf  nx'  -*■  px“^  qx'  rxx  ix  -^t  =.o, 
peut  être  exa£l,'mcnt  divifee  pr  une  équation  da  fécond  de- 
gré dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  & pr  une  du  4*  degré, 
qui  a tous,  fes  termes  s on  fuppféra  , 1® , pur  les  troaver , les 
deux  équations  indéterminées  at a:  *4“  g = o , & x*  bx* 

ixx  -*■  kx  -*-  l—  o >.  & après  en  avoir  trouvé  le  produit 
X*  hx'  /V  -4-  kx'  ^ Ixx  gkx  -4-g/ = O on  comptera 
~^gx*  -irghaé  -^gixx 

les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale 
qui  leur  tépndent;  ce  qui  donnera  les  fix  équations. prticu- 
lieres  fui  vantes. 

1”,  é = 2*,  * H-  g = p;  3*,  k^gb=x  q;.  4»,  lu^gi—  n 

= b\gl=t. 

a".  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problème;  * 
on  cherchera  la  réduite  , qui  n’ait  put  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g. 

On  la  trouvera  en  comptant  les  deux  valeurs  de  k-  pifes 
«dans  la  troifiéme  & la  cinquième  ».  car  or»  aura  k — q ng 
= j-j  d’où  l’on  dédiùra  Hgg  — qg’^s^x  o,  ou  biengg  — îg 
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4,  i =ïr O,  qui  étant  téfolue , donnera  g = -^  — i; 

fubftituant  cette  valeur  de  g dans  xx-^-g^o,  clic  fera 
changée  cn'xx  ^ — 7=0,  qui  cft  la  formule 

dont  on  a befbin  . 

Car  quand  on  aura  une  équation  particulière  du  fixiéme 
degré  ; pour  voir  fi  elle  peut  être  divifée  par  une  du  fécond , 
où  le  Second  terme  manque,  & par  une  du  quatrième  qui 
ait  tous  fes  termes , on  fubftituera  dans  la  formule  xx 

— -J  = 0,  les  grandeurs  repréfentées  pr  les  lettres 
& on  divilcra  enfuitc  la  propoféc  par  l’évjuation 
qu’on  trouvera  ; & fi  la  divifion  efi  exaéte , on  aura  ce  qu’on 
cherche . 


' -Autre  application  de  la  met  Me  du  troijième  ProbRme 
aux  équations  du  cinquième  degré . 

U AND  une  équation  du  cinquième  degré , dont  la  for- 
^^mule  generale  cfi 

fe  put  divifer  exaélement  pr  une  équation  du  fécond  degré 

3m  a tous  fes  termes  , & par  une  autre  du  troifiéme  degré, 
ont  le  fécond  terme  eft  évanoui  ; on  fupplcra  pur  les 
trouver,  i®,  ces  deux  équations  indéterminées  xx  fx  g 
= O , x’^ix-*-k  = °]  & après  avoir  trouvé  leur  produit 
x' •^fx*’^  ix\-^  kxx^fi.x'*’gk=  O ,on  comparera  les 
^ gx^^fixx^gix 

termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale  qui 
leur  répndcnt^  ce  qui  donnera  les  cinq  équations  prticu- 
lieres  fui  vantes;  1",/—»;  2®,  * H-g  ==^;  3* , ^ -t-jv  = ÿ; 
A\fk’^ii=rii\gk=J.  ^ _ 

2°.  On  cherchera  pr  ces  équations  une  réduite  qui  n’ait 
pur  inconnue  que  l’indéterminée  g , & on  la  trouvera  en 
prenant  la  valeur  de  i dans  la  2® , qui  eft  » = p — g ; & fub- 
ftituant cette  valeur  de  i dans  la  3*,  -on  aura  une  valeur  de 
k = q — np^ngi  enfin  comprant  cette  valeur  de  4 avec 
une  autre  valeur  de  k prife  dans  la  5* , qui  eft  k = j,  l’on 
aura  la  îéduite  q — »p  ^ »g  = J- , qui  ic  réduit  à ngg  — npg 

J = O , ou  bien gg  — pg- — i = o , laquelle  étant  réfo- 

lue,ron  aurag=ip  — ^ ^ ^ i p _ _t,  ’ i. 

’ Subftituant  les  valeurs  de/  = » & degdans  xx 
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l'on  aura  Afx »Af  -H i P _ ^ |p— 4^'  ^ i.  = ^ quî 
cil  la  formule  donc  on  a befoin . 

. On  peut  encore  trouver  une  féconde  céduite  qui  n’ait  d’in- 
connue que  l'indéterminée  ^ , en  prenant  les  valeurs  de  k 
dans  la  troifléme  & la  quatrième  équation  ; car  l’on  aura 
; & mettant  dans  cette  équation  la  valeur 
de i prife  dans  la  fécondé , qui  e(l  i =p  — g,  l’on  aura 
y — Kp’^fig='-=^^^}^ , qui  fc  réduit  ^ — pg-*‘r=o: 

— nng^nnp 
—nq 

Cette  équation  étant  réfolue , on  aura  ^ = x p 

— ^ — nttp-^nq. 

SubfUtuant  les  valeurs  de  /&  de  ^ dans  xx ^fx^g=o^ 

on  aura  xX'>i‘nx’*^\p^^^'^ ^p^~  ' — r — nnp’^nq 
=.o,  qui  efl  une  féconde  formule  pour  la  réfolucion. 

Aoplicatioa  de  ces  formules  â urse  e'quation  partiesdiere 
du  cinquième  degré . 

Soit  une  équation  du  5*  degré  ax*  — aetxé  -t-  asdsxr 

abx^  — a^xx 

dbb  = O ; il  faut  vrar  fi  elle  ne  peut  point  fé  réduire  à 
deux  équations  plus  fimples , l’une  du  fécond  degré , & l’au- 
tre du  troifléme  dont  le  fécond  terme  foie  évanoui , qui  en 
foient  des  divifeurs. 

I*.  Pour  la  rapporter  à la  formule  generale , il  faut  fijppo- 
fer-t-»=-4-<ï,  ’^p— — aa^db,’^q-=:.’^asé — 

=0, 

a*.  II  faut  Aibftituer  dans  la  formule  xx  nx^^p L 

^y/ i pHrX  * -♦- L = O , les  valeurs  des  lettres»,  P,  &c.& 
Ton  trouve  que  | p — -/r = — — o ; ainfi  le 

quarté  x p ^ = o;  mais  v^*+“  x aabbs=db\zuJx 

la  formule  fc  change  enxx’^ax’^fâb ^ 0 . 

Divifant  la  pro^ée  pax  xx^^  ax-^ab  — Of  on  trouve  le 
quotient  exaiSl  eé — ststx  aab  — o . Ce  qui  étoit  pro- 
poil*. 

On  trouveroit  la  même  équation  xx  ax  ab  = o I 
en  fé  fervant  de  la  fécondé  formule  xx^^  x P 

Autre 
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■ Autre  application  de  la  méthode  du  troijiime  Prob^me 
aux  équations  du  fsxiéme  degré. 

T »o  R s qu’  ü N E équation  du  fixiéme  degré,  reprefèntée  par 
la  formule  generale  x*  nx'-*-px*  •^qx^-^  rxx  ix  h-j  ^o, 
ell  le  produit  d’une  équation  du  fécond  degré  qui  a tous  fes 
termes , & d’une  autre  du  quatrième , dont  le  fécond  terme 
eft  évanoui  ; pour  trouver  les  formules  propres  à la  réduire  à 
ces  deux  équations  plus  (impies: 

i”.  Après  avoir  fuppofé  ces  deux  équations  indéterminées 
xx^fx-*‘g=o,  x*-*‘ixxM-kx’*‘l=o  , ifc  pris  leur  pro- 
duit X*  fx'  gx*  kx^  Ixx  ■+■  gkx  ^gl  = o;  on  com- 
ix*  ^•fixi^^gixx^flx 
•^•fkxx 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  gene- 
rale qui  leur  répondent;  & l’on  trouvera  les  fix  équations  par- 
ticulières qui  fm  vent  : V‘,f=ni2',g'-^i  = pi  fi 

= r>  4'.  ^ •*“&»  = n 3*. = r,  6%  gl  = t. 

i°.  Confiderant  ces  fix  équations  comme  celles  du  Problè- 
me , on  cherchera  , en  dégageant  les  indéterminées  comme  fi 
c’étoit  des  inconnues , une  réduite  dont  l’inconnue  foit  Tindé- 
terminée^  ; & l’on  trouvera  par  la  a*  , i = p — g , par  la 
^\k  = q — fi  = q — np-*-ng,  par  la  4%  l = r—gp^gg 
— nq->i*nnp  — »»g;  parla  5*,  / = . 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  /,  on  aura  la  réduite  qu’on 
cherche,  qui  étant  ordonnée,  eft  a»gg  — znpg  = o ; 

9S  — 

— ■ dg  nr 


Ou  bien  divifont  le  tout  par  2n,  gg  — 

nnp  — nq’^r  — L 

^ = O. 

On  peut  encore  trouver  une  foconde  réduite  du  fécond 
degré  dont  g foit  l’inconnue;  t*,  en  comparant  les  valeurs 
de  / prifes  dans  la  cinquième  & fixiéme  équation  ; car  l’on  au- 
ra l = ’s:tt^tsr"Si  = qui  fe  réduit  à ngg  — npg  — / 

— o;  d’oh  l’on  déduira  gg  = pg  L’on  a déjà  par  la 


— U — f 
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r . , — nnp^nq r-4-î-; 

par  confcqucnt  pg>^--= s--. Z ü 

Ig A 

ôtant  les  frayions , ordonnant  cette  équation , & fàifânt  en 
forte  que  le  premier  terme  n’ait  pour  ôoéficient  que  l’unité  , 

on  aura  la  fécondé  réduite  gg  — ^ — ~~ 

J7fl  i 

af 


fin 


:o. 


Quand  on  voudra  examiner  fî  une  équation  particulière  du 
fixiéme  degré  eft  le  produit  de  deux  équations  commenfura- 
bles  plus  (impies , dont  l’une  e(l  du  fécond  degré  avec  tous  fes 
termes,  & l’autre  du  quatrième  , dont  le  fécond  terme  eft 
évanoui , il  faudra , après  avoir  fobftitué  dans  laquelle  on 
voudra  des  deux  réduites  précédentes  , les  grandeurs  de  l’é- 
quation propolée , reprefentées  par  les  lettres  » , p , f , &c, 
trouver  la  valeur  de  l’indéterminée  g , & fubftituer  enfuite 
cette  valeur , & celle  def,  dans  **•♦“/;»  = o , & dr» 

vifer  la  propofée  par  l’équation  réelle  dans  laquelle  xx^fx-^g 
= O aura  changée  > & (i  la  divifion  fe  fait  exaélement , 
on  aura  les  deux  équations  plus  (impies  du  fécond  & du  qua> 
triéme  degré  , aufquèllcs  la  propofeè  petit  être  réduire. 

Ou  bien , fi  l’on  veut,  on  pourra  fubftituer  les  grandeurs  de 
la  propoiée , reprefentées  par  »,  p,  &c.  dans  les  deux  rédui- 
tes, & trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
réduites  après  la  fubftitution;  ce  plus  grand  divifeur  commua 
fera  trouver  facilement  la  valeur  de  g ; apres  quoi  on  la  fubfti- 
tuera  avec  la  valeur  de  f dans  wjf  "4-/}^  g = o , & on  divi. 

fera  la  propofée  par  l'équation  du  fécond  degré  qui  en  naîtra  , 

Autre  application  àt  la  metbodt  à»  troifiéme  Problème  * 
aux  équations  du  fixiéme  degré . 

\^U  AND  une  équation  du  fixiéme  degré , reprefentée  par 
laRÎt  m ule  generale  x*  nx'  •h  px*-*-qx’  •+•  rxx  /x  r = o, 

eft  le  produit  de  deux  équations  plus  (impies  chacune  du  troî- 
fiéme  degré,  dans  l’une  defquelles  le  fécond  terme  eft  évanoui; 
pour  trouver  les  formules  ou  les  réduites  pro|H-es  à trouver  ces 
deux  équations  plus  (impies. 
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i*.  Après  avoir  fuppofé  les  deux  équations  indéterminées 
jr>^^ofH-A=o,  x^'^ixx’^he’^l^=o , & pris  leur  produit 
X*  «’  •+*  bx^  b! XX  -H  bhe  *4"  W = o » ouoonv 

P*»  kx^  /x*  H-  glx 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  ge- 
iKrale  ; ce  qui  donnera  les  lïx  équations  particulières  qui  fui» 
vent:  i'*,  i = »;  a*,  ^ -t-  4 = p;  3*,  è»  -♦-/•+•  = ^;  4* , 

bi  •^gk—r;  5* , hk’^gl  = /;  6* , bl  ==  t. 

a®.  Pour  trouver  la  réduite  dont  g foit  l’inconnue,  on  aura 
par  la  a*  =p — g;  par  la  j*,  / = ? — 6 — ng\  par  Ia4®, 
é = '-=^jparla  5*, 

Comparant  les  deux  valeurs  de  k,  l’on  aura  p — g ='^  i 
d’oïl  l'on  déduit  b =■  . Il  faut  remarquer  cette  valeur 

de  é.  ■ ■ ' ■ ' 

Comparant  enfuite  les  deux  valeurs  de  /,  on  aura  q — b 

— ng  = , qui  Ce  réduit  à — ngg  qg  — r = ibg^ 

— bp  ; d’oîl  l’on  déduit  b = . 

Comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  ^ on  trouvera 
, qui fe réduit  à zg’-t’fi^gg — »qg-*“  ^ 
— 3Pi&  — P»’ 

-^PP& 

O,  qui  eft  la  réduite  qu’on  cherche. 

Pour  trouver  une  fccotule  réduite  dont  g foit  l’Inconnue  ^ 
on  comparera  enfemble  la  valeur  de  , déjà 


trouvée,  avec  la  valeur  de  b prife  dans  la  fixiéme  équation, 
qui  eft  A = f,  après  avoir  mis  dans  è =-f  la  valeur  de  / 

& l’on  aura  1 ’Ü  vrj  » sprés  en  avoir  ôté  les 

foaétions  , on  aura  r»  — — »»pa  •+•  "*  »f'  = •* 

, pH  "»t'  >+'  m ->  •¥  rr 

— «îK  •+<  nfjt  Pt»  •»» 

»H  irsî 

qui  eft  une  fécondé  réduite , qu’on  abaiftera  au  fooond  degré 
en  prenant  dans  la  réduite  précédente  la  valeur  de  g*  & de 
g’  > & les  fubftituaut  dans  cette  équation.  L’operadon  fe  iàic 
de  la  maniéré  fuivante.  - ‘ 


Il  faut  multiplier  la 
foconde  réduite  par  x , 
& l’on  aura 


*»♦— ♦4»P*  i— *»i»teF»tPi»»«t"— twas®» 
— 'tJijfx  Pt»  UVK  *+•»»»» 


T ij 
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Il  faut  multiplier  la  pre- 
mière réduite  par  J,  &l’on 
aura 

& fubnituer  dans  la  fécon- 
dé la  valeur  de  2^%  & l’on 
aura 


DEMONTREE. 

*2*=—»"/'  •+■  n^lt  — »<f. 


»♦<»»/ — ÿiy  H'iit 
•—"K!  *+*»'*■» 

•♦•l'Sf  —n>l 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de^’,  prife  de  la  première  réduite, 
dans  cette  é(]uation . Pour  cela  il  faut  multiplier  cette  équa- 
tion par  2 ,&  l’on  aura  ! 

— — 4»»to'+'4»i*rr— 4»î>’=o» 

H*4'zr  ’—vni 


& fubnituer  k valeur  de 
■ — que  l’on 

voit,  ici  , ( qui  efl  prife  de 
la  première  réduite  multi- 

Î>liée  pat  — p^nn)  dans 
'équation  précédente  ; & 

trouvera  enfin  " 


I —>>m  *+-v 

J —n*a  «+•■’»  — 


tnpt 

■3ffU  •*‘Vn  —ffr 
^nnffc 


* ATT  SS  <K 

on  trouvera  ennn  cette 
féconde  réduite  du  2*  de-  *4-4^2?  •+•  i»»»/ — 4»r’ 

— iitjSi  — »»'2  “*  Pf’’ 

"4*  P ‘2 

’—nnffg  — »'/ 


gre, 


ou  bien  en  changeant 
tous  les  lignes , on  aura  ^4rjî  — i»«rx  -♦•4Bîr 
cette  fécondé  réduire  •+-»'2  ►♦•W' 

du  2*  degré. 

Quand  on  voudra  voir  li  une  équation  partieufiere  dii  fîxiê- 
*ie  degré  eft  le  produit  de  deux  plus  Amples  commenfurables 
chacune  du  troifiéinc  degré  , dont  l’une  des  deux  niait  pas  foa 
fécond  terme,  t® , il  fiiudra  fubftituer  les  grandeurs  de  l’équa- 
tion reprefentées  par»,  P,  Ÿ,  dans  ces  deux  réduites; 
trouver  leur  plus  grand  commun  divilcur } & par  le  plus  grand 
divilêur  commun , trouver  la  valeur  de  g;  ou  bien  la  trou- 
ver feulement  en  rclblvanc  la  fécondé  réduite  du  fécond 
degré. 

'>  2°.  Il  faudra  fubftituer  la  valeur  de  g qu’on  vient  de  trou- 
ver, dans  l’équation  b ce  qui  donnera  la  valeur 

de  b. 
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y.  Il  faudra  fubftituer  les  valeurs  de^  & de dans  -*-gx 
b = o t & divifer  la  propofée  par  l'équatiou  qui  naîtra  de 
la  fubditucion  ; & fi  la  divifion  efi  exa£le,  on  aura  les  deux 
équations,  dont  la  propofée  efi  le  produit. 

Avertissement. 

T lES  applications  qu’on  vient  de  faire  de  la  méthode  du 
troifiéme  Problème , fuffifênt  pour  la  faire  concevoir , & pour 
apprendre  à trouver  foi-même  les  formules  des  réfblutions  de 
tous  les  cas  où  il  manque  un  ou  plufieurs  termes  dans  les  équa* 
lions  fimples , dont  la  compofée  eft  le  produit;  on  les  peut 
voir  dans  l’onzième  réglé  de  M'  Hudde,  dans  la  lettre  de  la 
réduéfion  des  équations,  qui  eft  à la  fin  du  premier  Volume 
de  la  Geometrie  de  M'  Defeartes . 

Dimonflration  du  troifiéme  Problème , 

T lES  deux  équations  indéterminées  qu'on  fuppofe,  comme 
dans  le  premier  exemple  xx  fx  g = o , xx^i-x=o, 
reprefèntent  par  leurs  cocficients  indéterminés/,^,/,  les 
deux  équations  réelles  plus  fimples , dont  la  propofée , qui 
eft  reprefentée  par  la  formule  generale  x*  nx*  -*■  pxx  qx 
M-r  = o,  eft  le  produit;  par  confequent  le  produit  de  ces 
deux  équations  indéterminées , qui  eft  x^^^-fx^  gxx  ^ fix 

ixx 

■4>  g/  = O , reprefente  l’équation  propofée , & n'eft  qu’une 
même  équation  , que  quelques-uns  appellent  identique; 
ainû  l’une  eft  égale  à l’autre  , & l’on  a l’équation  x*  ^ /x* 
«4»  gxx  fix  gi  = X*  -t-  ■+•  pxx  fx  -♦«  r ; ou 

»4-  ixx 

bien  x*  •♦-/x*  gxx  ftx  ■+“g/=o. 

•4“  ixx 

• — X*  — nx^—^pxx  — qx  — f 

Les  termes  de  l’une  font  égaux  aux  termes  correfportdans  de 
l’autre,  ou  ( fi  l’on  veut } chaque  terme  de  l’une  moins  le  ter- 
me correfpondant  de  l’autre , eft  égal  à zéro } l’on  a donc  au- 
tant d’équations  particulières  pour  déterminer  les  indétermi-i 
nées  qui  peuvent  être  regardées  comme  les  inconnues  du  Pro- 
blème , qu’on  a fuppofé  d’interminées  ; ainfi  on  les  peut  tou- 
tes déterminer. 

Or  il  eft  évident  qu’aprés  qu’on  aura  trouvé  les  valeurs 

T iij 
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réelles  des  indérenniDées , fl  on  fubflitue  ces  valeurs  à leur 
place  dans  les  deux  équations  iodêcermitiées  xx  g 

Q , jta:  i = O , CCS  deux  équations  étant  devenues  réel- 

les de  feintes  qu’elles  étdenc , leur  ptxxluic  fera  precifemenc 
la  propofée  : car  les  valeurs  réelles  des  indéterminées  n’ont 
été  trouvées  qu’en  vertu  de  cette  fuppofitbn  ^ Elles  font 
donc , étant  devenues  réelles , les  deux  équations  plus  flniples 
qu’on  cherchoit , par  lefqueUw  la  propofée  peut  être  exacte- 
ment divifée. 

La  méthode  du  troifiéme  Problème £iic  donc  trouver  ce  qu't 
étoit  propofé . 

Remarques  fur  la  metbode  qui  employé  dans  tes  ijuations  I 
outre  les  inconnue!  ^ des  graiideurs  indéterminées. 

T iA  méthode  de  Ce  fêrvir  d’équations  qui  contiennent  des 
grandeurs  indéterminées  , efl  un  des  principes  les  plus  fé- 
conds de  l’Analyfe  pour  fuiic  des  découvertes  i c’eft  à dire^ 
pour  réfoudre  les  Problèmes  les  plus  compofés . Cette  mé- 
thode confifle  à reprefènter  par  des  grandeurs  indétermi- 
nées , les  grandeurs  véritables  que  l’on  cherche  à fuppofer 
que  cette  exprefllon  indéterminée  eft  égale  à.  l’expreflion  de, 
ces  mêmes  grandeurs  que  l’on  a trouvée  par  le  Problème  qu’oa 
veut  réfoudre  ; c’eft  à dire  > que  cette  expredlon  indétermi- 
née cft  égale  à l'équafion  qui  exprime  ce  Problème  i & à fup- 
pofer  auffi  que  chacun  des  termes  de  l'expreffion  indétermi-^ 
née  eft  égal  au  terme  correfpondant  de  l'équation  qubn  veut 
réfoudre;  à trouver  par  le  moyen  des  équations | particulières 
que  fournit  cette  fuppofition , les  valeurs  des  indéterminées 
que  l’on  a fuppofées  ; enfin  à fubftituer  ces  valeurs  à la  pla- 
ce des  indéterminées  dans  l’expreftlbn  indéterminée  qui  re- 
prefênte  les  grandeurs  véritables  que  l’on  cherche , qui  par 
ces  fubftitutions  devient  la  véritable  exprefOon  de  ces  gran- 
deurs ^ Comme  on  fe  fervira  beaucoup  de  cette  méthode: 
dans  le  refte  de  ce  Traité  , il  eft  bon  de  faire  ici  quelques 
remarques  qui  ferviront  à la  faire  mieux  concevoir , & à ea 
tendre  l’ufage  plus  facile. 

i”.  Pour  former  ces  équations  feintes  ou  indéterminées 
qui  deviennent  enfuite  réelles , il  faut  que  les  grandeurs  in- 
déterminées qu’on  y employé , expriment  les  rapports  de  cel- 
les qu’on  cherche  par  leur  moyen  : par  exemple , quand  on. 


Digitized  by  Google 


Livre  IV.  J5r 

veut  cherclier  les  équations  plus  Cmplcs  aufquelles  une  é. 
quation  compofée  réduftible  peut  être  réduite  , lorfqu’il 
manque  tjuelque  terme  dans  quelqu’une  de  ces  cquarioos 
plus  Amples , on  ddt  au(G  fuppofer  qu’il  eft  évanoui  dans 
les  équations  indéterminées  ; les  cocficients  de  ces  équations 
indéterminées  doivent  reprefenter  les  cocficients  connus  des 
équations  réelles  qu’elles  reprefentent  ; c’eft  pourquoi  il  doit  y 
avoir  une  indéterminée  pour  chacun  , afin  qu’en  dérermi^ 
nant  chaque  indéterminée , on  puifiè  trouver  chacun  de  ces 
cocficients  ; lorfque  quelqu’une  des  équations  plus  fimplcs 
aufquelles  une  équation  compofée  peut  être  réduite  , ren- 
ferme des  racines  égales , il  faut  ne  mettre  qu’une  même 
indéterminée  pour  chacune  des  racines  égales  ; & ainfi  de 
tous  les  autres  rapports  pofiibles,  qu’il  faut  reprefenter  par 
les  indéterminées. 

2*.  11  ne  faut  employer  dans  les  équations  indéterminées , 
tju’autant  de  let..  es  indéterminées  , qu’on  peut  faire  d’équa- 
tions particulières  > pareequ'autrement  on  ne  pourroit  pas  les 
«légager  toutes,  c’ell  à dire,  trouver  la  valeur  de  toutes. 

3°.  On  doit  faire  en  forte  que  toutes  les  équations  par- 
ticulières qui  fervent  à trouver  les  valeurs  des  indétermi- 
nées  , & les  réduites  qui  en  naiflënc  , ne  foient  pas  aufiS 
liifficiles  ou  plus  difficiles  à réfbudre  , que  les  équations  mê- 
mes dont  on  cherche  la  réfblntion  par  ces  équations  indéter- 
minées, puifqu’autrement  cette  voye  feroit  inutile . 

Ainfi  il  faut  que  ces  équations  foient  ou  linéaires  , ou 
du  fécond  degré , ou  du  moins  d’un  degré  inferieur  à ce- 
lui de  l’équation  qu’on  veut  réfbudre  par  cette  voye  r où 
s’il  arrivoit  que  ces  équations  particulières  , ou  les  rédui- 
tes  , fuffent  d’un  degré  égal  à celui  de  l’équation  qu’on 
veut  réfbudre  , ou  même  plus  élevé  , il  faudroit  que  la 
valeur  de  rindécernûnée  qui  fert  d’inconnue  à ces  rédui- 
tes , fe  pût  trouver  en  divifânt  la  réduite  par  une  équa- 
tion linéaire  de  l’inconnue  de  la  réduite  plus  ou  moins  un 
^ivifeur  de  fon  dernier  terme  , ou  qu’elle  pût  fc  trouver 
par  une  équation  du  fécond  degré  : car  alors  , quoique  la 
réduite  fût  d’un  degré  plus  élevé  que  l’équation  qu’on  veut 
réfoudre  , la  réfblution  en  feroit  plus  facile. 

4*.  Lorfque  pour  la  réfolution  d’un  Problème  ou  d’une 
«quation  compofée , par  exemple  du  cinquième  degré^ , on 
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n’a  befoin  que  d'une  équation  d’un  degré  inferieur  , par  exem- 
ple du  fécond  degré  ; on  fuppofera  une  équation  indéterminée 
ou  feinte  du  fécond  degré,  qui  reprefentera  par  le  moyen 
des  indéterminées  l’équation  du  fécond  degré  dont  on  a be> 
foin,  &enfuire  on  la  multipliera  par  une  équation  indétermi- 
née du  degré  , qui  étant  joint  avec  celui  du  fécond , fait  le 
degré  de  la  propofée  ; dans  le  cinquième  degré , il  foudra 
multiplier  l’équation  du  fécond  par  une  du  troifiéme , laquel- 
le  équation  du  troifiéme  degré  ait  une  indéterminée  dans  cha- 
cun de  lés  termes , excepté  le  premier  s il  faudra  enfuite  com- 
parer les  termes  de  l'équation  indéterminée  qui  naîtra  de  cet- 
te multiplication  , avec  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondent 
& l’on  aura  autant  d’équations  particulières  que  l’on  a fup. 
pofé  d’indéterminées , & l’on  pourra  en  trouver  les  valeurs  . 
Ou  bien  au  lieu  d’élever  l’équation  indéterminée  du  degré  in- 
férieur à celui  de  la  propofée  , en  la  multipliant  par  une  autre 
équation  indéterminé,  on  pourra  diviferla  propofée  par  l’équa- 
tion indéterminée  du  degré  inferieur  à celui  de  la  propofée, 
jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à un  refte  où  l’inconnue  foit  d’un 
degré  moindre  que  dans  l’équation  indéterminée  qui  a férvi 
de  divifeur  î & alors  il  faudra  fuppofér  ce  refle  égal  à zerü  , 
& chacun  de  fes  termes  égal  à zéro  , & l’on  aura  par  ces  fup- 
pofitions  autant  d’équations  particulières  qu’on  a fuppofé  d'in- 
déterminées i & l’on  s’en  fervira  pour  trouver  les  réduites 
qui  donneront  les  valeurs  des  indéterminées  de  l’équation  in- 
déterminée qu’on  a fûppofée  : Et  on  aura  la  réfolution  qu’on 
cherche , 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s'éclaircira  par  l'ufage  qu’on 
en  fera  dans  la  fuite. 

PROBLEME  IV. 

g g ROUVER  ies  iquation$  tommnfurabks  plut  /impies,  par 
' hfqueïles  une  équation  compofée  4*,  5',  tï  6*  degrd , qui  efi 
réduliihle  , peut  fe  divijêr  exa^ement , lorsqu'il  ny  a aucun 
terme  évanoui  dans  ces  équations  plus  fimples , & que  la  moin- 
dre eft  au  moins  du  fécond  degré. 

METHODE. 

On  fera  les  mêmes  chofes  qu’au  Problème  precedent, 
excepté  qu’on  ne  fuppofera  aucun  terme  évanoui  dans  les 

équations 
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équations  indéferminées , & qu’on  laiflcta  dans  les  réduites  la 
lettre  indeterminée  qui  fait  le  dernier  terme  de  l’une  des 
deux  équations  indéterminées , làns  en  dégager  la  valeur , & 
elle  marquera  undesdivifeurs  du  dernier  terme  de  la  propoféc; 
cela  abrégera  de  beaucoup  le  calcul  des  formules  , & rendra 
les  réduites  pluslimples,  comme  on  le  verra  dans  l’application 
de  ce  Problème  au  4*,  5*,  & 6'  degré . 

Pour  le  quatrième  degré. 

DUTES  les  équations  du  quatrième  degré  font  repre. 
fentées  par  la  formule  generale  x*  pf.  nx.[  ^ pxx’^  qx^ii^r 

i=  O. 

Pour  trouver  les  deux  équations  du  fccond  degré  qui  ont 
tous  leurs  termes , par  lefquelles  une  équation  reduébble  du 
quatrième , peut  être  exaélement  divifée , on  fuppofera  les 
deux  équations  indéterminées  xx  fx  = 0,  xx^bx 
»4-  i O i & après  en  avoir  pris  le  produit 

x^’^fx'  •^gxx’^ghx’^gi^O’f 
nr-hx>  •>rf,x 

•*“fbxx 

en  en  comparera  les  termes  avec  ceux  de  la  formule  generale 
qui  leur  répondent , & l’on  aura  les  quatre  équations  particù* 
liercs  fuivantes  : V , f b = rr,  ,g^ 'f^fb  = pi  ^*,gb 

On  regardera  g comme  connue , & elle  marquera  un  di- 
vifcur  exaft  du  dernier  terme  de  la  propofee , puifque  le 
dernier  terme  de  la  propofée  eft  le  produit  des  deux  der- 
niers  termes  des  deux  équations  du  focond  degré,  dont  la 
propofée  eft  le  produit . On  cherchera  une  valeur  de  f qui 
ne  contienne  que  des  connues  avec  g ; pour  la  trouver , on 
prendra  la  valeur  de  b dans  la  première  & la  troiftéme  équa- 
tion, & l’on  aura  h = n — on  prendra  enfuite 
la  valeur  de  i dans  la  quatrième  équation  , qui  e(H=  j-,  ôc 
on  la  fubftituera  dans  l’équation  qu’on  vient  de  trouver,  & 

l’on  aura  » — f=hl-£;  d’où  l’on  déduira 

* s ' 

on  fubftituera  cette  valeur  de/ dans  »H/Ar  •«- g = 0;  ôc 
Ton  aura  xx  •+■  ' x ■♦•g  = o . 

Quand  on  voudra  examiner  fi  une  équation  particulière 
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du  quatrième  degré,  peut  fc  divifcr  cxaélemcnt  par  deux 
autres  du  fécond  degré , on  prendra  tous  les  divifeurs  du 
dernier  terme  de  la  propolee,  & fi  elle  eft  littérale  & homo. 
gene , il  fuffira  de  pendre  les  divifeurs  de  deux  dimcnfions.  On 
lubftituera  ces  divifeurs  fucceflivement  avec  le  figne  de-4-,  & 
enfuite  celui  de — , dans  la  formule  xx  -t-  .1-=^:-  x •«•g  = o, 

au  lieudeg;  comme  auffi  les  valeurs  de  »,  f,r;  & on  divifera 
la  propolée  par  1 équation  qui  naîtra  de  la  fubfiitution  ; & fi  la 
divifion  eft  exaâe , on  aura  ce  qu’on  cherche. 

Par  exemple,  on  voudroit  fçavdr  fi  1 équation 

x*’^2ax^  — aexx  •^laibx  aahc—o, 
— 2bx^ — ^atxx — iaaex 
eft  redudible  en  deux  équations  du  (êcond  degré. 

1*.  Afin  que  la  formule  generale  du  quatrième  degré 
•*-nx^y  Scc.  reprefentc  la  ptopfée,  il  faut  fuppofêr  » = 2<i 

— 2&,  p= — ac — sai,q=2aib — 2aac,  r=’*’aabc. 

2".  11  feut  pendre  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme  de 
la  propolée , ceux  qui  font  de  deux  dimenfiûns  , c’eft  à dire 
aa,ab,  ac,îc. 

3°.  Il  faut  fubftituer  chacun  de  ces  divifeurs  fucceflivement 
avec  le  figne  •«-,  & enfuite  avec  le  figne  — , dans  la  formule 
XX  Ar-t-g=o,  à la  place  deg,  & y fubftituer  aufli 

g S 

les  valeurs  de»,  q,r:  l’on  trouvera  qu’en  y fubftituant  à la 
place  deg,  44,  — ah,  l'on  n’auroit  pas  un  divifeur 

exadf  de  la  propolée , mais  en  fubftituant  — ab  h ïa.  place 
de  g,  |la  fi)rmule  eft  changée  en  xa?  24x  — ab  = o , par 
laquelle  la  ptopofée  fe  divife  fans  refte , & l’on  trouve  le  quo< 
tient  XX  — ibx  — 4f  = O. 

Ainfi  la  propolée  n’eft  ps  du  quatrième  degré , mais  elle  fe 
réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  degré . 

On  put  encore  trouver  une  réduite  dont/ fbit  l’inconnue  , 
& dans  laquelle  g fbit  regardée  comme  une  connue  qui  repre* 
fente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  popfée  , en  prenant 
deux  valeurs  de  l’indéterminée  $ , l’une  dans  la  2* , & l’au* 
tredans  la  4*  équation  particulière;  & l’on  aurai  = p — g 
— /é  = |;  fubftituant  la  valeur  de  é = » — / dans  cette 
équation , Ton  aura  p — g — nf’^ff=j,  m bien  ff  — «/ 

P = .0 , qui  eft  la  réduite  qu’on  cherche . 

— â 

r 

I 
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Refolvant  cette  équation  du  fécond  d^é,  onaura/=-j 
nn  — P"*"  g J l fubftituant  cette  valeur  de 
dans  XX  fx  ^ g = o,  oo  aura  la  formule  xx 

X i ^ «» — J ’*“g  = O.  Cette  formule  fervira 

à foire  trouver  les  équations  du  focond  degré , dans  lefquelles 
fc  peut  réduire  une  équation  particulière  ^ quatrième  degré, 
comme  dans  Ijexcmple  précèdent. 

Pour  le  cinquième  degré. 

pou  R trouver  les  deux  équations  commenfurables , l’une 
du  fécond  degré , & l’autre  du  troilïéme , qui  ayenc  tous 
leurs  termes , par  lelquelles  une  équation  redué^ible  du  5* 
degré , réprefentée  par  la  formule  generale  x'  nx!^  ped 
•^qxx  -^rx’*^  s — O,  peut  fc  divifcr  exaélement ; on  fi^ 
pofcra,  1®,  flfx  H-yÀf  0,  /X  ^ =0:  Et 

après  avoir  pris  leur  produit  x‘  fx*  ^ kxx fkx 

bx*  •^gx^’^gbxx^gix 
-♦^x’-»-  fïxx 

***2k  = o,  on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux 
delà  formrJe  i & l’on  aura  les  cinq  équations  particulières  qui 
fuivent  : i’*,  f b =n -,  a»,  i^g-^fb  — p',  i’k^gb 
•*‘f>  = ^f^’,fb-*‘gi  = r-,  f,gk=t. 

2*.  On  cherchera  une  réduite  du  fccond  degré,  dont/ 
foit  1 Inconnue , & on  regardera  g comme  une  connue  qui 
reprcfcnte  un  divifcur  du  dernier  terme  de  l’équation  du 
cinquième  degré  qn’on  veut  refoudre , Pour  la  trouver , 00 
pendra  les  valeurs  de  b dans  la  pemiere  & la  fcconde , ÔC 
l'on  auraé  = » — f=t=.j.=.ç.  5 d’où  l’on  déduira  i =ff 
— ^"*“P — g - O”  prendra  une  autre  valeur  de  s dans  la 
quatrième , & l’on  aura  i = ; fobttitnant  dans  cette 

valeur  de  i celle  de  i prife  dans  la  cinquième  équation,  qui 

td  k=f.  Ion  aura  i =.!lH-~I±=ff.-.-t^-*‘p--^g.  Cet- 
te équation  étant  mifc  en  ordre  , on  aura  la  réduite  qu’on 
cherche,^ — nf  ^p:=o. 

-d- r 

U 6 

r 

On  peut  trouver  autre  réduite  du  fccood  degré,  eo 
prenant  la  valeur  de  b dans  la  première  & la  troiilênie 

V ii 
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équation , car  l’on  aura  b = n — /=  ou  bien  gn 

— gf=q  — fl  — k;  fubnituant  dans  cette  équation  la 
valeur  de  i pri/ê  dans  la  quatrième , qui  eft  i = , l’on 

aura  gn  — gf=-^  — ; Enfin  fubfiituant  dans 

cette  équation  la  valeur  de  k prilê  dans  la  cinquième , qui  eft 
^ f , on  aurait;  —gf  = j — ^-4-  ^ ^ , qui  fc  re- 

duità;^— — xIi=o. 

ut 

i 

C’eft  la  fécondé  réduite  qu’on  cherchoit . 

Quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  partieufiere  du 
cinquième  degré  eft  rèduèlible  en  deux  plus  fimples , l’une 
du  fécond  & l'autre  du  troifiéine  degré,  on  prendra  tous 
les  divifeurs  de  fon  dernier  terme  ; & fi  elle  eft  littérale  5c 
homogène,  il  fuffira  de  prendre  ceux  qui  font  de  deux  di- 
' inenfions  ; on  les  fubfiituera  les  uns  après  les  autres  dans 
laquelle  on  voudra  de  ces  deux  réduites  fous  le  figne  -h  , & 
enfuite /bus  le  figne — ; on  y fubftituera  au/Ti  les  grandeurs 
de  la  propofée  répre/entées  par  &c.  on  prendra  en- 

fuite  la  valeur  de  /,  & on  la  fubftituera  , comme  au/fi  le 
<divifeur  pris  pour  g , dans  xx  fx g = o\  & fi  la  pro- 
^(ce  le  divife  exaélement  par  l’équation  qui  naîtra  de  la 
.ûibftitutioa , on  aura  ce  qu’on  cherche  : linon  , on  mettra  un 
;3Utre  divilêur  du  dernier  terme  à la  place  de  g dans  la  ré- 
duite y & on  continuera  l’operation  comme  on  vient  de  le 
preferire. 

On  pourroit  au/Ti  fubftituer  les  divi/curs  du  dernier  terme 
les  uns  après  les  autres  avec  le  figne  & enfuitc  avec  le 
ligne — , dans  les  deux  réduites,  avec  les  valeurs  de  n,p, 
(?cc.  & trouver  enfuite  le  plus  grand  divifenr  commun  des 
réduites;  & par  le  plus  grand  divilêur  commun,'  trouver  la 
valeur  de/,  & la  /ubftituer  avec  celle  de_g^ , dans  xx-^fx 
y^g  = O , & divi/èr  enfuite  la  propofée  par  l’équationqui  en 
naltroic . 

VtMci  un  exemple  qui  fera  concevoir  lesdeux  maniérés  d‘ap«' 
pliquer  la  méthode  à une  équation  particulière.  • 

Pour  voir  fi  l’équation  x'  lax* — ^ûox’ — aaèxx  a^hx 

— ^abx^  •^laahbx 

^ a>bb  =0,  peut  être  exaflement  divifée  par  une  équation 
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du  fécond  degré  , & par  une  du  troifiéme  degré , qui  ayenc 
tous  leurs  termes:  i“ , il  faut  prendre  les  divifeurs  du  deriûer 
terme  qui  font  de  deux  dimenflons  ; ces  divifeurs  font  ab , 
aa,  bb. 

Afin  que  la  formule  generale  jc*  -t-  hx*  , &c.  reprefên- 
te  la  propofée , il  faut  fuppofer  n = za,  p =:  — zaa  — ^ab, 
q = — aab  , r = -t-  afl  ■^aahb  , j = a^bo. 

3°.  11  faut  fubflituer  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  ré- 
duites abk  h place  de  g , ôc  les  valeurs  de  » , p , q,  &c. 
à leur  place  } & comme  la  valeur  def  qu’on  trouve  après  la 
iubfiitution  de ab  k la  place  deg , étant  fubflituée  dans 
XX  •^fx  ab  = o,  l'équation  qui  en  vient  n’eft  pas  un  di- 
vifeur  exaéd  de  la  propofée , il  faut  fubflituer  — ab  kh  pla- 
ce de  g , dans  laquelle  on  voudra  des  réduites , & les  valeurs 
de  » , P y q y &c.  & l’on  trouvera  au  lieu  de  la  première  ré- 
duite  cette  équation  — af  — za,a  = o ; & au  lieu  de  la 

fécondé  réduite  , l’on  trouvera/)'' af  ^ zab  =:  o. 

zbf 

, 4°.  Ayant  trouvé  par  le  moyen  de  l’une  ou  l’autre  de  ces 
deux  réduites,  que/=  — a,  on  fubftituera  — a au  lieu  de/ 
dans  XX  "^-fx  -t-g  = o,  & — à la  place  deg;  & l’on  aura 
XX  — ax  — ab  = o,  par  laquelle  divi^nt  la  propofée  , on 
trouvera  le  quotient  julîe  x^  -4-  ^axx  — ^abx  — aab  = o > 
ainfi  la  propofée  n’efl  pas  du  cinquième  degré  , mais  elle  fe 
réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  & du  troi- 
Céme  degré . 

On  peut  auffi  trouver  la  valeur  de/,  en  prenant  le  plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  réduites , après  qu'on  y au- 
ra fubflitué  — abkh  place  deg , & les  valeurs  de  »,  p,  y, 
&c.  car  l’on  trouvera  que  le  plus  grand  divifeur  commun  eft 
/-4-4  = o,  par confequent / = — a. 

Cette  maniéré  de  trouver  la  valeur  de  / par  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  réduites , après  qu’on  y a fait  les  fubfti- 
tutions , eft  d’ufage , lorfque  les  réduites  font  au  deflus  du  fé- 
cond degré;  mais  quand  les  réduites  ne  paflent  pas  le  fécond 
degré  , il  efl  d’ordinaire  {rfus  court  de  prendre  la  valeur  def 
dans  une  feule  réduite . 


V iïj 
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Pour  U jixiéme  degré , 

y LORSQU'IL  peut  fe  réduire  à une  équation  du  fécond  degré 
& à une  autre  duq^^  dant  lefquellet  aucun  terme  nefl  évanoui. 

Jl  faut  AippoÆr  les  deux  équations  indéterminées  xx  H-  fx 
u:*-*’/!Aé-t‘ixx-t‘ix‘*‘I=o;  & après  avoir  pris 
leur  produit  x*  bx^  -*■  ix*  -^kx'  h-  Ixx  -4-//r^^/=o 
"*■  /f’  gixx  gkx 

•*“  fbfe^-^-fix^  "i-fkxx 

il  faut  comparer  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la  formu»^ 
le  generale  du  fixiéme  degré  **  •+•  »**  ^ px*  qxé  rxx 
^ sx^  r = O,  qui  leur  répondent  ; ce  qui  donnera  les  fix 
équations  particulières  qui  fuiventî  i~,  b •♦•/=  n;  z'  ,i^  g 
•^fb  = p;  3*,  k^gb  =f,^*,I^gi^fk~r,  j‘,  fl 
•*-gi  = r,&%gl=t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  f foit  l’inconnu^ , & dans 
laquelle  g repre/ênte  un  divi/ëur  du  dernier  terme  de  la  propo- 
sée , on  prendra  deux  valeurs  de  b dans  la  première  & la  lê- 
conde  équation  ^ & l’on  aura  b r=.n — /=  d’où  l’on 
déduira  i = ff — nf  p- — g y comparant  cette  valeur  de  t 
avec  une  autre  prilc  dans  la  quatrième , on  aura  i = 

~ff — ”f^P  — g \ ou  bien,  r — l — f\  =gff  — gaf 
^gP  — gg\  mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  / pri- 
fe  dans,  la  fixiéme  équation  qui  eft  / = f-  , l'on  aura 
r — j — fk  = gff — gnf  -ti^gp — gg;,  fubftituant  la  valeur 

de  /=  idans  b cinquième  , on  aura  { = -j-t . Cette  va- 
leur étant  fubftituéc  à la  place  de  é.  dans  r — ^ — fk—  gff 

— g**f  •*"  gP igu  réduite  r — j — - — 

=^gff — g”f  "^gP  —gg>  qui  kc.  réduit  à//  — ‘M^nf-*-p 


U. 


— 0‘>  c’efl  la  réduite  qu’on  cherche.. 

On  peut  trouver  une  fécondé  réduite  en  comparant  la  va» 
leur  de  i déjà  trouvée  qui  eft  i =ff — nf  ^p  — g,  avec 
une  autre  valeur  de  i prife  dans  la  troifiéme  équation , & 
l’on  aura  i = =fji  — nf  — g^  il  faut  fubftituéc 
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dans  cette  équation  la  valeur  de  h prifc  dans  la  première 
équation  > qui  eft  » — /,  & la  valeur  de  prife  <lans 
la  cinquième  équation,  qui  eft  = ^'  J & fubftituant  à la 
place  de  / fa  valeur  l — j prife  dans  la  Cxiéme  équation  , on 

aura  \ = — ; fubflituant  donc  les  valeurs  de  & de  6 
dans  — ff — ”f  •^‘P  — it  l’oo  aura 


S 


^ui  le  réduit  à/5  — nff  — igf  ^-gn—o; 

~~a  — ? 

c’eft  la  fécondé  réduite  qu’on  cherchoit. 

On  fe  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  C une  équation 
du  fixiéme  degré  fe  peut  réduire  en  deux  plus  fimplcs  qui 
ayent  tous  leurs  termes , dont  l’une  foit  du  fécond  degré  , & 
l’autre  du  quatrième , comme  l’on  a enfeigne  dans  le  cinq’uié- 
me  degré. 


Pourkfixiéme  degré , lorfqu'il  peut  fe  réduire  à deux  iquationt 
du  troifiéme  degré  qui  ont  tous  leurs  termes . 

Xl  faut  fuppofer  les  deux  équations  indéterminées  x>  -t-  fxx 
gx  b = O , xé  sxx  {x  J = O-,  & après  avoir 
trouvé  leur  produit  x*  -+-/**  '^gx^-u-bxi-u-bixx’Sfhkx-u-bl 

-»■  !(_x"^w^lxf  "^flxx  ’^glx 
•^•fix*  •^sx^'^gkxx 

= o;  on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la 
formule  generale  du  fîxiéme  degré  x^  ax'^  px^  qx^ 
rxx  •U»  SX t = Q,  qui  leur  répondent  j ce  qui  donnera 
les  fix  équations  particulières  qui  fuivent  : i™  , /-t-  / = » ; 
»*>.?■+•  4 •*‘f  't  = P\  i‘ib’U‘1  -U- gi-U‘fk.=q } /Ç ^ bi^fl 
= r,  5*,  hk’^gl=s\  6‘,  bl=  t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  / foit  l’inconnue , & dans 
laquelle  b reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofée  , lequel  divifeur  eft  de  trois  dimenfions  dans  les 
équations  littérales  & homogènes  > il  faut  prendre  dans  la 
première  & la  féconde  équation  deux  valeurs  de  / , & l’on 
aura  i = » — /=  } d’où  l’on  déduira  k—ff  — »/ 
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•‘l’p  — gi  on  prendra  une  autre  valeur  de k.  dans  la  cinquiè- 
me 4 = ; F*"  confcquent^ — "f’^P  — g — ^ .Qa 

fubflituera  dans  ^ , la  valeur  de  l prife  dans  la  fixiéme 


équation  / = -ç  5 & l’on  aura  ff  — nf’^p  — 
d’où  l'on  déduira  ^ ~ . U i 


î£ 

h 


g = 

faut  remarquer 

b ■■■ 

cette  première  valeur  de  g. 

Pour  avoir  une  fécondé  valeur  de  ^ à coniFrcr  avec  cette 
première , on  fe  lèrvira  de  la  troiliéme  équation , qui  donne- 
ra^ = fubftituant  dans  cette  valeur  celle  de  i 
= i ‘^sns  la  fixiéme  équation  , celle  de  i prilê  dans  la 
première,  qui  eft  i = » _ /-,  & celle  de  k dans  la 
fécondé,  qui  cd  k = p — g —fi  ~p  ^ g ^ l’on 

= r«, 

M —f 


aura  g — 

déduira  g = ^ ~&— 


> qui  eft  la  fécondé 

2j  — • 

valeur  de  g ; com^rant  les  deux  valeurs  de  ^ , on  aura 
bff^hnf—pb-^s  _ — 


fe  réduit  à/’ - 


2/ — tt 

7 . bunf — 2sf  hnp’ti^ns  — 


•/>/ 


•H  I— é» 


= o ; c'en  la  première  réduite  qu’on  cherche . 

Pour  trouver  une  fécondé  réduite  dont  / foit  l’inconnue, 
on  prendra  deux  valeurs  de  k , l’une  dans  la  fécondé  équa- 
tion  particulière , & l’autre  dans  la  quatrième  ; & l’on  aura 
\ — P — g — fi  fubftituant  dans  cette  équa- 
tion la  valeur  de  i pri/ê  dans  la  première  équation  i'=n f 

celle  de  / prife  dans  la  fixiéme , qui  eft  / = ^ , & la  pre- 
miere  valeur  de  g , qu’on  a fait  remarquer  ci-deflùs , l’équa- 
tion  g P — fi  — , fera  changée  en  celle-ci , 

t-  P _ nf^ff=  r^bn^bf—^ 

^ b 

Otant  les  fraélions  , & feifant  en  forte  que  le  premier  terme 
naît  que  [unité  pour  coëficient  , Ion  trouvera  l’équation 

fuivantc , 
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fuivante , qu«  la  fcconde  réduite  qu’on  cherchoit 
/»  — 2/^— -iç  = o. 

Ipff—  2ttpf^  PP 
Æ J!f U. 

' i ^ h 

*4-  2/&« 


— ir 


On  fe  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  fixiéme  degré  peut  fe  réduire  en  deux  du  troifiéme  qui 
ayent  tous  leurs  termes  , comme  on  l’a  enfeigné  dans  le  cin- 
quième degré  : Mais  il  &ut  remarquer  que  quand  on  aura 
trouvé  une  valeur  de/,  il  faudra  la  fubflituer  dans  l’une  des 
deux  valeurs  de^  , laquelle  on  voudra  , pour  déterminer  la 
valeur  de ^ , afin  de  la  fubftituer  avec  celle  de/,  & avec  le 
divifeur  pris  pour  b dans  •+•  fxx  ^g*»4-A  = o>  & après 
ces  fubfiitutions  , on  divilêra  la  propdée  par  cette  équation 
ainfi  changée . 

Ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul , pourront 
abaiflèr  cette  lèconde  réduite  par  le  moyen  de  la  première, 
au  fécond  degré  , comme  l’on  a fait  dans  le  Problème  prece- 
dent , pag.  147.  Ô*  148. 

La  démonfiration  de  ce  quatrième  Problème  efi  la  même 
que  celle  du  troifiéme. 

Corollaire! 

XL  efl  évident  que  ce  quatrième  Problème  comprend  le  pre- 
cedent f car  quand  il  arrive  qu’il  y a un  terme  évanoui  dans 
l’une  des  deux  équations  plus  fimples.danslelquelles  une  équa- 
tion du  4*,  5*,  & 6*  degré  fe  peut  réduire , on  trouve  alors  une 
valeur  de  l’indéterminée  qui  répond  à ce  terme , prife  dans  les 
réduites  de  ce  quatrième  Problème,  égale  à zéro. 

Corollaire  II. 

I .orsqu’apre's  avoir  fubftitué  fuccefiivcmcnt  tous  les 
drvifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  dans  les  réduites , 
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on  tie  peuf  trouver  aucunes  valeurs  des  indéteriane'es , qui 
étant  fubftituées  dans  atat  -4“  /à?  j = o , ou  a:’  •^fxx  gx 
^h  = o , les  rendent  des  divifeurs  exaéls  de  la  propofée; 
c’efl  une  marque  certaine  que  la  propofee  efl  irréduQible. 

PROBLEME 'V. 

9«i  contient  les  deux  procèdent  s. 

6 7.  y* ROUVER  les  équations  plus  fmples  commenfurables , par 
tejquelles  une  équation  réduélible  de  quelque  degré  quelle  puiffe 
etrt , peut  [e  divifer  txaEiement , fait  que  ces  équations  plus  fisa- 
pies  ayent  tous  leurs  termes  ^ fait  quelles  en  ayentdévanouis. 

Avertissement. 

T lA  méthode  qu’on  vaexpliquer  luffit  feule  pour  réduire  tou- 
tes les  équations  compolécsréduéiibics  aux  plus /impies  degrés, 
ou  pour  s’a/Turer  ù elles  font  inêduéhbles  > mais  dans  la  crain- 
te que  l’extrême  longueur  du  calcul  ne  rebutât  le  Leéleur,  on 
a cru  qu’il  étoit  needfaire  de  faire  précéder  les  méthodes  du 
troi/îéme  & quatrième  Problème , dont  le  calcul  eft  bien 
moins  embaraflanr,  & qui  cependant  fufhlënt  pour  réduire  les 
équations.  Pour  faire  concevoir  clairement  cette  méthode,  on 
l’appliquera  en  l’énonçant  aux  équations  du  4*  degré:  11  faut  fe 
rendre  cette  application  femilicre  pour  entendre  la  démon/lra- 
tion. 

Méthode  generale. 

1*.  Jl  fiut  d’abord  fuppofêr  que  ata:  •i“fx  •^g  = o,  repre/cn- 
te  par  fes  indéterminées/,  g,  l’équation  du  fécond  degré,  par 
laquelle  une  équation  compofée  fe  peut  divifer  exaélement . 

1°.  Il  faut  divifer  la  formule  generale  du  degré  de  l’équa- 
tion qu’on  voudra  réduire , par  xx  fx  g — o y & conti- 

huer  la  divifion  Jufqu’à  ce  qu’on  fôit  arrivé  à un  reüe  où  l’in- 
connue X foit  moins  élevée  d’un  degré  ^ue  dans  xx  fx 
ij-g  = o. 

3*.  Il  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à zéro  , 
ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’indéter- 
minées. 

Au  lieu  de  faire  ce  qui  efl  marqué  dans  le  fécond  Sc  troî- 
Céme  article  , on  pourra  multiplier  xx  •^•fx  g = o,  par 
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bne  autre  équation  indéterminée , dont  le  degré  joint  avec  ce- 
lui dexx**‘fx’^g  = O,  £affe  celui  de  l’équation  qu’on  veut 
léduire  ; par  exemple  > pour  le  4*  degré , U faudra  multiplier 
XX  •^fx  = par  xx‘^tbx<*»i  = o;  pour  le  5*  degré , 
par  x>  éxx  ix  k = oÿ  pour  le  6*  , par  -h bx^ 
^ ixx  kx  I = o y & ainfi  des  autres. 

Il  faudra  cnfuite  comprcr  les  termes  du  produit  avec  ceux 
de  la  formule  generale  du  degré  de  l’équation  qu’on  veut  ré- 
duire, qui  leur  répondent , comme  dans  le  troifiéme  & qua- 
trième Problème  ; ce  qui  donnera  autant  d’équations  particu- 
lières qu'il  y a d’indéterminées  dans  les  deux  équations  indé- 
terminées qu'on  a multipliées  l’une  par  l’autre. 

Il  faudra  dégager  les  indéterminées  de  l’équationindétermi- 
Dccxx^bx^i=-o^oux^'^ bxx /a; A = o, & c en fc  fer- 
vant  des  premières  équations  particulieres,&  en  fubflituant  leurs 
valeurs  dans  les  deux  dernieres,onauraprecifément  lesdeux 
mêmes  équations  trouvées  par  le  fécond  & troifiéme  article. 

Par  exemple  , pour  réduire  une  équation  du  4'  degré  , on 
prendra  la  formule  generale  du  4‘  degré  x*  •^nx^’^pxx^qx 
■H  r = O , & l’équation  indéterminée  xx  fx  g = o,  oa 
divifera  la  première  par  la  fécondé  , comme  on  le  voit  ici  : 

AvtRTlSSEMINT.  **♦«+<  i y Jf  *+*r  / XX  <^fx 

t mtrijui  tjHêl»  r-,  * fx' — * gxx ( xxt^nx-^f 

‘ " •—  * xfxxi^fix  ¥^u  V — /*.  —g 

•+■  t ffxx—ffx  t^nfg  — nf 

. . •♦•Â*  —fit 

tr»nchi$  pMr  unt.  t^nffx 

^ ^ »—pX 

Et  la  divifion  fora  continuée  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  le  re- 
lie — fx-^  nffx  fgx  — pfx  ^fgx  — ngx  qx  — ffg 
y dans  lequel  * efl  d’un  degré  moins 
élevée  que  dans  le  divifeur  xx  fx  g. 

On  foppofera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  à zéro,  & l’on 
aura  les  deux  équations  — /’■<•»//  — Pf  — *î?  = ° > 

î 

— Sff  ”gf  g&  = O'y 
— pg 

ou  bien  en  tranfpofânt , p — «ff  ' 


grMaituT  t/l  rjf». 
txt  y ainfi  g xa 
marfat  fki  x*  tfi 


gff  — flgf  — gg  — O. 

Pg 
— r 


pf  ”g  = 
2gf—  2 


X ij 
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On  trouveroit  les  deux  mêmes  équations  en  comparant  les 
termes  du  produit  de  xx  fx  g = 0 , pur  xx  bx  i 

= O , qui  eft  x*  •+■  fx^-^gxx  gbx  •*-gi  = o^  avec  ceux 

ixx  fix 
•^fbx 

de  la  formule  generale  x*  -h  nx^  ■+•  pxx  -4-  -4-  r = o;  car 

en  dégageant  les  indéterminées  b Sx.  i dans  les  premières 
des  quatre  équations  particulières  que  donneront  ces  compa- 
raifons,  qui  font:  I"  , /-t-  b = rti  g i fb  = p ; 
3*  > f‘  = y &•  = ^ 7 l’on  trouveroit  b = n — /, 
i=p — g — i & fublHtuant  les  valeurs  de  i?  & de  i 
dans  la  3'  & la  4* , l’on  auroit  f = --»^=£5±^j  d'oî,  1*oq 
dêduiroit  f — »//—  tgf^  = O i & g = 7=r-w^ 

. . . . f — 

d oîl  l’on  dêduiroit  gff  — ngf  — gg  = o 


•^Pg 
— r 

4*.  Pour  trouver  Tes  valeurs  def  & de  g par  le  moyen  de 
ces  deux  équations , on  clioifira  laquelle  on  voudra  des 
deux  indéterminées  f,  g , pour  en  faire  l’inconnue  de  la  ré- 
duite  j fuppofé  qu’on  fc  détermine  à g , on  ordonnera  cha- 
cune de  ces  deux  équations  par  rapport  à l’inconnue  f qu’on 
veut  foire  difparoître  de  la  réduite  , & on  regardera  g com- 
me connue,  jufqu’â  ce  qu’on  ait  trouvé  la  réduite  dontg  fait 
l’inconnue. 


Pour  trouver  cette  réduite , on  cherchera  lé  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  precedentes  ; & quand 
en  fera  arrivé  à un  relie  où  f foit  linéaire  , on  mettra  ce 
relie  à part;  & le  fuppofant  égal  à zéro,  on  prendra  dans 
l’équation  linéaire  faite  de  ce  relie  , la  valeur  de  / linéai- 
re , laquelle  ne  contiendra  que  des  grandeurs  connues  avec 
la  feule  inconnue  g . Il  fout  remarquer  cette  valeur  de  / , 
pareeque  quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  g dans  la  ré- 
diiite , en  la  fubftituant  dans  cette  valeur  de  /,  on  rendra  / 
toute  connue. 

On  continuera  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun avec  le  relie  où  f e(l  Kneaire , comme  fi  on  n'avoit 
pas  mis  ce  relie  à part,  & quand  l’inconnue  f aura  difparu  , 
on  fupTClêra  le  relie  qui  n’aura  point  d’autre  inconnue  que 
g f égal  à zéro  ; & ordonnant  l’équation  qui  en  naîtra  par 
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rapport  à l’inconnue^,  elle  fera  la  réduite  qu’on  cherche* 

Dans  notre  exemple  on  cherchera  le  plus  grand  divi/cur 
commun  de  — nff  — 2^  h-  #7»  = o , & de  ^ 

t-ff  —q 

I — gj  = o;  & quand  on  fera  arrivé  au  refte  — rf 

•*-p& 

— r 

oîifed  linéaire,  on  le  fuppofera  égal  à zéro, 
d’oLi  l’on  déduira  f = • H f>ut  remarquer  cette 

équation  linéaire,  qui  fera  trouver  la  valeur  de  / , quand  g 
fera  connue. 

On  continuera  enfuite  la  recherche  du  plus  grand  diviléur 
commun  des  deux  équations  precedentes  , comme  (i  on  ne 
l’étoit  pas  arrêté  à mettre  à prt  la  valeur  de/,  en  divifanC 
iff  — —^  = 0 > par  refte -ggf-^ngg  = o , juf- 

'^Pg  -^r/  —qg 

— r 

qu’à  ce  que  l’inconnue  / ait  difpara } & l’on  fuppofera  le 
refte  qui  ne  contiendra  plus  /,  égal  à zéro  ; & après  avoir 
Ordonné  ce  refte  par  rapport  à l’inconnue  g , on  aura  la  rc> 
duite  g‘  — fg'  nq^  — qqg^  nqrgg  — prrg  r»  = O . 
— rg+  — nmgi  — rrgg 
2/>rg* 

S l’on  vouloit  trouver  la  réduite  oîi  / fût  l'inconnue , on 
ordonneroit  les  deux  équations  trouvées  par  le  fécond  & troi- 
fîéme  article  de  la  méthode,  par  rapport  à l’inconnue  g,  & 
l’on  auroit  gg  nfg-^rz^o,  & ifg — / = o. 

— Pg  —»g-^nff 

— ffg  ' -~Pf 

On  chercheroit  leur  plus  grand  divifeur  commun , & 00 
feroit  d’abord  l’operation  , jufqu’à  ce  qu’on  fût  arrivé  à un  re- 
lie oh  g fût  linéaire.  Mais  comme  g eft  linéaire  dairs  la  fecon- 
de  équation,  ce  refle  cft  tout  trouvé  fans  operer,  & l’on 

Il  faudroit  enfuite  continuer  l’operation  pour  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun , jufqu’à  ce  que  g eût  difparu  dans 
le  refle.  Il  faudroit  fuppofer  ce  refle  oh  g n’efl  plus , égal  à 
zéro,  & ordonner  l’équation  par  rapport  à l’inconnue/,  & 
l’on  auroit  la  réduite 

X i ij 
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f — 3»^  H*  3««/^  —4”PP  "^PPff  — »»?/  — = O : 

•*“  2fP  — — ”PPf  npH 
H-  mnpff  4^rf  — nnr 

— ¥ff 

Si  le  lecond.  terme  étoit  évanoui  dans  une  équation  du  qua* 
tricme  degré,  alors  « étant  zéro,,  toutes  les  grandeurs  de  la 
réduite  precedente  où  fe  trouve  »,  devenant  zéro,  l’on  auroit 
la  réduite  du  degré/*  2pP  ppff  — = o.  ' 

—4^/. 

Pour  trouver,,  par  le  moyett  de  ces  réduites,,  fi  une  équa- 
tion particulière  du  quatrième  degré  , par  exemple  x* 

lax'  — aexx  •+■  2abbx  aabc  = o , peut  fc  divilër 

— zbx^  — ^ahxx  — taacx 

exaélement  par  deux  équations  commenfurables  du  fécond 
degré,  il  faut  fuppofer , afin  que  la  formule  generale  repre- 
fente  la  propofée,  n=zza — Pb^p= — ac — '^ab,q=.zàbh 

— , r = ^aabc  ; & enfuitc  fubflituer  dans  laquelle  on 

voudra  des  deux  réduites,  à la  place  de  »,  &c..  les  gran- 

deurs qu’elles  reprefentent . 

Il  faut  enfuite  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme 
de  la  réduite  ainfi  changée  ; & fi  la  propofée  eft  littérale  & 
homogène,  il  faudra  prendre  les  féuls  divifeurs  de  deux  di- 
menfiuns  dans  la  réduite  dont  g efl  l’inconnue,  &ceux  d’une 
feule  dimenfion  dans  la  réduite  dont/ efl  l’inconnue. 

. Si  l'on  fe  fért  de  la  réduite  dont  g efl  l’inconnue ,.  comme  g 
reprefente  un  divifeur  de  deux  dimenfions  du  dernier  terme 
de  la  propofée,  il  n’y  a parmi  tous  les  divifeurs  du  dernier  ter- 
me de  la  réduite,  qui  font  de  deux,  dimenfions,  que  ceux  qui 
font  communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  propofée , qui 
peuvent  férvir  ; ce  qui  efl  un  abrégé  lorfqu’on  fé  fért  de  la  ré- 
duite dont  g efl  l’inconnue. 

11  faut  fubflituer  les  divifeurs  dont  on  vient  de  parler  fuccef- 
fivement  avec  le  ligne  de  -♦-  & celui  de  — , à la  place  de  g , 
dans  la  réduite,  ou  à la  place  de/,  fi  l’on  fé  fertde  la  fécondé 
réduite;  ou  bien  divifer  fucceffivement  la  réduite  par  g ou  / 
plus  ou  moins  chacun  de  ces  divifeurs. 

Celui  de  ces  divifeurs  dont  la  fubflitution^  rendra  toutes 
les  grandeurs  de  la  réduite  égales  à zéro,  ou  par  le  moyen 
duquel  la  divifion  fe  fera  fans,  relie , fera  la  valeur  de  g oa 
de  /. 
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, Dans  notre  exemple,  après  avoir  mis  dans  la  réduite 
dont^efl:  l’incoonue,  à la  place  écn^p,  •&c.  les  grandeurs 
de  la  propofee  qu’elles  reprcfentcot , elle  k trouve  c^ngee  en 
celle-ci . 


=0, 

— 44^^+  — 44Vfx'  — 44'iffjj 


Les  divifeurs  du  dernier  terme , qui  font  de  deux  dimenfions, 
font  ah,  ac,  k , aa,bb,cc,  parmi  lelquels  il  ny  en  a de  com- 
muns avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofoe  , que 
ah,  ac,  bc,  aa.  Ainû  il  ne  faut  fe  fervir  que  de  ces  quatre. 

Or  on  trouve  que  fubftituant  — ab  ah  place  de  g , dans 
la  réduite , toutes  les  grandeurs  fe  décrût  fenc  par  des  /ignés 
contraires  ; ou  bien  qu’en  fàifant  la  diviHon  de  la  réduite 
par^-+*a^  = Oj  la  divilion  fe  fait  fans  refte:  Ainfi  g = 
•^ab. 


11  faut  après  avoir  trouvé  cette  valeur  de^ , la  fubftituer 
avec  les  valeurs  de  n,q,r,  dans  l’équation  où  y cft  linéaire, 
qui  eù  f = , & l’on  trouve/  = aa. 

11  faut  mettre  ces  valeurs  de/ & de  g dans  l’équation  indé- 
terminée XX  fx  •*-g  = O , & l’on  aura  xx  2ax  — ah 
= O , qui  cft  réquation  commenfurable  du  /êcond  degré , 
par  laquelle  la  propoféc  peut  être  exaélement  divifée  : fi  l’on 
âit  la  divifion,  le  quotient  xx — alx — ac~o,  fera  l’au- 
tre équation,  par  laquelle  la  propofée  fe  peut  exaélement 
divifer , 

On  trouveroit  aufii  la  fécondé  équation  du  fécond  degré,  en 
fubdituant  les  valeurs  de  »,  p,  q,  r,f,g,  dans  le  quotient  indé- 
terminé, qui  e/l  ara?  «X  -♦-/  = O . 

— «/ 

^.// 

Dimonflration  àu  tinquiéme  Problème  ’. 


O N fuppofe  que  x*  »x’  pxx  -t-  ya?  r = o , repre- 
fente  toute  l'équation  du  quatrième  degré , qui  fc  peut 
exadlcment  divifer  par  deux  autres  commenfurables  du  2* 
degré,  dont  l’une  cft  réprefcntée  par  xx "♦■/x -Hg  = o; 
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Ainfi/&^reprefentent  des  grandeurs  commenfurabics. 

Ion  cette  fuppofition , en  divifànt  nx^ , &c.  par  xx  fx 
mt-gz=o , la  divifion  doit  être  exacte,  & le  quotient  eft 


xx^  P = O . 

—fx—g 
— »/ 

^ff 

Pui/que  la  divifion  efl  Tuppofee  fe  faire  fans  refie , le  refie 


r 


— tigx  —pg 

— ^x  -^-nfg 

—ffs 

—Px^ 

doit  donc  être  égal  à zéro , & les  grandeurs  de  chaque  terme 
du  refie  fe  doivent  détruire  ; & efïèélivement  elles  fe  détrui» 
roient  fi  l’on  mettoit  à la  place  des  lettres  a,p,^,  r,f,g,  les 
grandeurs  quelles  reprefentent  ; car  autrement  la  divifion  ne 
le  fêroit  pas  fans  rcfle , contre  la  fuppofition . 

Chacun  des  termes  du  refie  donne  donc  une  équation  | 
'donc  le  2'  membre  efl  zéro . Ainfi  — f nff  — pf — ng 

^rg 

r 

Si  l’on  conçoit  dans  chacune  à la  place  des  lettres , les  grana 
deurs  qu’elles  reprefentent,  toutes  les  grandeurs  fe  détruiront 
par  des  lignes  contraires . Donc  f ou  — la  grandeur  com« 
menfurablc  quelle  reprefente  , efl  une  équation  linéaire , qui 
efl  un  divilêur  cxaél  de  l’une  & de  l’autre  de  ces  deux  équa’ 
fions,  par  la  nature  des  équations. 

De  meme  g *4-  ou  — la  grandeur  commenfurable  qu’elle 
reprefente  , efl  une  équation  linéaire , qui  efl  un  divifeur 
cxaél  de  ces  deux  mêmes  équations  , fuppofê  qu’on  les  or- 
donne par  rapport  à l’indéterminée  g ; par  confequent  en 
recherchant  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations , qui  en  ont  un  où  f ell  linéaire , ou  bien  un  où  ^ 
efl  linéaire  : Quand  on  fera  arrivé  à un  refle  dans  lequel  / 
ou  bien  g feront  linéaires  , ce  fera  un  divifeur  commun 
des  deux  équations . Ce  refle  efl  f = ^*cn 


&==^ 
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^ . Ce  refte  eft  donc  une  équation  linéaire,  qui 

contient  une  racine  commenfurablc  de  chacune  de  ce*  deuîs 
équations. 

Si  on  continue  la  recherche  du  plus  grand  divifeur  com- 
mun, jufqu’à  ce  que/ou  ^ difparoiflènt,  le  nouveau  refte  qui 
ne  contiendra  point/,  ou  point^,  fera  donc  égal  à zéro,  puif- 
que  le  refte  precedent  où  /,  ou  bien  où  g étoit  linéaire  , eft 
fuppole  un  divilêur  exaél , qui  doit  laifler  zéro  pour  refte  de 
ladivifion:  Ce  dernier  refte  qui  eft  la  réduite,  eft  donc  tel, 
qu’en  mettant  à la  place  de  l’inconnue/ ou ^ de  cette  réduite, 
la  grandeur  commenfurable  qu’elle  reprelcnte , & y mettant 
auffl  les  grandeurs  reprefentées  par  »,  p,  q,  &c,  toutes  les  quan- 
tités fe  détruiront  par  des  Cgnes  contraires . 

Par  confèquent , félon  la  nature  des  équations  , après  avoir 
fubftitué  dans  la  réduite  les  grandeurs  reprefentées  par  n , 
P tq,  &c.  /-♦-  ou  — un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  ré- 
duite , ou  bien  ^ ou  — un  divilcur  du  dernier  terme  de 
la  réduite  t eft  une  équation  linéaire  qui  divilc  exaftement 
la  réduite , & qui  en  contient  la  racines  c’eft  à dire , la  valeur 
de  / ou  de  ^ . 

La  méthode  fait  donc  trouver»  lorfque  l'équation  propofée 
eft  rédudlible , les  valeurs  de  / & de  t , qui  étant  miles  à leur 
place  dans  xx  -^fx  -^g  = o,  changent  cette  équation  indéter- 
minée en  une  autre  déterminée  , qui  eft  un  divifeur  exaél  de 
la  propofée.  Ce  quil  falloir  démontrer. 

Remarques  fur  la  méthode  du  cinquième  Problème', 

I. 

fuffit  ici  d’avoir  fait  concevoir,  & d’avoir  demôntré  la 
méthode}  ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul,  pour- 
ront  fupputerdeux  réduites  pour  le  cinquième  degré  ,&  deux 
pour  le  fixiéme,  dont  les  inconnues  foient/ & de  plus 
trois  réduites  pour  le  fixiéme  degré,  lorfqu’il  peut  fe  réduire 
à deux  équations  chacune  du  troifiéme  degré,  dont  les  incon- 
nues feront  les  indéterminées  f,g,h,de  l’équation  indétcrnii» 
née  a’  •^fxx’*‘gx’*‘h=o, 

lis  pourront  toujours  trouver  par  le  moyen  de  ces  rédui- 
tes , fi  une  équation  quelconque  du  4' , 5*  & 6®  degré  eft 
rédu<5tible;  & les  équations  plus  fimples  aufquelles  on  la 
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peut  réduire,  parles  feules  fubflitutions  des  grandeurs  de  la 

propofée,  réprefentccs  pr  n,p,  tj,  &c. 

Pour  abréger  le  calcul  qu’il  faut  faire  pour  trouver  ces  ré- 
duites, on  pourra  fuppo/cr  le  fécond  terme,  oîi  dl  n , de  cha- 
que formule  generale , évanoui  ; & alors  il  faudra  faire  éva- 
nouir le  fécond  terme  d’une  équation  propofée , lorlqu’on  vou- 
dra voir  fi  elle  cfl  rédu£lible. 

IL 

Lorfqu’on  fe  fert  de  la  réduite  dont  llnconnue  ^ ou  i efl  le 
dernier  terme  de  Icquation  indéterminée  xx  ^fx-^g  = o, 
ou  bien  x*  fxx  oj  la  grandeur  reprefentée  par 

g nn  b , devant  être  un  divifeur  exaél  du  dernier  terme  de 
la  propofée  , lorfqiie  cette  grandeur  efl  commcnfurable  j on 
a cet  avantage  de  n’avoir  befoin  pour  trouver  la  racine  de 
la  réduite,  que  des  divifèurs  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée, communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  réduite:  âc 
de  plus  fi  l’équation  propofée  eft  littérale  & homogène , on 
n’a  befoin  que  des  divifèurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  font  de  deux  dimenfions,  lorfquel’on  cherche  une  équa- 
tion reprefentée  par  xx  fx  ^ g = o du  fécond  degrés  & 
de  ceux  qui  font  de  trois  dimenfions , lorfqu’on  cherche  une 
équation  du  troifiéme  degré  reprefentée  par  -t-  fxx  -H  gx 
•4-  b = o. 

Lorfqu’on  fe  fert  de  la  réduite  dont  l’indéterminée  f des 
équations  xx  •^fx'^g  = o,  ar*  •^fxx  gx  •+•  b -x=.  o , efl 
l’inconnue , ou  bien  rindétcrmincc  g de  l’équation  x^  -t-  fxx 
‘^g^“*’b  = o,  on  a cet  avantage  que  quand  l’équation  du 
fécond  ou  du  troifiéme  degré , pr  laquelle  la  propofée  fe 
peut  exaélement  divifer,  a le  fécondé  terme  évanoui , on  le 
trouve  tout  d’un  coup;  car  après  la  fubftitution  des  gran- 
deurs reprefentées  pr  »,  p,  &c.  dans  la  réduite,  cette  réduite 
fc  peut  abaiffer  d’un  degré  ; c’eft  à dire,  / fe  trouve  avoir  une 
valeur  égale  à zéro. 

U faut  entendre  la  même  chofe  de  la  réduite , dont  l’in- 
connue cfl  l’indéterminée  g de  l’équation  x’  *>rfxx  •^gx  b 
x=-  o. 

III. 

Lorfqu’en  examinant  par  la  méthode  qu’on  vient  d’ex- 
pliquer , fi  une  équation  propfee  efl  réduétible  , on  ne 
trouve  aucune  valeur  commcnfurable  de  l’inconnue  de  la 
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réduite  t on  eft  affuré  que  la  propofée  eft  irréduclible . 
Avertissemen  t. 

T lES  méthodes  qu’on  vient  de  donner  pour  trouver  fi  une 
équation  cfl  réduftible,  demandent  un  long  calcul}  c'cfi  pour- 
quoi il  lêroit  à fouhaitcr  qu’on  eût  une  méthode  courte  pour 
trouver  quand  une  équation  eft  irréduclible . En  voici  une  qui 
peut  fervir  en  plufieurs  rencontres . 

Metbode  pour  trouver  tout  d un  coup  , en  plufieurs  cas , fs  une 
équation  littérale  efi  irréduSîibk . 

faut  fiippolêr  chaque  lettre  differente  de  l'cquation  pro- 
pofee  égale  à un  nombre,  comme  à 1,  ou  à 2,  &c.  ou  bien 
fuppofer  toutes  les  lettres  differentes  égales  , ou  feulement 
quelques  unes . On  peut  auffi  fuppofer  l’unité  ou  le  niêrae 
nombre  égal  à plufieurs  lettres  differentes  de  la  propofée; 
( on  fuppofe  qu’on  n’a  point  abrégé  l’équation  propofée  en 
luppofant  plufieurs  connues  differentes  exprimées  par  une  feu- 
le lettre . ) 

Il  faut  enfuite  fubffituer  les  nombres  ou  les  lettres  qu’on 
a fuppofe  égales  à celles  de  l’équation , à leur  place  dans  la 
propofée . Si  la  nouvelle  équation  qui  en  refaite  , eft  irré- 
duiftible , c’eft  une  marque  certaine  que  la  propofée  eff  irré- 
duéliblc. 

Démonflratson.  Parla  fuppofition,  l'équation  nouvelle  qui 
refulte  des  fubffitutions , eff  irrédiidlible . Mais  fi  la  propolée 
étoit  rédiidlible  en  deux  autres  équations  plus  fimples , cette 
équation  qui  refulte  des  fubffitutions  feroit  nccefiairement  ré- 
dudlible , comme  on  va  le  montrer  : Ainfi  fi  l’équation  qui 
refulte  des  fubffitutions efb  irréduflible , la  propofée  l’cff  auffi. 

• Car  fi  la  propofée  étoit  réduélible  en  deux  autres  plus  fimples, 
on  pourroit  concevoir  qu  on  fubffituât  dans  ces  deux  plus  fiin- 
pies , à la  place  des  lettres  differentes  qu’elles  contiennent , 
les  memes  nombres  ou  lettres  qu’on  leur  a fuppofées  égales  dans 
la  propofée  ; & on  conçoit  évidemment  que  le  produit  de  ces 
plus  fimples  ainfi  changées,  donneroit  l'équation  même  qui 
a refulté  des  fubffitutions . Elle  feroit  donc  rédudlible  en  ces 
deux  plus  fimples  changées  par  les  fubffitutions  qu’on  y a 
conçues  . Elle  ne  feroit  donc  pas  irrédudlibie  • Ce  qui  eft  con- 
tre la  fuppofition . 
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_ R E M A R QJJ  E. 

EPENDANT,  quand  en  fubflituant  des  nombrès  ou  'des 
lettres  à la  place  des  lettres  différentes  d’une  équation  pro- 
poll-e , l’équation  qui  en  refultc  eft  réduflible , ce  n’eft  pas 
une  marque  certaine  que  la  propo/ce  foit  rédudVible  ; car  fi 
on  fuppolê  dans  l’équation  irréduflible  — ^axx lahx 
. — aab  = O , que  h=.  a , l'équation  at’  — ^axx  H-  ^aax 
^ a' — O,  qui  en  refultera , fera  réduflible . 

Cela  vient  de  ce  que  les  lettres  connues  dans  une  équation 
littérale  , reprefentant  toutes  les  grandeurs  poffibles , on  peut 
Aippofer  de  ces  grandeurs  à leur  place  qui  Ibient  telles , qu’ci, 
les  donnent  une  nouvelle  équation  de  même  forme  que  la  pro- 
pofée  qui  ait  des  racines  comtneofurables;  car  il  y a des  équa- 
tions rédudlibics  poffibles  de  la  même  forme  que  la  propofée, 
& la  généralité  ou  l’indétermination  , pour  ainfi  parler , des 
lettres  de  la  propofee , eft  caufe  qu’elle  reprefente  ces  équations 
rédudlibles  de  même  forme,  aufli-bien  que  les  autres  qui  ne 
font  pas  rédudbbles. 

* 

Corollaire  du  cinc^ie'me  Problème. 

où  Von  explique  la  méthode  de  trouver  tout  les  divifeurs  du  dernsef 
terme  d’une  équation , lorfque  ce  dernier  terme  efl  très  compofé . 

T I A méthode  du  Problème  précèdent  peut  fervir  à trouvée 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  d’une  équation  littérale  ^ 
quelque  compofe  qu’il  puiffé  être , comme  00  le  va  voir  dans 
l’exemple  fuivant. 

Soit  l’équation 

^abdxx  ’^tUkhdx^^u^bÀ 
bedxx  9if»Mhcdx*~~»^€d 
p^dmbxx  w^m*bx  ts^XMbbd 
• s *xx  axhcx 
nifumcxx  •— 4^'^ 

^xhhxx  —^xhccd 

dont  le  dernier  terme  eft  très  compofé . 

Pour  trouver  tous  les  divifeurs  de  ce  dernier  terme , l%  on 
feindra  que  c’eft  une  équation;  & prenant  une  des  lettres  qui 
s’y  trouvent,  comme  a , pour  l’inconnue  de  cette  équation 
feinte , on  ordonnera  l’équation  feinte  par  rapport  à l’inconnue 
’on  aura  l’équation  feinte , 
da*  — bda}  H-  bbdaa  — b^da  Ped  = o . 

f—  eda?  xbcdaa  — beeda 
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a*.  On  verra  C tous  les  termes  ne  font  point  mukîpliés  pat 
une  même  grandeur  ;&  comme  on  trouve  qu’ils  le  font  par  dy 
on  les  divilera  par  d , qui  eft  déjà  un  des  divifeurs  fimples  du 
dernier  terme  ; il  le  faut  mettre  à part , & l’équation  feinte  fe- 
4+  — - bd  bbita  ■ — — o* 

. — cd  ibcaa  — bcca 

3".  11  faut  chercher  par  le  premier  Problème , II  um  é- 
quation  linemre  de  l’inconnue  a plus  ou  moins  un  divilêur 
du  dernier  terme  de , ne  feroit  point  un  divifeur  exa£t  de 
cette  équation  feinte:  Si  l’on  en  trouvoit  une  qui  fût  un  di- 
vifeur exaél , on  la  mettroit  à part , comme  étant  un  divi- 
feur  linéaire  du  dernier  terme  de  la  propofée,  & on  cherche- 
roit  de  même  fi  le  quotient  n’auroit  point  de  femblables  di- 
vifeurs  linéaires } ce  qu’on  continueroit  jufqu’à  ce  qu’on  trou- 
vât un  quotient  qui  n’eût  plus  de  ces  divifeurs  linéaires.  . , 
Si  le  premier  terme  a*  de  l’équation  feinte  avoir  un  autre 
coëficient  que  l’unité  , on  fè  ferviroit  du  fécond  Problème 
pour  trouver  les  divifeurs  de  l’équation  feinte  , dans  lefquels 
l’inconnue  a fût  linéaire  . Mais  comme  l’équation  feinte  qui 
fert  d’exemple  n’a  aucun  de  ces  divifeurs  dans  lefquels  a Ibk 
linéaire,  il  faut  trouver  les  divifeurs  dans  lei^els  4 foit  du 
fécond  degré . 

4°.  Pour  les  trouver,  on  y appliquera  la  méthode  du  cin- 
quième Problème  ; c’eft  à dire , fuppofant  que  la  formule 
X* nx'  pxx  qx  r = O , reprefente  cette  équation 
feinte,  on  fuppofera  n—-^b  — Cyp  — bb^  ibc,  q = 
— bec  y r = de. 

On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  de  »yP,q,  f,  dans  la 
réduite  g*  — fô’  ’^nq^—  qqÿ  -4-  nqrgg  — 

— — nnrgf^  rrgg 

"*■  iprg* 

& elle  fera  changée  en  cette  autre  réduite, 
g* — tbg^  •^“b^g*  — b*g'  — b*ccg 

— ibeg^-^-bbccg*  — bbc*g^  ddgg  — aiVg 

<^bc’g*^  •^b*c*gg 

—dc^g^ 

Il  faudra  chercher  les  divifeurs  de  deux  dimenfîons  com- 
muns au  dernier  terme  de  cette  réduite  , & au  dernier 
terme  de  de  l’équation  feinte  : ces  divifeurs  font  W , be.  Il 
faudra  enfuite  fubfUtuer  fuccefllvemcnc  bb  y — bby  «^bc 

Y iij 
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. — hc  ^ à la  place  de  g dans  la  réduite  , & parcequon 
trouve  que  la  fubflitution  de  •4»  bb  fait  détruire  toutes 
les  quantités  de  la  réduite  par  des  fignes  contraires , bb  elt 
une  valeur  de^,  ceft  à dire  g = bb. 

Il  faut  fubfUtuer  bb  au  lieu  de  ^ & les  valeurs  de  h , 
Çf  r,  h leur  place,  dans  / = » & l’on  trouvera  f 

t=  — e.  Siibflituant  ces  valeurs  de  / & de  ^ dans  xx 
^ = O , qui  eft  dans  cet  exemple  aa  fa  g =■  o f 
on  la  changera  ea  aa  — ca  bb  = o , qui  eft  un  di- 
vifeur  exa£t  de  la  propofée  ; le  quotient  eft  aa  — ab  cà 
= O . Ainfi  les  divifeurs  de  deux  dimenfions  de  la  pro- 
pofée font  aa  — ac  ^ bb  ^ aa  — -t-  cd . 

Comme  il  ny  a pas  d’autres  divifeurs  plus  compofés  à 
chercher  dans  notre  exemple , pour  avoir  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  de  la  propofée , il  n’y  a qu’à  multiplier 
ceux  qu’on  a trouvés  les  uns  par  les  autres , & on  les  au- 
ra tous.  Ce  qui  étoit  propofé. 

' R E M A R Q^U  E. 

le  dernier  terme  de  l’équation  feinte  du  dernier  ter- 
/ , me  de  la  propofée  , étoit  encore  fort  compofé  , on  feroit 

de  ce  dernier  terme  de  l’équation  feinte,  une  fécondé  équa- 
tion feinte  , & on  en  trouveroit  tous  les  divifeurs  , com- 
me on  les  a trouvé  de  la  première  , ôc  ils  ferviroient  en- 
fuite  à trouver  tous  les  divifeurs  de  la  première  équation 
feinte.  * ‘ 

Cette  méthode  n’a  pas  befoin  de  dcmonftration  apres 
celle  du  cinquième  Problème.. 
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SECTION  IV. 

0«  l'on  explique  la  maniéré  àe  recoudre  les  équations  qui 
ont  toutes  leurs  racines  égales  , lu  qui  en  ont  feulement 
quelques-unes  S égales  & commcnfurahles  , & la  maniéré 
d'abaîlfer  d un  moindre  degré  les  équations  qui  ont  quel- 
ques-unes de  leurs  racines  égales  & incommenfuraùles , & 
de  diminuer  le  nombre  de  leurs  inconnues  ^ lorf qu’elles  en 
ont  phifieisrs. 

PROBLEME  VL 

71.  -^^SOUDRE  une  équation  compofée,  dont  toutes  les  raci- 
nes Jont  égales  ; ce[l  à dire  , trouver  toutes  les  racines  égales . 

Jl  eft  évident  qu’il  fuffit  d’en  trouver  une  Icule  ; pour  cela  il 
faut  prendre  la  racine  du  dernier  terme  de  la  propofée  , dent 
l’expofant  foit  égal  à celui  du  degré  de  la  propofée , & elle 
fera  la  racine  de  la  propofée. 

Par  exemple,  l’équation  — ^axx  •^aax  — a?  = o , 
contient  trois  racines  égales;  pour  les  trouver,  il  faut  tirer  la 
racine  troiliéme  du  dernier  terme  & l’on  aura  a pour  la 
racine  de  la  propofée  , c’eft  à dire  x = a. 

De  mêmefuppofé  qu’on  fçache  que  l’équation  x* — Hx^il 2 
^xx^4  — 4x^8  -t-  2 = O , a toutes  fts  racines  égales , 
la  racine  quatrième  du  dernier  terme,  qui  ell  V2,  eft  la  ra- 
cine de  la  propfée,  c’eft  à dire  x = V2  . 

La  démonftration  eft  évidente , C l’on  fait  reflexion  que  le 
dernier  terme  de  l’équation  eft  le  produit  de  toutes  les  ra- 
cines . 

PROBLEME  VIL 

7^'  T jORSfifJ' IL  y a plufieurs  racines  égales  pofttives  dans  une 
équation  compofée  quelconque  , les  trouver  lorsqu'elles  font  com- 
menfurables , & abaiffer  l'équation  à un  moindre  degré,  lorf- 
^ue  les  racines  égales  font  incommenfurables . 

METHODE  generale. 

.0  N fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  repre/èntec 
par/,  ainfi  x —f,  x ■ — f = oi  Sc  xx  2fx  •Sfff=  o, 


Digitized  by  Google 


176  Analyse  démontré' e. 

rej  rcfente  une  équation  de  deux  racines  égales  -,  ar» — ^fxx 

^ p = O,  reprcfcnte  une  équation  de  trois  racines 

égales  ; ar*  — 4fx’  6jfxx  — ^fx  -k- f*  = O,  ea  reprefcn- 
te  une  de  quatre  racines  égales,  &c. 

2“.  II  faudra  divifer  la  formule  generale  des  équations  du 
fécond  degré  , du  troifiéme,  du  quatrième,  &c.  par  xx  — ^fx 
^ff=o,  lorfque  l’on  cherchera  deux  racines  égales;  il  fau- 
dra divifer  la  formule  du  troifiéme , quatrième  degré  , Scc. 
par  x>  — sfxx  ^ffx  — P = o,  lorfiju'on  cherchera  trois 
racines  égales  5 & ainfi  de  fuite . 11  faudra  continuer  la  divi- 
fion  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à un  reftc , dans  lequel  x foit 
moins  élevée  d’un  degré  que  dans  le  divifeur. 

3*.  Il  faudra  fuppofcr  chacun  des  termes  de  ce  refte  égal  % 
zéro , & y mettre  1 inconnue  x =/à  la  place  de/. 

Ces  équations  feront  les  formules  generales  propres  à faire 
trouver  les  racines  égales  dans  chaque  degré , quand  elles  font 
commenfurablesi  ou  à abaiffer  l’équation  qui  aura  des  racines 
égales  à un  moindre  degré,  quand  elles  font  incommcnfurables. 

Application  de  la  metbode  aux  équations  du  a' , 3* , 4' , 5'  i 
6t  6’  degré,  qui  ont  deux  racines  égales. 

Pour  le  fécond  degré. 

1®.  X*-  làut  divifer  xx’^nx’^p  = o,  par  xx  — ifx^  h-  ff 
= O ; & l’on  aura  le  refte  •+-»«•+-  ajf*  -**  P — ff  % où  * 
d’un  degré  moins  élevée  que  dans  le  divifeur. 

a".  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  ce  refte  égal  sk  zéro  , 
& l’on  aura  a/"  ■+■  » = o 1 — ff  ^ P ® ^^ot  fubfticuer 
dans  ces  équations  jc  = /,  à la  place  de/,  & l’on  aura  a* 
•4.^  = 0,  — xxH“  p = O",  ce  qui  donne  immédiatement, 
la  valeur  de  x dans  le  fécond  degré  : car  x = — - -J  ; ou  bien 
encore  xx~p,  d’où  l’on  déduit  x = t^p. 

Pour  le  troifséme  degré. 

1®.  ^)n  divifera  x^  nxx  pr  ^ = o , par  ata:  — a/x 
H-  /jf  = O,  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  au  reftc  »*»px  a»/x 
3//v, -4- î — «/T— 2/». 

a*.  On  fuppofera  chaque  terme  de  ce  reftc  égal  à zéro  ; & 
après  avoir  mis  dans  les  deux  équations  qui  en  nalttant , x à 
la  place  de/,  l’on  aura  ^xx  inx  p = 0 , & — 

< — nxx  •¥»q=:o.  Pour 


Digitized  by  Google 


L I V R E IV.  , ,7^ 

Pour  le  quatrième  degré. ''  '' 

O N trouvera  par  une  femblablè  operation  ces  deux  formu- 

les  -H  4**  •«-  3«XA?  -H  îpAf  H*  f ï=  O , & ^ — 3*» 2nx^ 

— p;cAr  r = O. 


Pour  le  cinquième  degré. 

ÇJn  trouvera  ja;*  4«Af’  jpata?  iqx  »H  r = Oj  & — 4*’ 

3»AC*  — apA?' fAfA:  •♦■  / = O.  , 

P(wr  le  ftxiéme  degré. 

trouvera  ces  deux  formules  h-  5»;^*  ^ ^ 

•t-  arx  H-  / = O,  & — 5a;*  — 4«at’  — jpAr^  — ajx'  — rxx 
r =0. 


Application  de  la  méthode  aux  équation!  qui  ont  trois 
racinei  égales . 

_ Pour  le  troiftème  degré . 

j_L  faut  divilër  a:^  nxx  px  •i-  q = o , par  x>  — îfxn 
— /'  = o,  &Icrefte-4-»AfA'  -t-pA?  •*-q  = o, 

-^xx — qffx  •+•/' 

contenant  xx,  qui  eft  moins  élevée  d’un  degré  que  a^  dans  le 
divifeur  ; on  fuppofera  chacun  des  termes  de  ce  refte  égal  à 
zéro  , & l’on  y fubftituera  a?  à la  place  de/";  ce  qui  donnera 
les  trois  formules  fuivantes  3*  -*-  « = o , — 3xat  p = o , 
"t-  4 = O. 


Pour  le  quatrième  degré. 

QyN  trouvera  par  une  femblablè  operation  en  divifent  Af^ 
-4-  nx\  &c,  par  a;’  — -qfxx , &c.  le  refte  -4-  6ffxx  -4-  qnfxx 
pxx  — Zf'x  — ^nffx  -4-  -4-  3/+  -4-  »/>  -H  r =0;  on  fup- 

pofcra  chaque  terme  égal  à zéro  ; & après  avoir  fubftitué 
x=f^h  place  de/,  on  aura  les  trois  formules  fuivantes  , 
•4-  6Afx  3«A?  -4-  P = O , — . 8a:^  — inxx  -4-  4 = o,  -4-  jx*. 
*4"  »Af*  ^ r = O. 


Pour  le  cinquième  degré. 

JQN  divifant  x’  -4-  nx*,  &c.  par  x^  — 3/atat,  &c.  on  trouver# 
le  refte  -4^  lofxx  — *4-  6p 

^ ènffxx  — Snfx  -4-  ^nf*, 

— ^pffx  -4-  ^ 

•4-  qxx  p4-  rx  p4-  / 4» 


Digitized  by  Google 


Analyse  démontré' ë. 
dont  on  fuppofera  chaque  terme  égal  à zéro  , & on  fubfti- 
tuera  X = /à  la  placede/,  dans  les  trois  équations  <jui  cti 
viendront  ; ce  qui  donnera  les  trois  formules  fui  vantes, 

' icx*  H*  6»xx  f = O. 

— I5;v'*  — 8«x’  — 3pxx  H-  r = O 
"+•  2nx*  px’  -f*  J = O 


; _ . Pour  Je  fixiéme  degré . 

T^.N  divifant  x‘  -t-  »x’,  &c.  par  x*  — j/xx,  &c.  on  trouvé^ 
ra  le  refte  15/^xx  — lop 

lotpxx — 6/^ 

•*-  âpffxx  — Spfx  -4-  3P/* 

•H3f/xx  — 3#v 
•4-  rxx  /X  t 

on  fupjxilêra  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro  ; 8c  après 
avoir  lubftitué  x = /,  à la  place  de  dans  les  trois  équa- 
tions qui  en  viendront , on  aura  les  trois  formules  fui  vantes  , 
I3X+  ■4»  io«x’  -4-  ipxx  •+•  3fx  «t»  X = O. 

— 24x’  — ij»x*. — ^ 8px’  — 3fxx  -4-  / = O 
•4»  rox*  «t*  6«x*  *4“  jpx*  «4-  yx*  t = O 

Avertissement, 

^^N  trouvera  par  de  femblables  operations,  en  divifant  les 
formules  generales  x^  »x’,  &c  x*  -4»  »x*,  &c.  x*-4-i»x’,  &e. 
par  X*  — 4/xJ  -4-  6/jSrx  — 4px-*-p=o,  les  formules  pour 
trouver  les  quatre  racines  égales  des  Quations  du  4* , 5',  & 6* 
degré  ; & ainfi  de  fuite , . . 

On  pourroit  trouver  les  memes  formules  , lionclevoit  l’é- 
quation  qui  reprefente  les  racines  égales  au  degré  de  la  propo- 
fée,  en  la  multipliant  par  une  autre  équation  indéterminée, 
& comparant  enfuite  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de 
la  formule  generale  du  même  degré. 

Remarque  fur  les  formules  qui  doivent  fervtr  a trouver 
.les  racines  égales  dune  équation. 

73«T  lEs  deux  formules  qü’on  a trouvées  dans  chaque  degré 
pour  découvrir  les  racines  égales , lorfqu’il  y en  a deux  dans 
une  équation  , ne  font  chacune  que  l’équation  même  dont 
les  termes  font  multipliés  de  fuite  jar  les  termes  d’une  pro- 
greffion  arithmétique,  qui  va  en  diminuant,  le  £ffcmicr  terme 
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de  l'équation  par  le  premier  de  la  progrcflion , le  fécond  par 
le  fécond  , & ainfl  de  fuite 

Le  premier  terme  de  la  progreflion  arithmétique  , qui  fait 
trouver  la  première  formule  dans  chaque  degré  , efl  toujours 
égal  à Texpofant  de  la  puiflànce  de  l’inconnue  dans  le  premier 
terme  >■  dans  le  fécond  degré,  oh  l’expo^nt  de  la  puiflànce  xx 
dans  le  premier  terme  cfl  2 , le  premier  terme  de  la  progref 
Con  arithmétique  eft  2 ; dans  le  3*  degré , cefl  3 ; dans  le  4', 
c'eft  4 ; & ainu  de  fuite  ; d'oh  l'on  voit  que  chaque  terme  de 
la  progreflion  arithmétique  , qui  fait  trouver  la  première  for- 
mule f eft  égal  à l'expolânt  de  la  puiflànce  de  l’inconnue  x , 
dans  le  terme  de  l’équation  qu’il  doit  multiplier  & que  zéro 
fe  trouve  fous  le  dernier  terme.  Ainfl  dans  le  fécond  degré  , 
la  progreflion  arithmétique  pour  trouver  la  première  formule, 
eft  a , I , o;  dans  le  3*  degré , 3 , z , 1 , o^  dans  le  4*  de- 
gré, 4,  3,  2,  I,  o;  & ainfl  de  fuite. 

La  progreflion  arithmétique  qui  fait  trouver  la  féconde  for- 
mule , eft  dans  le  fécond  degré  — i , o , i > dans  le  3* 
r»»-^  *i  “j***  i;danslc4*,  — 3,  — 2, — 1,0, 

I ; dans  le  5*,  — 4 , — 3,  — z,  — i , o , i } dans 

î>— 4.— î.— 

Les  trois  formules  qu’on  à trouvées  pour  découvrir  les 
racines  égales  des  équations,  loifiqu'il  y en  a trois , font  aufli 
les  termes  de  l’équation  même  de  chaque  degré , multipliés 
de  fuite  par  les  termes  du  produit  de  deux  progreflions  arith- 
métiques . Pour  la  première  formule  du  3*  degré , les  deux 
progreflions  font  3 > z , i , o. 

^ > ï » O J r,  ^ 

Leur  produit  eft  5,  z,  0,  o. 

Divifant  chaque  terme  par  z , l’on  33,  r , 0,0. 

Pour  la  fécondé  formule  du  3*degré,  les  deux  progreflions 
arithmétiques  font  3 > a , 1 > o- 

— I,  o,  •»“ I,  H-  2. 

Leur  produit  eft  — 3 , o , -»•  i , o. 

Pour  la  troifiéme  formule  du  3' degré,  les  deux progrefEons 
arithmétiques  font  2 , i > o , — i. 


Leur  produit  eft  z , o , o , •+•  z. 

Divifant  chaque  terme  pat  2,  l’on  a i , o,  o,  x.  ' 
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Pour  la  première  formule  du  4*  degré , les  deux  progreff* 
fions  arithmétiques  font  4,3,2,!,  o. 

3,  a,  I,  O,  — 1. 

Leur  produit  eft  12,  6,  2,  o,  o, 

Di vifant  chaque  terme  par  2 , l’on  a tf,  3,  i,  o,  o. 

Pour  la  fécondé  formule  du  4*  degré  , les  deux  progref- 
fions  font  4,  , i,  ï,  I)  o. 

— 2 , — 1,0,  ■*•!,•+•  2. 

Leur  produit  cft  — 8,  — 3>  o,  i,  o. 

Pour  la  troifiéme  formule  du  4*  degré  , les  deux  progrefi 
fions  font  3,  2,  I,  o,  — i. 

2,  1,  o,  — I,  — 2. 

Leur  produit  e(l  6,  2,  o,  o,  •+•  2. 

Divifant  chaque  terme,  par  2,  l’on  a 3,  i,  o,  ç;  i.' 

Pour  la  première  formule  du  5*  degré  , les  deux  progrefi 
fions  font  S>  4>  3> 

4.  3»  g» 

Leur  produit  eft  20,  12,^,  2,0,  o. 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a 10,  6,  3»  i,  oj  o-; 

Pour  la  féconde  formule  du  5'  degré , les  deux  progref- 
fions font  5,  4,  3> 

3,  !,  o,  »4-  I , 2. 

Leur  produit  efï  — ij,  — 8,  — 3,  o,  -4-  i,  o. 

Pour  la  treifiéme  formule  du  s'  degré,  les  deux  progreC 
fions  font  4,  3,  2,  I,  o,  — i. 

3»  t,  o,  — — 2. 

Leur  produit  eft  12,  6,  2,  o,  o,  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  atf,  3,  i,  o,  o,  r. 

Pour  la  première  formule  du  6’  degré,,  les  deux  progret 
fions  font  ^>S>4>3^*»*»  °- 

5i  4.  3>  a.  9.  — 

Leur  produit  efl  30,  20,  12,  6,  2,  o,  o. 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a 15,  10,  tf,  3,  r,o,  0' 
Pour  la  fécondé  formule  du  6'  degré , les  deux  progref. 
fions  font  é,  5,  4,  3,  2,  r,  o. 

— 4.  — 3,  — a,  — 

Leur  produit ’eft — 24,-15, — 8,  — 3>o>  “• 
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Pour  la  troiCéme  formule  du  6' degré,  les  deux  progrcf 
fions  font  5,  4,  3>  h o,  — i . 

4>  3»  ^ • 

Leur  produit  eft  lo,  1 z,  d,  2,  o,  o,  •+-  2 . 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a 10,  6,  3,  i, o,  o,  i . 

S'il  y avoir  quatre  racines  égales  , on  trouveroit  quatre 
formules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré , dont  cha- 
cune feroit  le  produit  des  termes  de  l’équation  propofée, 
par  les  termes  du  produit  de  trois  progrdfions  arithméti- 
ques . 

S’il  y avoir  cinq  racines  égales,  on  trouveroit  cinq  formules 
pour  les  découvrir  dans  chaque  degrés  chacune  de  ces  formu- 
les feroit  le  produit  des  termes  de  l’équation , par  les  termes 
du  produit  de  quatre  progrefoons  arithmétiques;  & ainfide 
fuite . 11  eft  facile  de  les  trouver  par  la  méthode . 

'Application  de  la  metbode  â des  exemples , c' eft  â dire  , aux 
équations  particulières  qui  ont  plufieurs  racines  égales . 

Exemple  I. 

T j’ EQUATION  — 9;^-hs  = o,  a deux  racines 

égales;  pour  les  trouver,  il  n’y  a qu’à  fobftitucr  dans  les  deux 
formules  du  troifiéme  degré , %xx  2nx  p = o,  — ix* 

— f = o , les  valeurs  de  n,p,q;  ou  bien,  ce  qui  ell 
plus  court,  il  n’y  a qu’à  multiplier  les  termes  de  la  propolcc 
par  les  termes  de  la  progreflion  arithmétique  3, 2, 1,  o;  ou  bien, 
ce  qui  efi  la  meme  chofe,  multiplier  chaque  terme  de  la  pro- 
pofée  par  le  nombre  qui  eft  l’expofant  du  degré  où  l’inconnue 
X eft  élevée  dans  ce  terme , & le  dernier  terme  où  x n’eft  point 
par  zéro;  & l’on  aura  3*^  6xx  — px  = oy  qui  fe  réduit 
a ixx  ^6x  — 9 = 0,  qui  peut  encore  être  divifoe  par  3,  & 
l’on  aura  xx’^zx  — 3=0. 

11  faut  enfuite  multiplier  les  termes  de  la  propofoe  par  les 
termes  de  la  progreflion  arithmétique  — z,  — i,  o,  -t-  r ; & l’on 
aura  — 2x’ — 3Arx-t-5=o. 

Pour  trouver  enfuite  la  racine  égale  de  la  propofée , il 
n y a qu’à  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
de  ces  trois  équations , fçavoir  la  propofoe  ixx  — Çx 
■4-5=0,  & les  deux  autres  qu'on  vient  de  former,  xx'*f‘ix 

— 3 = 0,  — 2x^  — 3ATX  pH  5 = 0 ; l’on  trouvera  que  — x 

* Z iij 
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■♦-1=0,  ou  bien  x — i = o,  ert  ce  plus  grand  divifeur 
commun j ainfi  x = i , & i elt  la  radne  égale  qu’on  cherche. 

Exemple  IL 

Pour  trouver  les  racines  égales  de  x*  — 4Af-t-}  = o, 
qui  en  contient  deux , on  multipliera  chaque  terme  par  l’cx- 
polânt  de  A? , & le  dernier  terme  par  zéro  > & l’on  aura  4x* 

— 4Af  = O , qui  fe  réduit  à — 4 = o ; diviûnt  par  4» 
l’on  aura  x^  — i = o;.  d’où  l’on  déduit  a?  = i : ainû  il  eft 
inutile  de  multiplier  la  propofée  par  l’autre  progrefllon  arith- 
métique . — 3,  — 2,  — 1,0, -♦■1,  puifque  la  racine  qu’on 
cherche  eft  a?  = i ; & l’on  trouvera  que  x — 1=0,  eft  un 
divifeur  commun  de  la  propofée , & de  — i = o . 

Exemple  III. 

P o U R trouver  chacune  des  trois  racines  égales  que  contient 
l’équation  x* — 6xx  -♦-  8x  — 3 = o , on  la  multipliera  par  les. 
termes  du  produit  des  deux  progreftions 

4,  3,  2,  1,  o. 

?.  2,  1,0,  — I ■ 
qui  eft  ...  12,  6,  2,  o,  o, 

ou  plûtôt  par  la  moitié  de  chaque  terme  de  ce  produit , qui 
étant  divifé  par  2,  fe  réduit  à 3, 1,0,  o;  & l’on  aura  6x* 

— 6xx  = o,  qui  fe  ré  Juif  à xx  — 1 = 0,  d’où  l’on  déduit 
X = r ainfi  i eft  la  racine  égale  qu’on  cherche. 

Si  l’on  n’avoit  pas  trouvé  d’abord  la  racine  égale  qu’on  cher- 
che,. on  auroit  multiplié  la  propofée  par  les  termes  du  produit 
des  deux  prugreflions  4,  3,  2,  i,  o. 

— a,  — I,—  o,  ^ 2. 

— K — 3,  0,  •*-  K o, 

& enfuite  par  les  termes  du  produit  des  deux  autres  pro- 

greflions  3>  2,  i,.  o», — i- 

t,  o>  — 2»  — 

qui  eft  . . 6,  2,  o,  o»  2,. 

ou  plû'ôt  par  les  termes  de  la  moitié  de  ce  produit,,  qui 

font  3, 1,  o,  o,  I . 

Il  auroit  enfuite  fallu  chercher  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  la  propofée , & de  quelqu’une  des  trois  équa- 
tions formées  par  le  produit  des  progreftions  arithmétiques;, 
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ouj  ce  qui  eft  quelquefois  plus  facile,  il  aurait  fallu  trou- 
ver le  plus  grand  divifeut  commun  de  deux  de  ces  trois 
^uatiooi,  ôc  il  auroic  fait  contwîcre  la  radne  qu’on  cher- 
che. 

Démonjlrathn  du  Jeptiime  Prolleme, 

P ou  R rendre  cette  démonftration  plus  claire,  on  l’appli- 
quera à un  exemple  du  troilléme  Jegré.  On  fuppolê  que 
ar*  •+•  nxx  px  ^ o , reprefente  une  équation  quia  deux 
racines  égales  pofitives  commenfurables , & que  xx  — ifx 
»+-^  = O,  reprefente  l’équation  compofée  de  ces  deux  raci- 
nes égales  > ainlî  / reprefente  chacune  de  ces  racines  égales , & 
X =f,  -ou  bien  A?  — f=  o, 

. i".  Il  eft  évident  que  quand  la  propofee  contient  deux 
racines  égales  commenfurables , xx  — j/*'  = o,  divilë 

la  propofée  fans  refte;  par  confequent  le  refte  ^ffx  — 2f 

■+■  2»fx  — nff 
^ px  Ÿ 

«ft  égal  à zéro  ; & de  plus , chaque  terme  de  ce  refte  eft  égal  à 
zéro , autrement  la  divifton  ne  fe  fèroit  pas  fans  refte  , contre 
la  fuppofition . 

2.  Il  eft  donc  clair  que  fi  Ton  conçoit  la  grandeur  commen- 
furable  que  reprefente/,  mife  à la  place  de/,  dans  les  deux 
équations  du  refte  ^ff  i»f  p = o , — 2/  — 9 

= o;  ou  , ce  qui  eft  la  même  choie  , jxat  ^ inx  p = o , 
— 2Af’  — fixx  17  = o ; toutes  les  quantités  de  chacune  de 
ces  équations  Ce  détruiront  par  des  fignes  contraires  r Donc  x 
moins  cette  grandeur , eft  une  équation  linéaire  qui  divilê 
exaélement  l’une  & l’autre.  Parla  fuppofition,  cette  équa* 
tion  linéaire  divife  auftl  la  propofée  ; par  confequent  la  propo- 
fée  & ces  deux  équations  ont  un  divifeur  commun , qui  eft 
une  équation  linéaire  &ite  de  x,  moins  la  grandeur  réprefen- 
tée  par/,  = o : Il  eft  donc  évident  qu’en  cherchant  le  divi- 
. feur  commun  de  la  propofée  & de  ces  deux  équations,  on  au- 
ra la  racine  qu’on  cherche . Ainfi  la  méthode  feit  trouver  ne- 
ceftairement  la  racine  égale  commenfurable  qu’on  cherche . 
O qu'il  fallait  démontrer, 

ô même  raifonnement  peut  s’appliquer  il  tous  les  degrés, 
& à toutes  les  racines  égales  que  peut  contenir  chaque  de- 
gré. 
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Corollaire. 

Il  J m i ( 

L^fult  de  là  que  quand  on  ne  trouve  point  de  divifeur  COQV 
mun , la  racine  égale  cft  incommenfurable . 

Démonfiration  d»  cas  où  les  racines  égales  font 
incommenf urables  ; 

S P Pos e'  que  •+•  nx^  pxx  •4-  r = o,  rcprefente 
une  équation  qui  a deux  racines  égales  incommcnfurablcs , 
& que/ rcprefente  chacune  de  ces  racines  égales;  l’on  aura 
X — f=o\  Ht.  XX  — ifx  -^ff  = O,  reprefentera  l’équation 
compofée  de  ces  deux  racines  égales  ; x'  — ^fxx  ^ffx  ■ — p 
= O , en  reprefentera  une  compofée  de  trois  racines  égales , 
&c.  11  cft  évident  que  fi  la  grandeur  incommenfurable  repre* 
fentée  par/,  étoit  mife  à fa  place  dans  xx  -^z/A^//=o; 
la  propofee  feroit  divilée  fans  refte  par  cette  équation  ainfi 
cliangéc;  par  confcquent  le  refte  /^fx-^^nffx-^-ipfx^sjn* 
— $f*  — 2nf  — pff  -4-  r , feroit  égal  à zéro , & chaque  tcr4 
me  égal  à zéro , puifqu’autrcment  la  divifion  ne  feroit  pas  fana 
refte . Si  donc  l'on  conçoit  que  la  grandeur  incommenfurable 
reprefcntée  par/,  cft  fubftituée  dans  4/* -4-  3«/jf  2f/-*“? 

= 0,  & — 3/+  — 2np  — pff  -4*  r =0  ; ou,  ce  qui  revient 
au  même , dans  4^;’  •+•  ^nxx  •4-  ipx  *4-  ^ =0,  — 3x* — inx* 
— pxx  ^ r = O,  il  cft  certain  que  les  quantités  de  chacune 
de  ces  deux  équations  fe  détruiront  par  des  fignes  oppofés  : Les 
deux  équations  reprefentées  par  ^ ^nxx  -4-  2px«4-y=o, 
& — 3x4  — 2nx^  — pxx’*rr=Oy  ont  donc  une  racine  con> 
mune  , quoiqu’elle  (bit  incommenfurable , laquelle  eft  auftî 
une  racine  de  la  propofee . 

La  méthode  du  feptiéme  Problème  fait  donc  trouver, 
quand  une  équation  a des  racines  égales  incommcnfurablcs , 
une  équation  abaiftée  à un  moindre  degré,  qui  a neanmoins 
pour  une  de  fes  racines , une  des  racines  égales  de  la  propofée; 
Ce  qu’il faîloit  démontrer. 

Corollaire. 

ü AND  il  y a deux  racines  égales  dans  une  équation , on 
la  peut  abaifler  à une  équation  d’un  degré  moindre  que  la 
propofee;  quand  il  y en  a trois  on  la  peut  abaifler  à une  équa- 
tion moindre  de  deux  degrés  que  la  propofée;  & ainfi  de  fuite. 

Avertissement  . 


Digitized  by  Google 


L I V R E IV. 

Avertissement. 

üAND  ks  racines  égales  étant  commenfurables , on 
^^abaiffc  l’équation  qui  les  contient , en  la  divifant  par 
l’équation  compofée  des  racines  égales , il  eft  évident  que 
l’équation  abaiflee  contient  les  autres  racines  de  la  propofée: 
Mais  quand  elles  font  incommenfurabks , l’équation  abaiffée 
a encore  la  racine  égale  qui  lui  eft  commune  avec  la  propofée; 
mais  il  ne  s’enfuit  pas  quelle  contienne  ks  autres  racines  de  la 
propofée . 

Autre  démonflration  de  Pufage  des  progrejjiom  arithmétiques , 
pour  découvrir  les  racines  égales  des  équations  compofées . 

THEOREME. 

74.  ][^ORSJ^'UNE  équation  n’a  que  des  racines  égales  pofits- 
ves,fion  multiplie  de  fuite  fes  termes  par  ceux  d'une  progregion 
arithmétique  quelconque , le  produit  fera  une  équation  qui  aura 
encore  toutes  les  racines  égales  de  la  première , excepté  une  feule. 

Ainfi  lorfqu’une  équation  eft  compofée  de  deux  racines  éga- 
les pofitives , le  produit  aura  encore  une  de  ces  racines  ; fi  elle 
eft  compofée  de  3 , le  produit  en  aura  2 ; fi  elle  l’eft  de  4,  le 
produit  en  aura  3 } & ainfi  de  fuite. 

D’où  il  fuit  que  quand  l’équation  eft  compofée  de  trois  raci- 
nes égales,  fi  on  multiplie  de  fuite  fes  termes  par  ceux  de  deux 
progreffions  arithmétiques  quelconques  i ou , ce  qui  eft  la  mê- 
me chofe , par  ks  termes  du  produit  de  deux  progreffions 
arithmétiques  quelconques,  l’équation  qui  en  viendra  aura  en- 
core une  des  racines  égales  de  la  première . 

Si  elle  eft  compofée  de  quatre  racines  égales,  & qu’on  mul- 
tiplie de  fuite  fes  termes  par  trois  progreffions  arithmétiques 
quelconques , o)^  par  les  termes  de  leur  produit , l’équation 
qui  en  viendra  aura  encore  une  des  radnes  égales  de  la  premiè- 
re; & ainfi  de  fuite. 

Demonst  ration. 

Pour  le  démontrer,  il  n’y  a qy^  prendre  les  équations 
OCX  — ifx’»rff—Ot)d — ifxx-^-îffx  — P=0,  &C.  qui 
reprefentent  toutes  les  équations  compofées  de  deux , de 
trois  racines  égales , &c.  & multiplier  les  termes  de  fuite  de 

Aa 
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CCS  équations  par  ceux  de  la  progreflion  arithmétique 

&c,  qui  repre^te  en  general  toutes  les 
progreflions  arithmétiques;  & diviïcr  par  a:  — /=  o , l’équa- 
tion qui  viendra  du  produit  de  la  première  xx — ifx  ff=  o; 
divifer  par  xx — rfx  =o,  celle  qui  viendra  du  produit 
de  la  fécondé  a?’  — ^fxx , &c.  & ainfi  de  fuite;  & l’on  trouve- 
ra  que  la  divifion  fe  fera  exaélement. 

Par  exemple,  fi  on  multiplie  x> — $ffx — p =o, 
par  . • a,  a ^6,  a^2b,a’^ib 

on  aura  le  produit  . . ax'  — ^afxx^^affx — ap  =o; 

— ^ifxx-trbbffx — ièp 

divifant  ce  produit  par  xx  — 2fx  •^jf=o,on  trouvera  que 
la  divifion  fe  fait  exadlement , & que  le  quotient  exadl  eft 
ax — af — 3&/. 

De  plus , le  produit  eft  toujours  une  équation  ; car  en  fub- 
fiituant/à  la  place  de  At  dans  le  produit,  tous  les  termes  fê 
détruifent  par  des  fignes  oppoles. 

Si  on  multiplioit  les  termes  du  produit  par  la  même  pro- 
grelfion  arithmétique  generale , ou  par  quatre  des  termes  de 
cette  progreffion  pris  de  fuite,  le  produit  qu’on  trouveroit, 

( qui  feroit  le  même  qu’on  aurait  trouvé  en  multipliant  d’abord 
l’cquation  x>  — ^fxx  , &c.  par  les  termes  du  produit  des 
deux  progrelTions , terme  par  terme)  fe  pourroit  divifer  exa- 
é^cment  par  x — f = o . 

Et  comme  les  formules  des  équations  des  racines  égales  /ont 
generales  , & que  l’expreffion  de  la  progreflion  arithmétique 
cft  au/fi  generale,  il  cft  évident  que  la  démonftration  eft 
generale. 

Corollaire  I. 

Si  tous  les  termes  d’une  équation  xx  — 2fx  ff=o  y 

^fxx  iffx  — P = o,  &C.  qui  n’ap^que  des  racines 

égales,  font  multipliés  par  une  même  grandeur  quelcon- 
que c , & qu’on  multiplie  les  termes  du  produit  exx  — 2cfx 
wtrcff-xrzo  y pat  les  termes  d’une  progre/lion  arithmétique , il 
cft  évident  que  le  produit  qui  en  viendra  , fe  pourra  divifer 
exaiiement  par  le  même  divifeur  x — f — o . 

THEOREME. 

U NE  équation  qui  contient  des  racines  égales,  & des 
racines  inégales , peut  être  conçue  comme  étant  le  produit  de 
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J’équation  compofce  des  feules  racines  égales,  par  l 'équation 
compofée  des  feules  racines  inégales.  Par  exemple,  uneéqua* 
tion  du  cinquième  degré  qui  contiendra  deux  racines  égales, 
& trois  inégales,  peut  être  conçue  comme  le  produit  de 
— 2fx  ’*^ff  = O,  par  x'  *4-  nxx  h-  ^ = o. 

Ce  produit  peut  être  conçu  diftingué  en  quatre  parties, conv 
me  on  le  voit  ici  : 

Première  Partie  ^ 

—‘lafx'  w^/^nffxx  Seconde  Partie . 

^iffxx’^^fffx  TroiCétne; 
•*‘ixx  ■—  1 qfx  >iff  Qiiatr. 

•)  4 a^-iby  4 3*,  awXfm^l,,  « ^ 

Si  on  multiplie  les  termes  de  fuite  de  l'équation  du  cinquiè- 
me degré,  qui  eft  le  produit  des  deux  autres , par  la  progref- 
fion  arithmétique  generale  a,  b,  &c,  il  eft  évident  que  les 
trois  termes  de  la  première  partie  feront  multipliés  pr  les 
trois  termes  a,  a 1,  a zb;  les  trois  termes  de  la  féconde 
prtie  pr  a’^b,  a^zb,  a -*-3&}  les  trois  termes  de  la  troi- 
fléine,  pr  a•^^b,a^lb,a^^^b•,  les  trois  termes  de  la  qua- 
trième , par  <*-**3^,  d-»-4t, 

II  eft  évident,  par  le  premier  Corollaire , qu après  cês  mul- 
tiplications, le  produit  de  cliaque  partie  pourra  fc  divifer 
exaélement  par  x — /=  o ; pr  conlcquent  l’équation  en- 
tière lé  purra  divifer  exaélement  par  x ■ — / = o . 

Corollaire  II. 

qu’on  vient  de  démontrer,  fait  voir  clairement  que 
quand  une  équation  a des  racines  égales  , & des  racines 
inégales,  C on  en  multiplie  les  termes  de  fuite  pr  ceux  d’une 
progreflion  arithmétique  quelconque , l'équation  qui  viendra 
du  produit  aura  encore  toutes  les  racines  égales  de  la  premiè- 
re , excepté  une. 

On  prouvera  de  même  que  lî  une  équation  a trois  racines 
égales , avec  des  racines  inégales , & qu'on  en  multiplie  les 
termes  par  ceux  de  deux  progreflions  arithmétiques  quelcon- 
ques , ou  par  les  termes  de  leur  produit , l’équation  qui  en 
viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  première  » & 
ainft  des  autres  cas. 

Aa  ij 


xx  — ifx^ff  X **  = 
xx  — ifx^^rff  X nxx  — 

XX ifxmj-ff  X fX  — 

XX  — X î = 
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Ufage  des  progrejfms  arithmétiques^  pour  réfoudre  Us  iquatioro 
' qui  ont  des  racines  égales  , ou  pour  les  abaiffer 
d un  moindre  degré. 

(luAND  par  la  nature  du  Problème  onconnoîtra  qu’une 
équation  compofée  a des  racines  égales , fi  elle  en  a deux, 
il  faut  multiplier  Tes  termes  par  ceux  d’une  progrefiion  arich. 
snetique  arbitraire  : On  pourra  encore  les  multiplier  par  les  ter> 
mes  d’une  autre  progre^on  i les  équations  qui  viendront  de  ces 
multiplications  auront  une  racine  commune  entr’elles&avec  la 
propofée;ainfi  il  faudra  chercher  leur  commun  divifeur,  qu’on 
trouvera  toujours  fi  la  racine  eft  commenfurable  : & fi  elle  efi 
incommenfurable,  il  y aura  quelqu’équation  parmi  celles  qu’on 
a trouvées,  qui  fera  d’un  moindre  degré,  & qui  aura  encore 
parmi  fes  racines,  la  racine  égale  de  la  propofée. 

S’il  y avoit  dans  la  propofée  trois  racines  ^ales , on  trouvè- 
rent des  équations  en  multipliant  les  termes  de  la  propofée  par 
ceux  de  deux  progreflions  arithmétiques  arbitraires , qui  au> 
roient  enebre  une  des  racines  égales  de  la  propofée . 

S’il  y avoit  quatre  racines  égales , il  faudroit  fe  fervîr  de  trois 
progreflions  arithmétiques  arbitraires  ; & ainfi  de  fuite . 

11  feut  choifir  parmi  les  progrcfTions  arithmétiques , celles 
qui  donneront  une  équation  plus  facile  à réfoudre. 

On  remarquera  que  quand  il  y a des  termes  évanouis  dans 
l’équation  qui  a des  racines  égales,  comme  dans  l’équation 
•+■  o;ex  — 4*  •4"  3 = O , il  faut  remplir  par  des  zéro» 
les  termes  évanouis,  afin  qu’en  fe  fêrvant  de  la  progreflioo 
arithmétique,  onypuiflê  tüftinguer  les  termes  qui  doivent 
multiplier  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondent, 

AppVscation  de  la  méthode  precedente  â des  exemples  de  Geome^ 
trie  i c'ejl  à dire  , à des  équations  qu'on  trouve  en  refolvant 
des  Problèmes  de  Geometrie  , dont  la  réfolution  donne  ht  ré' 
[olution  de  ces  Problèmes. 

‘ . Avertissement, 

L y a plufiesrs  Problèmes  de  Geometrie  qu’on  réfout  pat 
cette  méthode  des  racines  égales  ; car  la  réfolution  de  plu» 
fieurs  Problèmes  dépend  fouvent  de  ce  qu’en  fuppolânt 
qu’une  des  inconnues  de  l’équation  du  Problème  a deux  ou 
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plufieurs  valeurs  égales , ou  que  deux  inconnues  ont  deux  ou 
pluficurs  valeurs  égales,  il  arrive  qu’en  multipliant  les  termes 
de  réquation  par  ceux  d’une  ou  de  plufieurs  progreflions  arith- 
métiques , on  peut  par  le  moyen  des  équations  nouvelles  qui 
en  viennent , déterminer  la  valeur  de  celle  des  inconnues  qui 
donne  la  réfolution  du  Problème , ou  feire  évanouir  une  ou 
plufieurs  des  inconnues  de  l’équation  du  Problème  ; ce  qui 
donne  une  nouvelle  équation  qui  réfout  le  Problcoic. 

Exemple  I. 

Oh  a l’équation  x>  — ayx  =0,  qui  exprime  un  Pro- 
blême  de  Geometricj  on  demande  la  valeur  de  x,  lorfque  * 
a deux  valeurs  égales  dans  cette  équation . 

11  &ut  multiplier  les  termes  de  l’équation  par  ceux  de  la 
progrefiion  3,  2,  1,0,  ou  chaque  terme  de  l’équation  par 
l’expofant  de  la  puifiance  de  x dans  ce  terme, 

x^  OKX  — ajfx  -t-  = O. 

3210 

3X*  — afx  = o. 

L’on  trouve  l’équation  nouvelle  3**  ^ — ayx  = o , ou  bien 
■^xx  = ay  } d’oh  l’on  déduit  y ^ ; met- 

tant ces  valeurs  de  / , y , dans  la  propofée , elle  fcchai^  en 
celle-ci , x^  — 3a?’  = o ; ou  bien  2jx^  — za^  = o ; 

d’oh  l’on  déduit  x = . Ce  qui  étoit  propofé. 

On  trouvera  aufli  y =■  , en  mettant  la  valeur  de  x 

dans/= 

On  détermineroit  de  même  les  valeurs  de  a;  &dey,  en 
multipliant  la  propofée  x’  — /^x  -*-y’  = 0 , par  la  pro- 
012  3 

— zayx  3/J  o i 

greffion  o , i , 2 , 3 , car  Ton  auroit  la  nouvelle  équation  — zayx 
H-  3/’  = o , ou  bien  — zax  -*•  J/y  ==  O : en  lé  fervant  des 
deux  équations  ^xx  — ay  ==  o,ôc  — zax  h-  3//  =0,  dans 
lefquelles  x doit  avoir  une  même  vafeur , on  auroit  par  la 
première  xx—-^;  & par  la  fécondé , Af  = ; donc  xx 

==  ^ = J d’oïl  l’on  déduit/»  = ^ 
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fubflituant  cette  valeur  de  y dans  a?  = , l’on  aura  x 

— -,ay/z  , comme  on  l’avoit  déjà  trouvé. 

Enfin  on  trouveroit  les  mêmes  valeurs  de  & de_y  par  la 
méthode  du  plus  grand  commun  divifeur  > car  puifque  la 
prcpofcc  — ayx  ■4- = o , & chacune  des  deux  nouvel- 
les équations  trouvées  par  le  moyen  de  la  progrefilon  arith- 
métique , 3XA!'  — ay  = o f — lax  ^y  = o x ont  une 
racine  commune , on  doit  trouver  cette  racine  commune  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur  de 
= O y & de  laquelle  on  voudra  des  deux  autres  ; par  exem- 
ple , de  ^xx  — ay  =:o  y jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  au  di- 
vifeur — lax  3/y  = O , dans  lequel  a-  eft  linéaire , qui 
fera  un  divilëur  e.xaél  , en  fuppoiânt  égal  à zéro  le  refle 
qù’il  fait  trouver  , 27^’  — 44’  = o , dans  lequel  x n’cfl 
plus;  car  l’équation  du  refle  donne ou 
& fubflituant  cette  valeur  dans  le  divifeur  oh  x efl:  linea- 
re  , — lax  ^yy  = o , l’on  trouve  x = ja^z  , com- 
me on  l’a  voit  trouvé. 

Avertissement. 

^)n  a mis  ces  trois  manières  de  déterminer  les  valeurs  de  x 
ôedey , lorfque  x a deux  racines  égales afin  d’en  faire  con- 
cevoir le  rapport. 

R E M A R Q_IT  E.. 

Jl  faut  remarquer  qu’on  ne  peut  fuppofer  que  le  dernier 
divifeur  où  x ell  linéaire  , fbit  un  divifeur  exaéf  > en  fai- 
fant  le  refle  qui  ne  contient  plus  x , égal  à zéro  , que  quand 
il  y a une  ou  plufîeurs  indéterminées  dans  ce  refle;  car  s’il 
n’y  avoit  que  des  grandeurs  déterminées  dans  le  refle  , on 
ne  pourroit  pas  les  fuppofer  toutes  enfcmble  égales  à zéro, 
à moins  qu’elles  ne  fe  décruififfent  par  des  fignes  oppofés  : 
mais  quand  il  y a des  indéterminées  dans  le  refle  , elles  fe 
déterminent  par  cette  fuppofition  , que  le  relie  efl  égal  à. 
zéro  y ou  que  chacun  des  termes  du  refle  efl  égal  à zéro  ^ 
de  maniéré  que  les  valeurs  des  indéterminées  trouvées  par  la 
fuppofition  du  relie  égal  à zéro  , étant  fubflituées  à leur 
place  dans  la  propofée  , & dans  le  divifeur  où  x efl  linéai- 
re , ce  divifeur  ainfi  déterminé  , efl  neceffaircment  un  di- 
vifeur exaél  de  la  propofée 
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Exemple  II. 

5o  I T réquation  ax — 77=0, & x-=s — y'rr — tt — ity — 77} 
en  fubftituant  la  valeur  de  x , prife  dans  la  fécondé , dans  ax 
— yjr=  O , après  avoir  ôté  les  incommenfurables  , on  trou- 
vera. l’équation  fuivante , y*  — jaryy-^taaty  aan  = o; 

H-  aayy  - — aarr 

aatt 

■on  fuppofe  que  x,y,  r,  font  des  inconnues,  & que  a,  s,  t,  font 
connues, 

I*.  Il  s’agit  d’abailTer  l’équation  précédente 7* — 2<»r77,  &c. 
> _ '^aayy 

à un  moindre  degré  , & de  trouver  les  valeurs  de  7 par  les 
feules  grandeurs  connues , en  fuppofant  que  7 a deux  valeurs 
égales  dans  l’équation 7“^ , &c. 

11  faut  multiplier  les  termes  de  l’équation,  chacun  par  l’ex- 
pofânt  de  la  puiflânce  de 7,  qui  e(l  dans  ce  ternie  ; c’ed-à  di^ 
TC , par 

7*  * — ïasyy  ^ ^aaty  -4-  aast  — o; 
^aayy  — aarr- 

•*“  aatt 

r 4>  3»  1,  O 

& l’on  aura  le  produit  47*  — 44/77  244(7  = o , 

24477 

ou  bien  27’  — 24/7  44/  = o , qui  eft  une  équation  du 

447 

troUiéme  degré  , par  laquelle  on  peut  déterminer  la  valeur 
de  7 , parcequ’elle  ne  contient  que  des  grandeurs  connues 
avec  l’inconnue  7 ; ainG  l'on  a trouvé  l’équation  propofee . 

2°.  En  fuppofant  à prefènt  qu'il  n’y  a dans  l'équation  préce. 
dente  y*  * — 24/77  244/7  =°>  que  la  grandeur  4 

•4-  aayy  — aarr 

•4“  aatt 

de  connue  , & que  toutes  les  autres  font  inconnues , il  s’agit 
de  trouver  la  valeur  de  r , qui  ne  contienne  d’inconnue  que  7 , 
en  fuppofant  qne7  a trds  valeurs  égales  dans  l’équation  pre- 
cedente. 
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Il  faut  dans  ce  cas  multiplier  l’équation  propose  pat 
les  termes  des  deux  aau  = o ^ 

progreiïions  arithmed-  ^ifaayy  aarr 

ques  ici  marquées,  «4.  aatt 


4i  It  1 


I 

O» 


*» 


& l’on  aura  le  produit  8/*  — raatj  — o« 

qui  fe réduit  à 4/  — aat=.o  } d’où  l’on  déduit  r = ^. 
Ce  qui  étoit  propofé . 

3°.  En  fuppofant  que  toutes  les  lettres  de  la  même  équa- 
tion font  des  inconnues  , excepté  la  grandeur  a , & que/ 
a trois  valeurs  égales  ; il  faut  trouver  une  équation  qui  ne 
ctxitienne  pour  inconnues  que  / & f,  & que  toutes  les  autres 
inconnues  ne  s’y  trouvent  point . 

U faut  multiplier  l'équation  * — larjy  jaafy  •+■  aatt 

. — aarr 

= O,  par  les  termes  des  deux  ^aatt 

progreiïions  arithmétiques  ici 
marquées, 

& l’on  trouvera  l'équation 


4> 

O J 


3 


* 

4, 


‘6aaty±=Of 


— %aiyy 
•^^aayy 

qui  fc  réduit  à — 447  H-  laat  = o ; d’où  l’on  déduit 
xaav 


a trouvée 
O . qui  fe 


cette  valeur  de  /’  dans  4/  — aat  = o , qu’on 

dans  le  fécond  article , l’on  aura  îf*’'-  — aat  = _ ^ ^ 

réduit  à ijatt — i6v’  = o,  qui  eft  l’équation  qu'on  cher- 
choit  : car  en  mettant  / — ya  — v,  à la  place  de  v dans 
^•yatt  ■ — i6v’=o,  l’on  aura  lyatt  — i6s>  z^ait  — izaas 
•+•  24*  = o. 

On  trouveroit  cette  meme  équation  en  cherchant  Je  plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  équations  4/*  — aat  = o , 
& — 44//  zaay  laat  = o , trouvées  par  les  progref- 
fions arithmétiques , & continuant  la  recherche  jufqu’à  ce 
que  l’inconnue/  ne  lût  plus  dans  Je  reiïe  ; car  on  trouveroit 
le  refte  tjatt  — i6i^  244//  — r iiaas  24’  = a 
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ANALYSE  COMPOSÉE. 

O ü 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifcnc  à des  équations 
compolécs . 

LIVRE  V. 

De  la  résolution  des  équations  compofiet  en  particulier. 

SECTION  I. 

De  la  réfolution  des  équations  du  fécond  degré , 
Avertissement, 

^)n  a déjà  donné  deux  maniérés  de  réfoudre  les  équations 
du  fécond  degré  * ; mais  on  a remis  le  détail  de  tout  ce  qui  *6,  &4t: 
regarde  ces  Quations  à cet  endroit,  qui  en  cft  le  lieu  propre;  ^•”••'9"* 
c'eft  pourquoi  on  va  expliquer  ici  une  méthode  generale  de  J//7'**^***"' 
trouver  les  deux  racines  de  toutes  ces  équations , & on  l'ap- 
pliquera à tous  les  cas  poflibles. 

On  fuppofê  dans  ce  cinquième  Livre , que  les  équations 
font  fans  fractions  & fans  incommenfurables . 

PROBLEME  L 

76.  y*  ^OW^Rles  deux  racines  de  toute  équationdufecotsd  degré . 

Méthode  generale. 

ON  fuppolcra  que  l'équation  generale  xx  nx  ^ 

= 0;  reprefente  toutes  les  équations  du  fécond  degré  ; 
de  maniéré  ( comme  on  l'a  déjà  dit  plufleurs  fiâs.1  que  -*■  n 

Bb 
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194  A N A L Y S E • D E M O N T R e'  E. 
rcprefeote  le  coeficient  du  fécond  terme  avec  foo  figoe , & 
zéro  , fi  le  fécond  terme  eft  évanoui  j & p reprelcntc  le 
dernier  terme  avec  fon  figne:  Ce  qu’il  faudra  toujours  enten- 
dre  dans  le  3* , 4*  degré  , &c.  On  fuppofera  enfuite  que  J’é. 
quation  linéaire  x — f •*“ g = o , reprefente  par  fes  indéter- 
minées/, g , celle  des  deux  équations  linéaires  qui  contient 
la  première  racine  ; Ainfi  — g reprefente  la  première  ra- 
cine. 

Pour  trouver  cette  première  racine  & la  fécondé , on  le 
fervira  de  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  fuivantes . 

1®.  On  fuppofera  que  la  fécondé  équation  linéaire  eft  x — / 
. — g=^o;  onmultipiera  x • — / -♦-g  = o,  par* — f — g 
= O,  & on  comparera  chaque  terme  du  produit  xx  — ifx 
~*-ff=  O , exce^é  le  premier  terme  , avec  le  terme  corref* 


pondant  de  l'équation  generale  xx  «4-  «x  m-  p = o ; ce  qui 
donnera  ces  deux  équations  particulières  — */=  » . ■<■// 
. — gg  = -*-  p,d  oîi  l’on  déduira  /=  — t»  & ^ =V-^  — Pi 
mettant  ces  valeurs  de  / & de  g dans  les  deux  équations  li- 
néaires indéterminées  x- — /■v*g  = o,* — / — g = o , el- 
les feront  changées , la  première  en  x 7 - — P = 0; 

la  fécondé  en  x — y/-~  — p = o. 

Ainfi  la  formule  generale  de  la  première  racine  fera  x = 
__  i . — yŒmrp-  la  formule  generale  de  la  fécondé  xacins 

fera  X = — i — P-  , 

a®.  Ou  bien  on  divifera  l'équation  generale  *x  *4-  »*  -t-  p 
= o,  par  l’équation  linéaire  indéterminée  x — / -4-  g = qî 
& continuant  la  divifion  juiqu’à  ce  que  x ne  foit  plus  dans 
le  refte , on  trouvera  le  refte  gg  — p = o , & le 

- 2/g-*-  rf 

*+*jf 

quotient  x -f-  » = o : En  fuppofant  ce  refte  égal  à 2cro , & 
— i 

fon  fécond  terme  aufti  égal  à zéro  , l'équation  indétermine'e 
X — / i4-  g = o,  fera  un  divifeur  exaél  de  la  propofée;  & 
le  quotient  x -*-  a fera  exa£t. 


—g 
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Or  par  la  ruppofitioa  de  ce  rede  égal  à zéro , l’on  a deux 
équations  particulières  , fçavoir  la  première  i/=  — « ; d'où 
l’on  déduit  /=  — î » la  fccoode  gg,  * p — o,  dans 

^ nf 

ff 

laquelle  fubftituant  — f à la  place  de  /,  l'on  trouve  gg 

P = O,  d’où  l’on  déduit  g=}/  P»  rubftituant 

CCS  valeurs  dans  le  divileur  x — = dans  le  quo- 

tient X-*-  n’^f  — g = o,  l’on  trouve  pour  !e  divifeur  x ^ 
t Z~~p  = O,  & pour  le  quotient  x — p 

;=  O. 

Ainû  la  formule  generalê  de  la  première  racine  fera  x = 
ia  — — P ; & l^ormulc  generale  de  la  féconde  fe- 
ra = r- i» 

Application  des  formules  de  la  réfoluthn generale  anxdquatioM 
particulières  du  fécond  degré. 

Exemple  L 

I T r^quariott  xx  — ab  = o , dont  it  £iut  trouver  les 
deux  racines. 

Pour  appliquer  l’équation  generale  xx*^  nx  p ■=o  y à 
cette  équat'ion  particulière , dont  le  fécond  terme  eft  évanoui  , 
l’on  fuppofera  » = o,  •4-p=:  — ab  i ainfi  dans  les  deux 
formules  des  racines  on  fuppofera  n=  o,  ôc  •¥•  p — — ab. 
Subftituant  donc  — ab  au  lieu  de  p dans  les  deux  formu- 
les generales  des  racines , la  première  racine  de  la  propofèe 
fora  ;e  = — f » — ^ la  fécondé  fera 

<c  = — ï»  H-  /^^p  —-^yah . Ce  qu'il  fallait  trouver. 

Exemple  II. 

Pour  trouver  les  deux  racines  de  l’équation  xx  — ilx 
•^cc  = o,  on  fuppofera = — ib,  ÔC’*‘P~**‘CC\  on 
fubflituera  dans  les  deux  formules  des  racines  les  grandeurs 
reprefentées  par  »,  p,  & la  première  racine  de  la  propofèe  fe- 
ra — — Ÿ ® P = ^ — cc  i &■  la 

fécondé  fera  x — — •-  » P ^ -4«  y/bb  — cc,  ^ - 

Ce  qu'il  fallait  trouver, 

Bb  ij 
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Exemple  III. 

Po  ü R trouver  les  racines  — a— o,  oo  fup; 

pofera  = — 2>oo  fubüituera  ces  valeurs 

de»,  P,  à leur  place  dans  les  formules  des  racines , & la  pre- 
mière racine  fera  x = — \n  — y/-^ p= A 

= — T — — 2.  La  leconde  racine  lêra  x= — 

— P = — a = — T*+*v^  f =-^i>  ainfî 
lune  des  racines  de  la  propofte  eft  la  pofitive  x = •♦»  i , & 
l’autre  eft  la  négative  x = — 2.Ce  ^ai  étoit  propofà. 

Exemple  IV. 

Po  U R trouver  les  deux  racines  de  J’^quation  xx — 2x>f>  j 
= O , on  fuppofera  n = — 2,-*-p=i4-3;on  fubftituera  ces 
valeurs  de  »,p,  à leur  place  dans  les  formules  generales  des  ra- 
cines , & la  première  fera  x = — > — — p = ^ i 
— >/i  — 3 = -♦- 1 — y/  — 2;  la  fécondé  fera  x = — \n 
— p=-t-i  -t-y/i  — j = i^-  v'  — a ; d*oîi 

l’on  voit  que  les  deux  racines  de  la  propofee  font  imaginairesi 

Dimottfirttion  du  premier  Problème. 

77’^T  /équation  linéaire,  dont Af  eft  l’inconnue,  qui  divîfe 
exaélement  une  équation  du  fécond  tfegré,  repre/entée  parl’c- 
quaticn  generale  xx  •*-  nx p = a , contient  une  de  fes  raci- 
nes , & le  quotient  exafl  contient  l’autre,  par  la  nature  des  &■ 
*16.  (ÿ- 3 3, quations.  *Or  Téquation  linéaire  que  l’on  trouve  par  la  mé- 
thode du  premier  Problème ,’  divife  exadlement  Téquation  ge- 
nerale du  fécond  degré,  puifque  le  refte  de  la  divifion  eft  égal 
à zéro , & que  ce  n’eft  que  par  cette  fuppofirion  qu’elle  eft  dé- 
terminées & le  quotient  eft  aufti  exadlr  l’équation  linéaire  qu’on 
trouve  par  la  méthode,  contient  donc  une  racine  de  l’équation 

feneraledu  fécond  degré,  & le  quotienC  contient  l’autre;  l’on  a 
onc  par  la  méthode  les  formules  generales  des  deux  racines 
de  toute  équatbn  du  fécond  degré.  Ce  qu'ilfaÜoit  démontrer. 

R E M A R q^U  E S. 

L 

y P , L®  R s qu  E le  fécond  terme  eft  évanoui,  & qu’il  y a 

comme  dans  l’équation  xj?  p = o , les  deux  racines  font 
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îmagioalres,  puifquc  la  première  eft  x — — ✓ , — p ; & la 
féconde  , — p. 

II. 

Lorfqu’il  y a p dans  une  équation  du  fécond  degré, 
& que  P furpafle  le  quarrè  de  la  moitié  de»;  ceft àidire, 
lorfque  p AirpafTe  ^ nn , les  deux  racines  font  encore  imagi. 
naires , puifque  / ^ nn  — p efl  la  racine  d'une  grandeur  né< 
gative . 

Lorlqu’il  y a — p dans  une  équation  du  fécond  degré , les  ra- 
cines font  toujours  réelles}  car  alors  la  grandeur  ^ »»  -♦-  p,  qui 
e(l  fous  le  ligne  radical , efl  toujours  pofitive. 

Il  fuit  de  la  fécondé  & troifiéme  remarque  , qu’il  ne  peut  y 
avoir  de  racines  imaginaires  dans  une  équation  du  fécond  degré 
qui  a tous  fes  termes,  que  quand  il  y a >4>p  ; c’efl  à dire,  quand 
les  deux  racines  font  toutes  deux  pofitives,  ou  toutes  deux  né- 
gatives; & qu’elles  font  toujours  réelles , quand  l’une  e(I  poli- 
tive  & l’autre  négative. 

IV. 

Quand  l'inconnue  a plus  de  deux  dimenfions  dans  le  pre- 
mier terme  d’une  équation  du  fécond  degré , comme  dans 
X*  nxx  p = O , ou  en  general  dans  ar*"  -v*  p = o, 

(m  reprefentant  un  nombre  quelconque  entier  & pofiiif,  ) 
quoiqu'il  n'y  ait  que  deux  racines  en  la  confîderant  du  fécond 
degré , qui  font  xx  = — 7»  — ^ ^ nn  — p,  xx  = — ~ n 
•*‘y/ ^ H» — p>  ou  en  general  »”  = — 7 » — nn  — p , 
«■“  = — — p;  cependant  chacune  de  ces  raci- 

nes, ou  chacune  des  équations  fimples  formée  par  ces  raci- 
nes , — p=o; yx-^-j»-— 7 »»  — p 

= O : ou  bien  en  general  x“  •+•  » •+■  >/ \nn  — ~p  = o , 

— y/i»»— p = o,  pouvant  encore  être  confide- 
réc  comme  une  équation  coinpoféc , on  peut  dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  fimples  contient  encore  autant  de 
racines , que  l’expofant  z de  la  plus  haute  puifTance  de  l'in- 
connue  xx , ou  î’expofant  tn  de  l’inconnue  x”  , contient 
d’unités  : car  l’inconnue  x a autant  de  valeurs  dans  ces 
équations  plus  fimples,  dont  l’équation  du  fécond  degré  eft 
compofée,  que  cet  expofant  de  l'inconnue  a d’unités.  Ce 
iqu'rl  faut  remarquer  pour  les  cas  femblables  des  autres  de^ 

B b iij 
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grés  repre/êntés  en  general  dans  le  troifiéme  degré  par 
-4-  »a;*“  px"^  H-  y = oi  dans  le  quatrième  degré  , par 
nx}'°‘  -4-  qx'"'  -4-  f = oi  & ainfi  des  autres. 

y* 

Si  l’on  ôte  /cparément  les  incommenfurables  de  chacune 
des  cqiiations  linéaires  x -4-  i»-4-V'i»«  — P = o,;v4-i» 
— P = a>  qui  contiennent  les  racines  de  l’équa- 
tion propofcc , il  en  viendra  une  même  équation  , qui  eft  la 
propofée  Arr  -4-  ^ z=  o ; ce  qui  peut  lêr vir  en  quelques  retw 

contres  à connoître  fi  une  équation  linéaire  contient  une  des 
racines  de  la  propofée , lorfqu’ellc  a des  grandeurs  incoin* 
menfurables. 

VL 

La  méthode  de  refcudre  les  équations  peut  fcrvir  à dé- 
terminer une  grarxieur  oh  il  y a une  ou  plufieurs  inconnues 
avec  des  connues  , quoiqu’elles  ne  forment  pas  une  équations 
on  en  a déjà  vû  un  exemple  en  rcfolvant  le  6'  Problème  du 
4J?‘3*  Livre*;  en  voici  un  autre,  l’on  a = — yy — hy. 

11  s’agit  de  déterminer  les  cas  oîi  la  valeur  de  r eft  réelle  > 
& ceux  oit  elle  eft  imaginaire . 11  n’y  a qu’à  foppofor  que  yy 
■*“  î & rcfolvant  cette  équalicn  , on  trouvera  que  la 

valeur  de  y eft  / = — ^ b bb  ^ aa'.  Ainfi  quand  / eft 
égale  à cette  grandeur , ou  moindre  que  cette  grandeur  ,, 
y/  aa  — yy — hy  eft  zéro , ou  poCti  ve , & la  valeur  de  x eft  réel- 
le  : ma’squ.-)ndy  fiirpafle  cette  grandeur — ^ h ^y/^bb-^ao. 
alors  y/  aa  — yy  — by , eft  la  racine  d’une  grandeur  n^ativc^ 
& la  valeur  de  at  eft  imaginaire. 


SECTION  IL 
De  la  réfohthn  det  équations  du  troifiéme  degré  „ 
Avertissemen  T. 

O U R abréger  & faciliter  le  calcul , on  fuppofera  que  le 
fécond  terme  eft  évanoui  dans  toutes  les  équations  du  troifié- 
me  d^ré  qu’en  veut  refoudre . On  a donné  la  metbode  de  le  , 
foire  évanouir,  dans  l’ufage  des  transformations , dans  letroifié- 
•4i.me  Li\re.  * Ainfi  l’équarion  generale  x’’^px  ‘*“  ÿ = o , re- 
4jrcfentcra  toutes  les  équations  du  troifiéme  degré  , dont  le  fé- 
cond terme  eft  évanoui , 
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Il  faut  remarquer  que  quand  le  fécond  terme  cft  évanoui, 
il  y a dans  l’équation  deux  racines  polîtives,  & une  racine  né- 
gative égale  aux  deux  pofitives  ; ou  bien  deux  racines  oégati- 
ves,  & une  pofitive  égale  aux  deux  négatives . *25,1 1. 

CeroU. 

PROBLÈME  II. 

y 9,  J^ETERMINER,  quand  le  fécond  terme  det  iquattoni  du 
troifiéme  degré  ejl  évanoui , l®,  les  cas  où  les  deux  racines  pojstives 
ou  négatives  font  égales , ceux  où  elles  font  inégales  ; 2",  les  cas 
où,  étant  Inégales,  les  trois  racines  font  réelles , ceux  où  il  y en  a 
■deux  d'imaginaires  i 3“,  & trouver  tes  racines , lorfque  les  deux 
pofstives  ou  négatives  font  égales,  & encore  iorfqie  les  trois  raci- 
stes , quoiquinégales  font  comme nfurables , ou  lorfquil  y en  a 
■quelqu'une  de  cotttmenfurable . 

, METHODE  GENERALE. 

’O  N fuppolêra,  lorfqu’il  y a deux  racines  pofitives, que 
la  première  eft  / — g , la  fécondé/ ^ g;  & leur  fomme  2/ fe- 
ra la  racine  négative;  & on  fera  les  trois  équations  linéaires 
X — f-*-g  = o,x — /— g = Q,  r-fi/=o. 

Lorfqu’il  y a deux  racines  négatives  , que  la  première  eft 
— f-*-g,  la  fécondé — f — g-,  & leur  fomme — 2/ fera  la 
racine  pofitive , en  changeant  Ibn  figne  — , & fuppo/ânc 
•*•2/}  & on  fera  les  trois  équations  linéaires  a?  ■♦•  / — g =0, 

X f g=^o , X — 2/=  D.  On  fuppclè  que  / eft  plus 
grande  que  g;  car  autrement  f — g ne  lèroit  pas  pofitive,  & 

' — négative . 

2®.  On  multipliera  les  trois  premières  les  unes  par  les  au- 
tres , de  l’on  aura  le  produit  x**  — 3//*  «+-2/^  = 0,  qui 

A ^ —ggx—iggf 

«ft  l’équation  indéterminée  qui  reprefente  les  équations  du 
troifiéme  degré , dont  deux  racines  font  pofitives  , de  la 
troifiéme  eft  négative  » de  égale  à la  fomme  des  deux  pofiti- 
ves . On  multipliera  de  même  le  trois  autres  équations  linéai- 
res les  unes  par  les  autres,  de  leur  produit 

B x’*  — iffx  — 2/  =0| 

ggX  -4-  7ggf 

reprefentera  les  équations  du  troifiéme  degré , dont  deux  tad- 
ses  Çoat  négatives,  de  la  troifiénK  pofitive,  dcégale  à la  fom-  'j 
me  des  deux  négatives . 
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Re  m ar  qji  e. 

SoO  N peut  remarquer  que  le  troifiéme  terme  de  ces  deux 
équations  a toujours  le  figne  — , éSc  cfl  une  quantité  réelle  né- 
gative J quand  les  trois  racines  font  réelles  ; par  confequent  Ci 
le  troifiéme  terme  a le  figne  ou  s'il  cft  zéro,  il  y a necefl'ai- 
rement  deux  racines  imaginaires  ; ainû  dans  la  formule  gene- 
rale P doit  avoir  — , lorfque  les  trois  racines  font  réelles  , & 
elle  doit  être  jt* — — fçavoir  h-  ^ , quand  deux  ra- 
cines font  pofitives,  & — ^ , fi  deux  font  négatives. 

3®.  On  comparera  les  termes  de  chacune  de  ces  deux 
équations  indéterminées  A 6c  B , avec  les  termes  correfpon- 
dans  de  l’équation  generale  x’  — px  ;+l  ÿ = o , excepté  le 
premier  terme . L’on  aura  par  le  moyen  de  l’équation  A ces 
deux  équations  particulières  *4-  j/jf  gg  = -4-  p , i/^ 

■ — = -♦-  f ; & par  l’équation  B,  -4-  -4-p, 

— zf’"*-  2ggf  = — dfoù  l’on  déduira  pour  l’une  & l’au- 
tre -4*  ^ 7 > & pour  l’équation  A,  f>  • — ggf = 

>4-  f ; & pour  l’équation  B,  — *4-  ggf  = — 4 • Elévant 
’4- jÿ’-i-S  = t à la  troifiéme  puiffancc,  l’on  aura 
-4-  •'î  ^ •4»  -|i  = -JL  , pour  l’équation  A & pour  l’équation  B. 
Elevant  auÜi  f — ggf  = -4-  l au  quatre;  l’on  aura  pour 
l’équation  A,  f*  — zggf^  -4-  g*ff  = . Elevant  de  même 

— P — — -s  quarte  , l’on  aura  pour  l’équation  B, 

r — ^&Sf*  =-v>  9“'  meme  que  celle  de  l’équa- 

tion  A . Retranchant  à prefent  chaque  membre  de  l’équa- 
tion ^ff=  membre  correfpondant 

de  l’équation  f -4-  ggf*  -4-  -4-  ^ , l’on  aura  l’^ua- 

lion  iggf* = -tL îL , qui  conviendra  à l’é- 
quation à l’équation  B.  Or  chaque  membre  de  cette  équa- 

tion eft  pofitif,  car  -4-  ^ggf*  furpafle — jg^fft  puifqu’en  di- 
vifont  l’une  & l’autre  par  ggff , le  quotient  ^ff  furpafie  le 
quotient  — jig»  car  on  a fuppofé  que  / furpaflbitg.  Tout 
cela  fuppofé,  le  Problème  eft  facile  à réfoudre. 


Si 


1®.  §uand  7—  p* = i qq,  let  deux  racines  pejit'tves  où  négatives 
font  égales, 

, U and  les  deux  racines ^fitives  ou  négatives  font  éga- 

, . les. 
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les , ^ eft  égale  à zéro  dans  les  équations  linéaires  x — 

= o,x — f — g = o,  X-*»  2/=o;  & dans  les  autres 
*•+•/ — g = o,  ^ = O,  X — 2/  = 0;  par  con- 

lêquent  chaque  grandeur  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion ^ggf*  — ^ ^ — ?»  ^ • Donc 

= o;  donc  ir  P' = ?• 

2®,  Quand  Itt  trou  racinet  font  inégales  & rieUct^ 

TT  P*  k qq- 

Sx.  \ J ü A N D les  trois  racines  font  inégales  & réelles , le  premiCf 
membre  de  l’équation  $ggf*  — h-  ^ ^ — V 

c(l  pofitif;  le  fécond  membre  ^ — V , cft  donc  auffi  poCtifj 
& par  confequent  ^ furpafle  v . 

3®.  Quand  e/l  moindre  que  J qq , il  y a deux 
racines  imaginaires: 

S 3 • A R fi  les  racines  étoient  toutes  réelles , on  vient  de  dé- 

montrer que  7^  feroit  égal  qq , ou  furpafferoit  ^ qq. 

4*.  Trouver  les  racines,  ùsrfque  les  deux po/itives  ou  les  deux 
négatives  font  égales. 

8 4.  ü A N D les  deux  racines  pofitives,  ou  les  deux  négatives 
font  égales, g eft  zéro  dans  les  équations  linéaires  x — / -»-g 
= O , &c.  par  confequent  l’équation  particulière  qui  vient  de 
la  comparaifon  des  troifiémes  termes  ^ff"^gg  = -**p,  fe 
réduit  à •*-  = p ; d’où  l’on  déduit  ff=!^.  Par  la 

même  raifbn , l’équation  — 2ggf  =<^q-,  ou  2/^  •+■  2ggf 
= — q,  fe  réduit  à i/'  = 4 ; d’où  l’on  déduit/^  = t . Di- 
vifânt  le  premier  membre  de  = -J  , par  le  premier  membre 
de A , & le  fécond  par  le  fécond  , l’on  trouve  ^=f 
— -Tf  » chacune  des  racines  égales  reprefentées  par  /,  ctt  donc 
= » d’où  l’on  déduit  cette  réfolution. 

Rifolution, 

8 J.  \ J U A N D une  équation  du  troifiéme  degré,  dont  le  fécond 
terme  efl  évanoui , a deux  racines  égales;  il  faut  divifér 
le  triple  du  dernier  terme  q,  par  le  double  du  coèficienc  p du 
fécond  terme , & le  quotient  féra  une  des  racines  égales . 

La  troifiéme  racine  efi  égale  à deux  fois  la  racine  égale, 

Ç c 


t, 
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5°.  Trouver  les  racines  ïïune  équation  du  troifiéme  degré , dont 
te  fécond  terme  ejlévanotti,  lorjqu  elles  font  eommenfurahles  ^ 
ou  qu’il  y en  a quelqu'une  de  commenfurai/e . 

S C> . S ^ grandeur p , reprefentée  par  -^ff  -^gg=p  , 

de  /^ff  quarré  de  la  grandeur  2/,  qui  repre/ênte  la  raciae  qui 
cfl  égale  à la  femme  des  deux  autres , le  refte  ff  — gi 
un  divifcur  exadl  de  la  grandeur  •+•  q , reprcièntcc  par 
2/'  — 2ggf=’*-q , pour  l’équation  yl;  & fâilânt  la  divifion, 
le  quotient  clt  2/,  qui  elt  la  racine  du  quarré  ^ff. 

Le  même  telle  ff — gg  eft  aulîi  un  divifcur  exaél  de  — q, 
reprefentée  par  — 2/'  iggf  = — 9 , pour  l’équation  B ; Sc 

laifant  la  divifion , le  quotient  eft  — 2/,  qui  cfi  auffi  la  racine 
du  quarré  e^ff.  On  déduit  de  là  cette  picmiere  rcfolution. 

Première  Réfolution. 

^^UAND  la  racine,  reprefentée  par  •4- ou  — 2/,  qui  cil 
' égale  à la  femme  des  deux  autres,  eft  commenfura blés,  * 
il  y a toujours  un  quarré  parfait  plus  grand  que  p,  duquel 
ôtant  P,  & divifant  ^ par  le  refte,  la  divifion  fe  fait  exaéie- 
ment  ; & il  vient  pour  quotient  exaél  ou  — 2/,  qui  eft  la 
racine  de  la  propofée , égale  à la  fomme  des  deux  autres , & 
qui  eft  à même  temps  la  racine  quarrée  jufte  du  quarré  parfait 
qu’on  a pris  plus  grand  quep. 

De  même  fi  l’on  prend  le  quarré  de  Tune  des  racines  pofl- 
tivesou  négatives,/ — ^,ou  — /•*’^>qui  eft  ff — ^gf-^gg, 

& qu’on  ôte  ce  quarré  de  ^ff-^gg=  p,  en  aura  le  refte  iff 
•^2gf,  qui  eft  un  divifcur  exaà  de  2/ — 2ggf  =i^q  ^ 
pour  l'équation  A\  & de  — 2/  2g gf = — q , pour  l’équa« 

tion  B;  & faifant  la  divifion,  le  quotient  fera  dans  le  premier 
cas**-/ — g,  & dans  le  fécond  , — f’^g,  dont  chacun  eft 
la  radne  du  quané  parfait /T  — ‘igf-^gg,  qu’on  a pris  moin- 
dre quep.  On  trouveroit  la  même  chofe  en  fe  fervant  de  l’au- 
tre racine  reprefentée  par/-*- g,  ou — / — g \ d’où  l’on  dé- 
duit la  fécondé  réfolution. 

Seconde  Réfolution  . 

V^)uAND  les  deux  racines  pefitives  ou  négatives,  font 
commcnfurables , on  peut  toujours  trouver  un  quanë 
parfait  moindre  que  p , tel  qu’étant  retranché  de  p , le  refte 
foit  un  divifcur  exaél  de  -*- ou  — q;  Si  faifant  la  divifion , il 
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vient  un  quotient  exa6l , reprefenté  par  -4-/ — g , ou  — / 
qui  eft  une  des  deux  racines  pofitivcs  ou  négatives  de  la  pro> 
pofée,  & qui  cft  à même  temps  la  racine  exadlc  du  quarré 
qubn  a pris  moindre  que  p. 

R E M A R Q_ü  E. 

U A N D on  aura  trouvé  une  des  racines  d’une  équation 
du  troificme  degré,  en  divilâne  l’équation  par  x-t-ou 
cette  racine  , le  quotient  qui  fera  une  équation  du  fécond  de- 
gré , contiendra  les  deux  autres,  & on  Its  trouvera  en  refol- 
vant  cette  équation  du  fécond  degré.  Ou  bien  en  Tuppofant 
que  la  racine  trouvée  foit  j,  Ci  c’dt  la  racine  égale  à la  fomme 
des  deux  autres,  elle  fera  le  eoëli^icnt  du  fécond  terme  de 
l’équation  du  fécond  deg:c  qui  les  contient;  & le  dernier  ter- 
me ^ de  la  propofée,  diviféc  par  cette  racine  a,  c’ell  à dire 
, fera  le  produit  de  ces  deux  autres  racines,  par  la  formation 
des  équations:  Ainfi  léquation  du  fécond  degré , qui  contient 
les  deux  autres  , fera  xx — — o,  quand  elles  font  po- 
Çtives  ; la  première  fera  donc  x~ja-*-y/~aa  — -J  ; & la 
fécondé,  x = ^a — aa  — 1|. 

L’équation  du  fécond  degré,  qui  contient  les  deux  autres, 
fera  ata:  -4-  | =o;  quand  elles  font  négatives  ; la  pre- 

mière fera  donc  x = — \ a -aa — ; & la  fécondé, 
— y/ \aa — |. . Mais  li  la  racine  découverte  a 
eft  une  des  deux  pofitives  ou  négatives , elle  fera  auffi  le 
ccëficient  du  fécond  terme  de  l’équation  du  fécond  degré',  qui 
contient  les  deux  autres , puifque  ce  ccëficient  efl  l'cxcés 
de  la  racine  égale  à la  fôuime  des  deux  pofitives  ou  né- 
gatives , fur  celle  qui  refte  à découvrir  ; & que  la  racine 
découverte  cft  auffi  ce  même  excès,  & -î  cft  le  produit  des 
deux  qui  reftent  à découvrir;  Ainfi  l’équation  qui  contient 
les  deux  autres  , dont  une  eft  toujours  pofitive , & l’autre 
négative , fera  xx  ^ax  — i = o . Il  y aura  ^ ax,  quand 
la  racine  decouverte  fera  pofitive  , & — ax  , quand  elle 
fera  négative  . La  première  racine  fera  donc  * = ^ 7 <« 
~ aa^î  -,  & la  féconde  fera  x=^  7 <1  — I- 

Il  y aura  — y a,  quand  la  racine  découverte  fera  pofitive;  & 
•+■  7 , quand  clic  fera  négative . 


î04  Analyse  démontré' e. 

Application  du  fécond  Problème  à des  exemples. 
Exemple  I. 

O N propofê  de  trouver  les  racines  de  x»  — ■ i2x  =:  oj 

pour  y appliquer  la  réfolution,  on  fuppolëra  ^ afin  que  la  for- 
mule generale  a?*  — px  ’Sf  q = o , reprcfonte  la  propofée , 

— i®  = — * & î = Or  ^ = 64,&  1 = 64. 

Cela  fait  connoître  que  la  propoféc  contient  deux  racines 
égales. 

Pour  trouver  chaque  racine  égale , on  ft  fcrvira  de  la  for* 
mule  /==  ^ = = H-  2 J ainû  la  racine  égale  eft  x = 2; 

h racine  inégale  eft  donc  xr = — 4 . 

Exemple  II, 

jPoUR  trouver  les  racines  de  — zjaax  *+»544^  =0^ 

i8<jix — 5444^ 

^bbx 

— ib^ 

il  foutfuppofer  — p=— 2744.^  \%ah—ibb^  &7  = S4«» 
— liabb  — 2^^;  & fàilânt  le  calcul , on  trouvera 

ir  P*  — \Wi  “ connoître  qu'il  y a deux  raci- 

nes égales. 

La  formule /*=  4/-  » fora  trouver,  en  divî/ânt  le  triple  du 
dernier  ternie  par  le  double  du  coéfîcient  du  troifiême  terme  , 
le  quorient  34 — fer  ainfi  la  racine  égale  cftAr  = j4 — fe,  & 

la  racine  inégale  cû  X =— d4 2fe . 

Exemple  ill 

P ou  R trouver  les  racines  de  l’équation  x*  — ^x^  d z=  o^ 
on  foppofora  que  la  formule  generale  qui  reprefente  cette 
«quation  cft  x^  — px  *4-  y = o;  & p = 7,  ,q  = -4*  6 i 

= 9 . Comme  ^ furpaffe  ^ qq  , cela  fait 
connoître  que  ks  trois  racines  font  réelles  & inégales;  & le  der- 
nier terme  ^b  = q étant  pofitif,  cela  fait  connoître  qu’il  y a 
deux  racines  pofitives,  & une  n^ativc  qui  eft  égale  aux  deux 
pohtives , puifijue  le  fécond  terme  cft  évanoui . 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  qui  eft  égale  aux  deux 
poûtives , on  prendra  un  quarté  parfait  plus  grand  quep  = 7: 
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or  le  premier  quatre  plus  grand  que  />  = 7 eft  9 . On  ôtera 
P = 7 du  quarré  9 , & l’on  aura  le  relie  2 . On  divifera  q 
= 6 par  ce  relie  2,  & le  quotient  3 étant  la  racine  quarrée 
du  quarré  9 qu’on  a pris  , c'ell  la  racine  négative  qu’on 
cherche  ; ainfi  x — — 3. 

On  trouvera  les  deux  autres  en  divifant  la  propofée  par 
X 3 = O , car  l’on  aura  pour  quotient  l’équation  du  fé- 
cond degré  xx  — ^x  2 = 0,  qui  les  contient , & on 
trouvera  en  relblvant  cette  équation  du  fécond  degré , que 
l'une  elt  = I , & l’autre  x = 2 . Ou  bien  nommant  a 
la  racine  trouvée  3 , l’une  des  deux  politives  fera  x = 

H-  y^aa  ■ — / = i — J — ^ . & l’autre  lêra 

x = ^a  — y^aa  — f = i 

Si  l’on  vouloir  commencer  la  réfolution  par  une  des  deux 
racines  politives  , il  faudroit  prendre  un  quarré  parfait  , 
comme  4,  moindre  que  p = y,  ôc  après  avoir  retranché  ce 
quaffé  4 de  P = 7 , divifer  par  le  relie  3 le  dernier  terme 
q — 6>  & le  quotient  2 étant  la  racine  du  quarré  4 qu’on  a 
pris  , c’ell  aulli  une  des  racines  politives  de  la  propofée  ; 
ainfi  * = 2 ell  une  des  racines  pofitives  de  la  propofée. 

On  trouvera  les  deux  autres  par  la  méthode  dont  on  s’eft 
lèrvi,  après  avoir  trouvé  la  racine  négative  x — — 3. 

Exemple  IV. 

On  propolê  de  trouver  les  racines  de  l’équation  x’  — ix 
■♦-6=0,  qui  ell  reprelêntée  par  l’équation  generale  ar’ 

— fx  4 — o;  de  maniéré  que  p = i , & q—S  . Mais 
étant  vilible  que  ~p>  = moindre  que  \qq  = 9 , l’on 

ell  alTuré  * que  la  propofée  a deux  racines  imaginaires  . On^gj, 
en  donnera  la  réfolution  après  la  démonflration  du  Problème . 

Démonjîratkn  du  Prohtime. 

S 8 . A N D les  trois  racines  d’une  équation  du  troiliéme 
degré , qui  a le  fécond  terme  évanoui  , font  réelles , il  elt 
évident  que  x — ^'/'^-^  = o,  x — / — ^ = o>  x^2f=o, 
reprefentent  d’une  maniéré  generale  les  trois  équations  li- 
néaires dont  cette  équation  eft  le  produit,  lorfqu’il  y a deux 
racines  politives;  & leur  produit  x»  * — iffx  2 f =0, 

— ggx  — ïg&f 
Ce  iij 
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rcprefenté  d’une  maniéré  generale  cette  équation  du  tirofiéme 
degré . 

Mais  quand  l’équation  a deux  racines  négatii-es , il  faut  fe 
fervir  des  trois  équations  linéaires  x f — ^ = 

= o,x  — 2/ = o;  & leur  produit  x*  ^ — ^ffx  — if 

—ggx  -t-  2gg/* 

= o,  reprelentera  d’une  maniéré  generale  l'équation  du  troi- 
Céme  degré. 

D’oïl  il  fuit  que  ce  qu’on  découvre  par  ces  équations  indé- 
terminées , convient  à toutes  les  équatioas  du  troifiéme  degré 
qu’elles  reprefèntent . 

Quand  les  deux  racines , pofitives  ou  négatives , feront  éga- 
les , il  ell  évident  queg  fera  égal  à zéro,  & qu’en  effaçant  les 
quantités  où  le  trouve  g , dans  les  deux  produits  , ils  rcprelcn- 
teront  l’équation  qui  aura  deux  racines  égaies» 

La  formule  generale  — />jr  ^ = o , repre/ènte  auflî 
d’une  maniéré  generale  la  même  équation  du  troifiéme  digré, 
lorfque  deux  de  fes  racines  font  pofitivxs  , & — px  — 2 

= o , lorfque  deux  de  fes  racines  font  négatives» 

Ce  que  l’on  découvre  par  les  équations  particulières  qui 
naiflent  de  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  des  pro- 
duits & de  la  formule  generale,  convient  donc  auffi  aux  équa- 
tions du  troifiéme  degré  , rcprefêntées  par  les  produits  & pat 
la  formule  generale» 

COROLLAIR  E. 

S 9.  XjO s qu’e  N cherchant  la  racine  qui  efl  égale  à la  fomme 
des  deux  autres , c’efl  à dire  , la  plus  grande  des  trois  racines, 
on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  qui  fort  tel  , que  retran- 
chant P de  ce  quarré , & divifant  q par  le  relie  , il  vienne  ua 
quotient  exafl  qui  foit  la  racine  du  quarré  qu’on  a pris  ; la 
plus  grande  racine  eft  incommenfurable  » 

De  même  fî  en  cherchant  une  des  deux  moindres  racines  , 
on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  moindre  que/),  qui  foit  tel, 
que  ce  quarré  étant  retranché  de  p , & f étant  divifé  par  le 
refte , il  en  vienne  un  quotient  exaâ  qui  foit  la  racine  du 
quarré  qu’on  a pris  ; les  deux  moindres  racines  font  incom- 
xnenfurables. 
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R E M A R Q^U  E. 

9 O . P A R le  Problème  precedent , on  trouve  toujours  les  racines 
d’une  é-iuation  du  troifiéme  degré  , brfqu’il  y en  a deux 
gales,  & lorfquc  les  trois  font  réelles,  & qu’elles  font  conimen* 
furablcs , ou  du  moins  une. 

Mais  quand  elles  font  toutes  trois  réelles  & inégales,  ce  qui 
arrive  * lorfque  furpaffe  , & qu’elles  font  toutes  in-*s,; 
commenfurables  : on  n’a  pas  julqu’à  prefent  trouvé  de  manie- 
re  de  les  exprimer  exaélement  par  Algèbre  > c’eft  à dire , on 
n’a  pas  pû  trouver  d’exprefllon  Algébrique  réelle  qui  les  expri- 
mât d’une  manière  incommcnfurable , avec  le  ligne  radical)  & 
c’eft  ce  cas  qu’on  appelle  lecasirréduéJible  du  troifiéme  degré: 

On  les  trouve  cependant  par  approximation , & on  les  trouve 
exadlcment  par  la  Géométrie. 

PROBLEME  III. 

5 * • ROUVER  la  racine  réelle  commenfuraJ>le  ou  tncomm:nfu~ 
ravie  d'une  équation  du  troiftime  degré  , dont  le  fécond  terme 
efï  évanoui , dont  deux  racinei  font  imaginaires . 

Méthode. 

T lA  méthode  eft  fcmblable  à celle  du  Problème  précèdent  ; 
il  faut  feulement  remarquer  que  les  équations  du  troifiéme  dc- 
gré  ont  deux  racines  imaginaires  dans  ces  trois  cas  j i° , quand 
il  y a pAf  * ; J® , quand  il  y a — px,ôc  que  eft  moin-  * 8o. 
dre  que  *;  3" , quand  le  fécond  & le  troifiénre  terme  font  * g j. 
évanouis  * , comme  dans  x’  ^q  = o.  Dans  ce  dernier  cas  « 
la  racine  réelle  c(i  x = ^ ^ q . Dans  le  premier  cas , l’équa- 
tion generale  eft  -f-  px  ^ = o;  & dans  le  fécond , l’équa- 
tion generale  eft  x’  — px  ^ = o. 

On  fuppofera  pour  le  premier  & fécond  cas , que  les  trois 
équations  linéaires  , dont  la  propofée  eft  le  produit  , font 
X -h/  — 3gg  =o,  x-4-/— / — 3^  = O,  X— 2/=o; 

& en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres  , on  aura  le  pro- 
duit x’  — ^ffx  — = O,  qui  reprefente  les  rapports  des 

racines  de  la  formule  x^  — px  — q — lorlqu’ilya — px 
• — q t en  fuppofant/  plus  grande  que  g ; mais  ce  produit 
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rcprefentera  les  rapports  des  racines  de  la  formule  -H  px 
— q = O,  en  fuppofant/  moindre  que^. 

■ On  fuppofera  encore  que  les  trois  équations  linéaires  font 
x—f-ifl/—  3Ag  = o,  x—f—  y/  — = O,  Af-4- 2/ 

= O ; & en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres  , on  aura 
le  produit**  — iffx  ■+•2/’  =0»  reprefonte  les  rapports 

des  racines  des  équations,  dont  les  formules  font  *’  — px  q 
= O,  en  fuppoiânt/  plus  grande  que mais  il  reprefentera 
les  rapports  des  racines  des  équations  dont  la  formule  eft 
^ P*  f = o , en  fuppofant  f moindre  que^. 

On  a fuppofé  dans  les  équations  linéaires  que  la  grandeur 
imaginaire  eft  quoique  cela  foit  arbitraire  i mais 

cette  exprelTion  fervira  dans  le  calcul  qu'on  va  faire  , à trou* 
ver  plus  facilement  les  formules  des  réfolutions. 

On  comparera  enfuite  les  termes  correfpondans  des  produits 
des  formules  ; excepté  le  premier  ; & l'on  aura  les  équations 
particulières , qui  foivent , lorfque  la  racine  réelle  2/ eft  pofî- 
tive;  c'eft  à dire,  dans  l'équation  A:  3&S  = ^ P» 

d'oh  l'on  déduit  /f  — ggz=^t-.  i* , — 2/'  — (>ggf= — q; 
d’où  l’on  déduit  p *4-  ^ggf  =14-4.  '• 

Et  lorfque  la  racine  réelle  — 2/eft  négative  ; c’eft  à dire , 
dans  l'équation  £ , on  aura  les  deux  équations  : i"  , — 
w^•  ^ p;  d'oîi  l'on  déduit^ — gg  =^i  • 

6ggf  =^-q;  d’où  l’on  déduit/'  = f. 

Réfolution  des  équations  du  troifiéme  degré , dont  deux  racines 
font  imaginaires,  krfque  la  racine  réelle  eft  commenfurahle . 

Si  ï’ou  prend  le  quarré  pofitif  ^ff  de  la  racine  réelle , & 
qu’on  lui  ajoute  ^ p = — 3^  3^>  la  fomme  fera  jgg. 

Si  l’on  divife  ^ q — ip -sr  bggf,  par// -4-  ^gg=^fZi:p, 
le  quotient  fora  la  racine  réelle  2/;  d’où  l’on  uéüutt  cette  ma- 
niéré de  trouver  la  racine  réelle  , quand  elle  eft  commenlu- 
rable. 

Il  fout  prendre  un  quarré  pofitif,  & ajouter  au  quarré 
parfait  qu’on  a pris  i c’eft  à dire , quand  il  y a — p , il  faut 
ajouter  — P négatif  au  quarré  ; & quand  il  y a p , il  fout 
ajouter  -4-  p pofitif  au  quarré , Il  fout  divifor  q par  la  fom- 
me qu'on  vient  de  trouver  ; & fi  la  divifion  fe  fait  exaâe. 

ment, 
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ment , & que  le  quotient  foit  la  racine  du  quarré  qu’on  a pris, 
c’cft  la  racine  réelle.  Si  l’on  ne  peut  pas  trouver  un  tel  quarré  , 
la  radne  réelle  eft  tncommenrurable.  Voici  la  maniéré  de  la 
trouver. 

Si  l’on  élevé  l’équation /jf — ^ i à la  3*  puiflànce  ; 

l’on  aura  f*  — — g'’ = ±.^T' 

aulfi  l’équation  p •**  iggf  = 1 au  quarré  , l’on  aura 

^ . Si  l’on  ôte  à prefent  la  première 

de  ces  deux  équations  de  la  fécondé  , l’on  aura  •+■  çggp' 
>4-  6g*ff^^g*  Tirant  la  racine  quarrée  de  cha- 
que membre,  on  aura  ^gff  g' = ajoute 

cette  équation  à l’équation  Z’  •**  3ggf=  l>  l’on  aura  p ^gff 

^ • Tirant  la  racine  cubique  de 

chaque  membre  , on  aura . 

Divifant  l’équation^— =:  ^ i par  la  précédente  , le 
premier  membre  par  le  premier  membre , le  fécond  par  le 
fécond,  l’on  aura  pour  quotient 

/-5= 

Enfin  ajoutant  les  deux  équations  gu  on  vient  de  trou- 
ver , on  aura  la  racine  réelle  2/=  V 


Quand  il  y a — px  dans  l’équation  generale  **  — px^q 
e=50,  la  grandeur  ÿ P aura  le  figne  & la  grandeur  aura 
le  figne  ■ — . 

• Ainfi  quand  l’équation  generale  eft  — pjr  itL  ÿ = o , 
la  formule  generale  qui  marque  la  racine  réelle  eft 

— ir  >»■- 

Quand  l’équation  generale  eft  •^px  = la  fijc- 
inule  generale  qui  marque  la  racine  réelle  eft. 

yP 


Dd 
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La  grandeur  3^  qu’on  a prifc  pour  repre/ën*cr  la  grandeur 
imaginaire , fera  égale  à j/jf  , car  — 3ff'*‘3gg=  ^P» 
ajoutant  3jfà  chaque  membre,  on  aura  ^ff—  ^ff igg 

==  2ff:^p  = 3ggi  aiufi  — 3^  =✓  — lff±.  P- 
On  déduit  de  là  cette  rélôlution. 

Réjoîution  deséquattom  du  troifiéme  dtgrif  dont  deux  racines  font 
imaginaires , lorfque laracine rielie eft  incommenfurahle . 

„.Q-  N D l’équation  generale  eft  x*  — px  !^q  ~o,  il  faut 
ôter  de  \qq\  & après  avoir  tiré  la  racine  quartée  du  refte; 
l’ajouter  à , & tirer  la  racine  cubique  de  fa  (bmme  , & ce 
fera  la  première  partie  de  la  racine  réelle . 

Il  faut  divifer  p par  le  triple  de  la  première  partie  de  la 
racine  , & ajouter  le  quotient  à la  première  partie , & là 

fomme  fera  la  racine  réelle  if  = — rrf’ 

P 

• 

Quand  l’équation  eH  x> ±.q  =0  y on  trouvera  de 
même  les  deux  parties  de  la  racine  réelle , excepté  qu’on 
ajoutera  -yp*  à ^qq  ; mais  on  retranchera  la  fécondé  par- 

fie  de  la  première  , & l’on  aura  2/=  | / iqq  •+•  ttP’ 

— P 

Application  du  Problème  d des  exemples . 
Exemple  I. 

Pou  R trouver  la  racine  réelle  dex’  — ir-*-6  = o, 
deux  racines  font  imaginaires,  pareeque  ^p  — 
dre  que  ^qq  = 9\  on  prendra  le  quarré  pofitif  4 , & on  lui 
ajoutera^  i,  & la  fomme  fera -<-3:  ondivifera  f = ^ par  j, 
& le  quotient  2 étant  la  racine  du  quarré  4 qu’on  a pris , c’eft 
aufli  la  racine  réelle  de  la  propose , qui  eft  négative , parce- 
qu’il  y a une  radne  négative  dans  la  propofée , puifqu’il  y a 

^ au  dernier  terme. 

La  grandeur  imaginaire  fera  / — = — 2. 

Exemple  II- 

Po  U R trouver  la  racine  réelle  de  2at  iz  = 0,  dont 
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les  denx  autres  racines  font  imaginaires  , le  troifiéme  terme 
mk.xx  = ^px  ayant  le  figne  on  prendra  le  quarré  parfait 
4,  auquel  on  ajoutera  -t-p  = -4-  z ; & l’on  divifera  par  la 
femme  ^ 6 le  dernier  terme  ^ = la,  & le  quotient  a étant 
la  racine  du  quarré  4 qu’on  a pris,  c’eft  aulfi  la  racine  réelle 

de  la  propofée , qui  eft  x = r. 

La  grandeur  imaginaire  efty^  — 3 — a = — S- 

Exemple  III. 

PoüR  trouver  la  racine  réelle  de*'. — 6x — 16  = o, 
qui  a deux  racines  iinaainaires  , pareeque  = 6^  fur- 
pafle  ^/>»  = 8;  il  faut  ôter  = 8 de  = 64,  & la 

racine  quartee  du  relie  ^6  efl  5^’  ajouter  cette 

racine  à = 8 , & tirer  la  racine  cubique  de  la  fomme  , 
qui  eft  ^8*4*i^5d , & elfe  fera  la  première  partie  de  la  racine 
qu’on  cherche , Il  faut  divilêr  p ■=  6 par  le  triple  de  la  pre- 
mière partie  •*-»..' 56  , & le  quotient  fera  la 

fécondé  partie  de  la  racine  réelle . 

Ainfi  la  racine  rctlle  eft  *•  = 56  —=^= 

La  démonftration  de  ce  Problème  eft  la  même  que  du 
precedent , puifque  ta  oiethode  eft  la  même . 

Corollaire. 

A N D la  racine  réelle  eft  découverte  , fi  Ion  veut  avew 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  il  n’y  a qu^  divilêr  la  pro 
pofée  par  a:  •+■  ou  — la  racine  réelle  qu’on  a trouvée , met- 
tant quand  elle  eft  négative , & — quand  elle  eft  polî- 
tive:  Le  quotient,  qui  fera  exaâ,  fera  une  équation  du  fé- 
cond degré  qui  contiendra  les  deux  autres  racines  qui  font  ima- 
ginaires . 

Seconde  méthode  genernîe  derefoudre  ùi/fuationt  dutroijiéme 
degré  dont  U fécond  terme  efi  évanoui . 

* > OU  T E s les  équafions  du  troifiéme  degré , dont  le  Iccond 
^ terme  eft  évanoui , peuvent  fe  reprefenter  par  ces  deux  for- 
mules generales  *'  — p*  ^ f = o , ^ y*  f = ° » 1* 

focoode  contient  toujours  deux  racines  imaginaires  , * &«So. 

Dd  ij 
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une  racine  réelle , qui  eft  pofitive,  quand  il  y a — & né- 

gative quand  il  y a -*■  f . La  première  contient  trois  racines 
^^•réelles,  quand  furpaflie  , * dont  deux  font  pofitives, 
& la  troifiéme  , qui  eft  égale  à leur  fomme , eft  négative , 
quand  il  y a ^ ; mais  les  deux  moindres  font  négatives , & 
la  plus  grande  pofjtive , quand  il  y a — ^ i & elle  contient 
deux  racines  imaginaires  & une  réelle  quand  eft  moin- 
83. dre  que  * 

On  fuppülêra  qu’une  des  racines  eft  égale  ^ f g pour  la 
première  formule,  & à / — g pour  la  fécondé;  & l’équatioa 
linéaire  x — f — g = o , reprefentera  une  des  trois  équa- 
tions linéaires  , dont  toute  équation  du  3*  degré  , que  la  pre. 
miere  formule  reprefente,  eft  le  produit. 

L’équation  linéaire  x — ^-4-^=0,  fervira  pour  la  fé- 
conde formule. 

On  divifera  la  première  équation  generale  — px  f 
= 0,  par  X — f — g = o;  & la  fécondé  x^  px  ^ q=Of 
par  X — / -*-g  = o;  & on  continuera  la  diviûon  jufqu’à 
ce  qu’on  ait  un  refte  dans  lequel  x ne  foit  plus,  comme  on 
le  voit  ici . 


Aviitissemint; 

gfundtur  eu  cettt 
ft  trùuvt  t 
tfl  ir»nthit  f»r  un* 
Htnt. 


Ponr  ti  premUre  foroiure. 


rxi~-i 
» fxx>d“  r 


t* 

/r< 

* » ifî* 


— î /* 
-ff  U 

^ tt  ^ 

îfa 


f “f 


Pour  11  féconde  formule. 

, *'  ^-  * ;*  ±1  ✓«  — / *4<  g 

H-  X fxx  X ffx  •de>  P f {xx-dffx^P 
►—  i txx~~  X ifgx  — pr  \ —gx’^ff 
•*  (gx  •*!•  P — x/k 

— î/ft  •^•ss 

3/sf 

— i‘ 

Il  eft  évident  que  chaque  quotient  fera  exaél , & que  le 
divifeur  x — f — g = o,  oux  — f = o , fera  la  di- 

vifion  fans  refte,  en  fuppoiant  chaque  refte  égal  à zero^^ 

Le  premier  peut  ainfi  s’exprimer  g’  ^ 3.^  ** 

— px  f~^g±.q  = o-,  &Iefecond,/'— g'-H3j^x  — /-t-g 

Pour  déterminer  chacune  des  deux  indéterminées/  Sc  g ^ 
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on  fera  deux  équations  particulières  de  chaque  refie  , de 
cette  maniéré . Pour  le  premier  refie;  1",  P •*- g’  ^ f — o ; 

^ = O ; & pour  le  fécond 

relie,  P —g^  ^q  = o-,  2',  -t-  ifg%—f^g-.p 
X — f = O . Chacune  des  fécondés  équations  donnera 
3fg  — P f — , & /*  = i fubfli tuant  la  valeur àcp 

dans  chacune  des  premières  équations  , on  aura  pour  le  pre- 
mier refie  i'p  ^ 9 = o , qui  fe  réduit  àg*  ^^g> 

= 0,  qui  efl  une  équation  du  fécond  degré  , dont  les  deux 
racines  font  ^ J: = 

if?  — Pt P^'^  déduit  pour  abréger, 

Subflituant  de  même  la  valeur  de  /'  dans  la  première 
équation  du  fécond  refie  , on  aura  — gJ  — o,  qui 
fe  réduit  à — g*  ^ = o ; & par  tranfpofition  , 

^ fg’  — rrP'  = ‘l^*  équation  du  fécond 

degré , dont  les  racines  font  fp  = •*•  i ^ -t-v^  p il  •*"  rr  pi 
= !t.Tf  — l’on  déduit  pour 

abréger  , g = ^ f ^ 

11  faut  à prefent  fubflituer  la  valeur  de  g> , qui  convient  au 
premier  refie  , dans  la  première  équation  /*  -*•  g’  ^ f = o t 

& l’on  aura  P ^ \ i "t/  iff  — rrP^  =05  doù  l’on  déduit 

y/iîf  — 

U faut  de  même  fubflituer  la  valeur  de  g» , qui  convient 
au  fécond  refie  , dans  la  première  équation  du  fécond  refie 

P — g'  = O } & l’on  aura  p H’^ir  P* 

= 0;  d’où  l’on  déduir/=  y T f— TT /*• 

Les  deux  indéterminées  f àc  g étant  connues , la  racine 
qu’on  cherche  cil  connue , qui  efl  pour  la  première  équation 

y — far  f=o,Jr=/-**g=y^  kn  — PiP' 

Pour  la  fécondé  équation  a;»  ^ f =0 , la  racine  a?= 

n.f—g=y:^  hi^Zkn^irP' —Vr*L\<i  ±.yïïï^l^- 

Quand  une  des  racines  efl  découverte , les  deux  quotiens 

* Dd  iij 
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qu’on  a trouvés  en  fàifanc  les  divilions  de  la  première  Sc  de  la 
ieconde  formule , feront  chacun  une  équation  du  fécond  de- 
gré, laquelle  apres  y avoir  fubflitué  les  valeurs  de/&  deg^ 
contiendra  les  deux  autres  racines , dont  on  trouvera  les  for- 
mules en  refolvant  ces  deux  équations  du  fécond  degré , fans 
en  ôter  les  indéterminées  f Si.  g. 

On  trouverait  les  formules  de  Xart.g'^,  delà  valeur  de  ar,qut 
eft  ici  =f.^  g,  fi  on  fubftituoit  la  valeur  de  g*  = qui 
ië  tire  dc/=  , changée  eng  = , dans  fi  **•  g»  -4-  ^ = o j 

& enfuite  la  valeur  de/,  qu'on  en  déduirait,  dansg =-j^  . 

Démonstration. 

T i A méthode  {ait  trouver  des  valeurs  de/&  de  g , qui  font 
telles , qu’aprês  les  avoir  fubflituées  dans  l’équation  linéaire 
X — / — g=o,ouar — /-»*g  = o,  cette  équation  linéaire 
ainfi  changée  efl  un  diviféur  exaél  de  la  propofêe,  puifque  le 
refie  de  la  divifion  eft  zera^  elle  ùàt  donc  trouver  une  racine 
• } de  la  propofêe.  * 

Application  du  Proilfme  d des  exemples  . 

Exemple  L 

P ou  R trouver  par  cette  méthode  une  racine  de  l'équa- 
tion — -jx  6=0  ^ reprefentée  par  la  formule  x^  — p:e 
•*‘f=o,  dont  les  trois  racines  font  réelles,  puifque  —■  p» 
= ^ furpaffe  = on  fc  fervira  de  la  formule  x=f 

•^g  =y/  — 7 f —y/\n—  Trfi  itK 

dans  laquelle  mettant  les  valeurs  de  p,  f,  la  racine  fera 

x—yy—i—V—^  ^ — 3 pareequei 

= 9 = W»&^/  = ^/;ainfiiîî-^/  = W-^ 

r r - > O O 

On  verra  dans  les  remarques  la  maniéré  de  débaraflér  la  ra- 
cine réelle  qu’on  vient  de  trouver,  des  expreffions  imaginaires 
& incommenfurables,  lorfqu’cllc  eft  conimenfurable. 

Comme  la  formuIex=/-4-g=:^'^f  f — ttP^- 

Tf"**  v'  iîf — -77  p’  eft  double,  & qu’elle  fé  réduit  à 
ces  deux  formules  : i’\x=f^*-g=^'^  il — y/  iff— 
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Seconde,  = = h- v'i ~rff 

Tf  — Ÿî  ■ — irP^'y  <lc  prendre  la- 

quelle on  voudra  , en  remarquant  que  s’il  y avoir  dans  la  pro- 
pofdc  — f , il  faudrwt  mettre  dans  chacune  x y , au  lieu 
de  — if. 

Exemple  II. 

Pour  trouver  par  cette  méthode  la  racine  réelle  de 
l’équation  — i*  6 = o , dont  deux  racines  font  imagU 
naires  , puifque  iV  P’  = ty  nwindre  que  ^qq  = ç-^on 
fuppofera  que  cette  équation  eft  reprefentée  par  «J  — px 

^ g — O , ainfi  la  formule  de  la  racine  elt  x = f^g 

= ^ — i f — '/ïff  P’  îVF; 

on  fubftitucra  les  valeurs  de p,  g,  dans  cette  formule,  & on 
trouvera  la  racine  x = ^ — j — ✓•xy-*-/ — 
Exemple  III. 

P ou  R trouver  la  racine  réelle  de  l’cquation  — 12 

= O , dont  deux  font  imaginaires  , puifqu'il  y i px  , on 
fuppofera  que  cette  équation  eft  reprefentée  par  px 

. — q z=  O ; ainfi  la  formule  de  la  racine  eft  x=f g 

on  ûibftituera  les  valeurs  dep,g,  dans  cette  formule , & on 
trouvera  la  racine  x — 4/ ^ — 6 
R E M A R q^u  E s. 

I. 

J L fout  bien  remaquer , fur  les  fignes  des  formules  de  la 
racine , x*,  que  chaque  équation  generale  x’  — px  f = 0, 
x'  px  :^g  — O,  marquant  deux  formules,  la  première 
oîi  il  y a •+■  f , la  fécondé  où  il  y a — f , le  premier  des  deux 
fignes  qui  précédé  ^ f dans  la  formule  de  la  racine  , a rapport 
au  premier  figne  f de  chacune  des  deux  équations  genera- 
les j & le  fécond  a rapport  au  fécond  figne  — f de  chacune 
des  équations  generales . 

Ainfi  quand  il  y a x f dans  la  formule  de  la  racine , 
cela  veut  dire  que  quand  il  y a f dans  l’équation , il  doit 
y avoir  — 7 f dans  la  formule  de  la  racine  ; oc  quand  il  y a 
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— Ÿ dans  l’équation , il  doit  y avoir  dans  la  racine } & 
ainfî  des  autres. 

11  faut  bien  remarquer , 2» , qu’il  y a deux  fignes  qui  préce- 
dent  dans  la  formule  de  la  racine , la  grandeur 

• Cela  vient  de  ce  qu’il  a fallu  refoudre 
une  équation  du  fécond  degré , pour  avoir  les  valeurs  de  fi  6c 
de  g» , & par  con/cquent  de  f 6c  de  g:  ainfi  la  réfolution  don- 
ne  deux  valeurs  de/,  &deux  valeurs  de  g . On  les  a jointes 
cnfcmble  pour  abréger,  & c’eft  ce  qui  eft  caufe  que  les 
deux  lignes  hh  precedent  la  grandeur  ^ ou 

>/  i le  premier  de  ces  deux  lignes  marque  la  pre- 

miere  valeur  de  fou  de  g,  6c  le  fécond  marque  la  deuxième 
valeur. 

Dans  l’ufage  il  faut  obferver,  C Ion  fe  fert  du  premier  li- 
gne dans  la  valeur  de/,  defe  lêrviraulfi  du  premier  ligne  dans 
celle  de  g ; & li  l’on  fc  fert  du  fécond  ligne  dans  la  valeur  dc/j 
de  fc  fervir  du  fécond  ligne  dans  la  valeur  de  g;  pareeque  ce 
font  ces  valeurs  qui  ont  rapport  l’une  à l'autre . 

IL 

Quand  les  trois  racines  font  réelles;  c’eft  à dire,  quand  il  y 
a — P dans  l’équation  , & que  furpalTe  ^ y? , il  eft  évi- 
dent  que  l’cxprellion  de  la  racine  réelle  contient  une  imaginai- 
re dans  chaque  partie  de  la  formule  de  la  racine;  Ainlî  quand 
les  trois  racines  font  réelles , l’exprellion  de  la  racine  qu’on 
cherche  contient  des  grandeurs  imaginaires. 

Cela  lait  vtrir  que  cette  méthode  n’eft  d’ulàge  que  pour  les 
équations  oh  il  y a deux  racines  imaginaires  ; car  dans  ce  cas 
l’cxpreflion  de  la  racine  réelle  contient  des  grandeurs  qui  font 
toutes  réelles , & aucunes  imaginaires. 

Il  y a encore  cet  inconvennient , que  quand  la  racine  quon 
cherche  eft  commenfurable , on  ne  la  trouve  que  fous  une 
exprelfion  incommenfurable  , ainli  dans  ce  cas , il  eft  bien 
dus  court  de  fe  fervir  des  méthodes  du  fecond  & troiliéme 
Problème. 

Cependant  quand  la  racine  qu’on  cherche  eft  commen- 
furable , quoiqu’elle  foit  exprimée  fous  une  forme  incom- 
menfurable , & qui  contient  même  des  imaginaires  quand 
les  trois  racines  font  réelles , on  peut  réduire  fon  exprelfion 

inoommet^urable 
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incommcnfurable  à une  grandeur  commcnfuTable , par  là  mé- 
thode fui  vante,  & trouver  la  racine  commenfurablc. 

Méthode  pour  changer  Xexpreffion  mcommenfurabJe  de  la  racine 
réelle  qu'on  a trouvée  par  la  méthode  precedente  ^ en  une  autre 
exprejfton  commenfurable , lor/que  la  racine  qu'on  a trouvée  eff 
commenfurable . 

96.  O N a trouvé  dans  le  premier  exemple  qu'une  racine 
réelle  de  a;’  — 6 =0 , étoit  x — 3 — V — '-ir 

— -3  ^ '•  Pour  changer  cette  cxprelfion  incom- 

tnenfurable , & qui  contient  des  grandeurs  imaginaires , en 
une  autre  toute  commenfurable,  on  fuppofera  — b — ✓ — i 

On  élevera  chaque  membre  à la  troifiéme  puiflance  5 & 
pour  ôter  toute  coofufion , on  fera  l’operation  pour  la  feule 

première  partie  — b — »/'  — 1-=^  — 3 — ■/  — • ^ 
vant  chaque  membre  à la  troi/léme  puillànce , on  aura  — 
r—  ^bb  y'  — ibi’^  iv^  — i = — 3 — — Ht  • 

On  fuppofera  le*  grandeurs  commenfurable*  — ’^ibi 
égales  à la  grandeur  commenfurable' — 3,  & les  grandeur* 
incommcnfurabics  — "^bb  v'  — i’^i  y — i égales  à la  gran- 
deur incommcnfurable  — ^ ^ ^'on  aura  les  deux 

équations  fuivantes  : y*,  — b'  ^^bi= — 3 ; — ^bby  — i 

f^^i  y — < = — y/  — Hf  • 

On  élevera  chacune  au  quarré , & Fon  aura  b*  — 6b*î 
•t-'géé//  = P , ■ — Çb^i  ■+•  6bbii  — P = — Hf  • 

On  ôtera  la  fécondé  équation  de  la  première  , & Fon  aura 

On  tirera  la  racine  cubique  de  chaque  membre,  & Fon  aura 
éé  -^  / = J , d’oîi  Fon  déduit  i = ^—bb. 

On  mettra  cette  valeur  de  i dans  la  première  équation 
^b^’^lbi  — — 3,  & l’on  aura — é'**"  ^b  • — ib^— — 3, 
qui  fe  réduit  à 4^’ — y b — 3=0;  d’où  Fon  déduit  i’  — \ b 

' — ♦ — ° • 

Pour  ôter  les  fraélions , on  fuppofera  b = \t  & l’on  aura 
la  transformée ji'  — 2%y  — 48  = 0. 

Ee 
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Oq  rcibudra  cette  équatioo  par  le  fécond  Problème  ; 
c’ed  à dire,  on  prendra  le  quarré  36  plus  grand  que  28  , & 
après  en  avoir  ôté  28,  on  divilêra  le  dernier  terme  48  par 
le  refie  8,  & le  quotient  6 étant  la  racine  du  quarré  qu'on 
a pria , eft  auffi  la  racine  de  l’équation  / — 28/  — 48  = o; 
ainfij'  = 6. 

Subflituant  cette  valeur  dans  i = | , l’on  aura  A=|=f, 
d’où  l’on  déduira  bb=^. 

On  fubftituera  cette  valeur  dans  < = 7 — hi,  & l’on  aura  ' 

i 2 * JL. 

t , 4-  I > • 

Par  confcquent  — b — ✓ — » = — i — — 

^ — 3 — }/—^i  qui  efl  la  première  partie  de  la  racine  dé 
la  propofée. 

On  trouvera  par  une  fêmblable  operation  que  — h 

i=^— Cftégaleà  — 
c’efl  la  féconde  partie  de  la  racine  de  la  pnopofèe. 

On  ajoutera  ces  deux  partiea,  & Ton  aura  la  racine 
qu’on  avoir  rrouvée  fous  la  forme  incommenfurable  * = 

Ce  ^ai  était  pnpof i . 

On  trouvera  de  même  dans  le  fécond  exemple  — \x 
»4*  6 = O i que  la  racine  réelle  qu’on  a découverte , x = 

^ — 3— égaleà  — I — 

— 7= — a. 

Pour  le  trouver  par  une  operation  fêmblable  à la  prece- 
dente , on  fuppefera  que  — b — eft  égale  à la  première 

partie  de  la  racine — 3 — ^ eft  égale 

à la  féconde  partie  y- — 3 ■+•  / 7^;  & en  faifânt  l’operation 
comme  ci-defTus,  on  trouvera  les  deux  parties  de  la  racine 
qu’on  vient  de  marquer , qui  étant  ajoutées  enfemble,  font  la 
racine  flf  = — 2. 

On  trouvera  de  même  dans  le  troifîéme  exemple  x’  •4-  2x 
12  = 0,  que  la  racine  réelle  qu’on  a découverte,  x = 
y 6-+-y ^ — y — 6-4-y-*^°,eft  égaleà-t*  i i 

— i<^|=-4-2.  On  le  trouvera , dis-je,  en  fuppofânt  i 
t=y  y— 6-r-K''^j&fai- 

fânt  l’operation  comme  ci-deftus . 


Digitized  by  Google 


L I V R E V,  SI9 

On  peut  saffurer  que  la  méthode  qu’on  vient  de  donner 
réufllra  toujours , quand  la  radne  réelle  de  la  propoléè'  eft 
commenfurable , en  appliquant  la  méthode  à la  formule 
generale  de  la  radne  , qui  eft , par  exemple, 

car  en  fuppofont  pour  la  première  partie  de  la  racine  — h 
— — 7?— onaura  — 3éé 
y' — r 3J&/  i y'  — / = — 7? — — — ;>Md  où  Ton 

déduira  , l®»  — -y  ^hi  = — ^ q,  & A*  — 6h*i  çhhii 
= i ; d’où  l’on  déduira , a®,  — ^hh }/  — i ^ i y — / =: 

—V^qq — ^ — gh^i-^ôhhii  — ÿ=^(}q  — -îrfi 
ôtant  la  féconde  de  la  première,  on  aura  b*  ^ ih*i  3WÜ 
P = ^ P»;  donc  hh^i-=jp  , Sc.  i = j p — bh: 
fobftituant  cette  valeur  de  $ dans  la  prenûere  — h' = 

— on  aura  — b’^fh—  ih>= — {q,  quiferéduità 

A»  — Lb 7 q — o. 

Suppofant  à prefent  é = i , l’équation  b>  — ^b  — i q 
=0,  fora  transf^mée  enjr*  — 4/9»  — 89=0. 

'■  Mais  fi  la  propofée  — px-*-^=o,  ou  x>  — px  — f • 
= O,  ( cette  demiere  n’étant  que  la  première , * dont  la  plus 
grande  racine  pofitive  eft  la  racine  négative  de  la  première , 

& les  deux  autres  négatives  font  les  pofitives  de  la  première;) 

Si , dis^je , l’équation  x'  — px  — y = o , a fa  frfus  grande 
racine  commenfurable , la  plus  grande  radne  de  j*  — - 4^7 

— 8^  = o , doit  auflTi  être  commenfurable;  car  il  eft  évident 

que^»  — 4py  — = O , eft  la  transformée  de  x*  — px — q 

= o , & que  les  racines  de  la  première  font  les  radnes  de  la 
fécondé  multipliées  par  2 ; ainfi  2x~y,  ou  Oo 

trouvera  donc  la  racine  commenfurable  de  y*  — 4P7  — 8f 
= O , par  le  fécond  Problème  > & par  cooféquent  00  aura 
h=^  = ^,ôci  = ^p — hb. 

En  fuppofant  pour  la  fécondé  partie  de  la  racine, 

T ? , que  — fl 

^ — \q-^V\qq  — iTP*\  & fàilânt  la  même  operation 
qu’on  a faite  pour  la  première  partie  , 00  trouvera  l’équation 

^ t-h  — î-^  = oi  & fuppofant  A = i,  on  aura  la  même 

* £e  ij 
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transformée  — 4/>j(  — 8^  = a,  dont  la  racine  fera  com» 
menfurable  , fi  e(t  commenfurable  dans  a;* — px — 9==o, 
puifque^  = ix  : Ainfi  on  trouvera  par  le  fécond  Problème  la 
valeur  commenfurable  de ^ . 

On  aura  donc  encore  = &î=r:-jP — bb. 

Les  deux  parties  — b — k'  — qoott 

trouve  par  les  operations  precedentes , font  donc  — aé»  = 
- — ^-  = — A?}  car  les  deux  valeurs  qu’on  trouve  de  — 
y/' — »,  — »,  fe  détrui lent  par  des  fignesoppofes. 

On  peut  appliquer  le  même  raifonnement  aux  autres  for» 
mules  generales  de  la  racine. 

D’où  l’on  voit  que , dans  le  cas  où  les  trois  racines  de 
l’équation  Ibnt  réelles  & incommenûjrables , on  ne  fçauroit 
dégager  la  racine  réelle  des  expreûions  incommenfiu'ables  Sü 
imaginaiies. 


Trotfiéme  méthode  generale  pour  rifoudre  par  tram  formation 
îc>  itjuations  du  troifiéme  degré  , dont  le  fécond 
terme  ejl  évanouie 


97' 


O N fuppo/êra  que  routes  les  équations  du  troifiéme  degrS 
lont  reprefentées  par  ces  deux  formules  — pjf  ^ 2 = o, 
jf’  -t-  ppf  ^ 2 = O » 

On  fuppofera  pour  transformer  la  première  x=y*^l 
= ; & pour  transformer  la  féconde  — y = 

J fera  l’inconnue  de  la  transformée,  & / une  indéterminée. 

On  fubfticuera  dans  la  première  » à la  place  de  x , , les 

valeurs  de  ar  & at*  , & l’on  aura  la  transformée  de  la  première 

f -t-  ^ 2/»  •+-  3J95/  = 

— fy*  , . —ifjjt  J r 

On  fubflituera  de  même  les  valeurs  de  x & at*  dans  la 
féconde  x^  px o , & l’on  aura  la  transformée  dfr 
la  féconde — ^fy*  ff  •+-  ^ffyj — f>  = o. 

-*■/»/  —phy 

On  fuppofera  dans  chacune,  pour  déterminer  l’indéter- 
minée/, que  le  fécond  terme  elt  égal  à zéro;  & l’on  aura 
pour  l’une  & l’autre  3/'=p,  ou/  = i,  ikf>=Jy;  d’où 


il  s’enfui vra  que  le  quatrième  terme  3ffyy  — pfyy  — °j 

puifque  p=3f. 

5ubfluuant  la  valeur  de  / dans  chaque  transformée,  la 


Digitized  by  Google 


Livre  V. 


3a  I 


première  fera  ;*  ^ -^p’  = a , & la  fcconJe  fera  y* 

On  refondra  ces  deux  transformées , qui  ne  font  que  du 
fécond  degré  ; & après  avoir  trouvé  les  valeurs  dey  par  leur 
moyen , on  fubftituera  ces  valeurs  dans  les  équations  fuppo- 
fees  x = y -J , x—y  — félon  quelles  leur  convien- 
nent; & après  la  fubftitution  on  aura  la  valeur  de  a:,  ou  !a 
formule  generale  d’une  racine  de  la  propofée. 

Cette  méthode  eft  démontrée  par  la  démonflration  des 
transformations , * mais  elle  a les  inconveniens  de  la  préce-'j^. 
dente , qui  font  de  donner  dans  le  cas  oîl  les  racines  font  toutes»'  Tr-»/. 
réelles  & incommenfurables  , la  valeur  de  la  racine  qu’oiv 
cherche  , avec  des  expreffioos  imaginaires , & avec  des  ex» 
prenions  incommenfurables , lorfqu’clle  e(l  coiumenfurable . 


Avertissement. 

98- Si  Ion  vouloit  une  formule  generale  qui  exprimât  la  racine 
d'une  équation  qui  aurait  tous  fes  termes,  comme  a?*  ^ nxx 
Tt  pAT  f = O , on  pourroit  la  trouver  de  cette  maniéré. 

On  ferait  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  generale 
qui  précédé  , en  fuppofant  x = y ^ -jw . L’on  chcrcheroic 
par  la  féconde  méthode  generale  la  formule  qui  exprime  la 
racine  de  la  transformée  : & après  l'avoir  trouvée , il  eft  évi- 
dent qu’en  mettant  audevant  de  cette  formule  de  la  racine  de 
Ia<rarsfôrmée  , la  grandeur  ÿ/»,  on  auroit  la  formule  de 
la  racine  de  la  propofée  égale  à x. 

Mais  cette  formule  auroit  les  mêmes  inconveniens  que  cel- 
le de  la  féconde  méthode  , à l’égard  des  équations  dont  les 
racines  font  commenfurables , & de  celles  dont  toutes  les  ra- 
cines font  réelles  *Sc  incommenfurables  ; & elle  ne  ferviroit 
que  pour  les  équatioas  qui  aurtxcot  deux  racines  imaginaires, 
& une  réelle. 


Ee  Sj 
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SECTION  III. 


De  Ié$  refoltttion  des  équations  du  quéttrhtme  degré , 
PROBLEME  IV. 

99*  J^IST  JNGUER  parmi  les  équations  du  quatrième  degré^ 
celles  qui  ont  des  racistes  égales  ^ éf  trouver  ces  racistes  égales. 

A V E R T IS  s E M E N T. 

AND  une  équation  du  quatrième  degré  a des  racines 
égales,  elle  peut  les  avdr  toutes  quatre,  ou  feulement  trms, 
ou  enfin  feulement  deux;  & quand  elle  n’en  a que  deux  ég»- 
ks,  les  deux  autres  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires. 


Premier  cas  quand  les  quatre  racines  font  égales. 

■ O N fera  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  fi  elle 
*,!?  * ^ fuppofera  que  l’équation  efl  repreléntée  par 

1 équation  generale  x*  pxx  ^ qx  r — o. 

2°  On  fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  reprefentée 
par  l’indéterminée  f ; ainfi  les  équation»  linéaires  feront 

— / = o>  >e  — f = O,  X <^f  = Of  X •*“  f = O , & 

leur  produit  fera  a*  — ^ffxx  ^ ^ = o;  d’où  l’on  voit  que 
quand  il  y a quatre  racines  égales  , & qu’il  n’y  a pas  de  fis. 
cond  terme  , deux  doivent  être  pofitives  & deux  négatives  ; 
que  le  troifiéme  terme  a le  ligne  — ; qu’il  n’y  a pas  de  qua- 
trième terme;  & que  le  cinquième  terme  a toujours  ainfi 
l’équation  ell  x*  — pxx  r = o. 

On  comparera  les  termes  du  produit  avec  le»  terme» 
correfpondans  de  l’équation  j & l’on  aura  iff  = p,  f*  = r; 
d’où  l'on  déduit  ff=t^  par  confequent 

= r. 

Ainfi  l’on  connoîtra  que  les  quatre  racine» 'font  égales', 
quand  ^ = r;  & de  plus  l’équation  ne  fera  que  du  fécond 
degré;  chaque  racine  fera  x=f=y'L^  ou  x=f^^r. 

Second  tas  quand  trois  racines  font  égale* . 

On  fuppoféra  de  même  le  fécond  terme  évanoui , & que 
chaque  racine  égale  eft  reprefentée  par  / ; & fi  les  trois 
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font  pofitivcs,  knr  produit  fera  x»  — 3/xr  ^ffx  — =0; 

ü elles  font  négatives , leur  produit  lcra  x'  ^ ifxx  ^ffx 
^ P = O.  Il  faudra  multiplier  Je  premier  par  3/  = o , 

& le  fécond  par  — 3/  = o ; & l'on  aura  le  pnxluit  x* 

— 6ffxx  8/^x  — ^p  = o , quand  les  trois  racines  égales 
font  pofitives i 6c  x*  — ^ffxx  — %fx  — ^p  = o,  quand 
elles  font  négatives  ; & l’équation  generale  pour  l’un  & l’au- 
tre cas , fera  x*  — />xx  ^qx  — r = o. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux  de 
l’équation  generale  qui  leur  répondent  ^ & l’on  aura  les  trois  ê- 
quations  fuivantes  : i" , 6ff  =f;  2* , 8/>  = y ; , ^p  = r. 

L’on  déduira  de  la  1",  //■=  L & /*  = -fV;  de  la  fécondé, 
p=  de  la  troiCéme,  p=  j. 

Ainfi  quand  trois  racines  font  égales , •j’V  = 7,  ou  = r» 
& la  racine  égale  fera  Af  = /"=  »>^  I , oüx  — f=^j. 

Troifiéme  Cas  quand  deux  racines  font  égales. 

N fuppofera  toujours  Je  fécond  terme  évanoui , & qtie 
chaque  racine  égale  cft  rcprefêntée  f ; ainfi  les  deux 
équations  linéaires  des  racines  égales , quand  elles  feront  po- 
fitives, feront  x — /'=o,  x — f = o , 6c  leur  produit 
fera  xx  — zfx  ff  =0;  & quand  elles  feront  négatives  , 
leur  produit  fera  xx  2fx-*^ff=o. 

Les  deux  équations  des  deux  racines  inégales  feront  x •*“f 
• — b = o,  X b — o,  quand  elles  feront  toutes  deux 

négatives,  & alors  ffurpafiera  & m’une  eftpofitive  & 
l'autre  nê^tive  , è fuipalTera  f i 6c  leur  produit  fera  xx 

ifx  H-  o. 

— bb 

Mais  fi  elles  font  pofitives , les  équations  linéaires  feront 
X — f — i = o,  X — f ^ b=  o , &/furpaflcra  i ; ou  fi 
l’une  efi  jpofitive  & l'autre  négative  , 6 furpafièra/;  & leur 
produit  fera  xx  — ifx  ff  = o. 

— bb 

Quand  les  deux  racines  differentes  des  deux  racines  éga- 
les feront  imaginaires , leurs  équations  linéaires  feront  x — / 

— — bb  = o,  X — / -H  ✓ — bb  = o,ôc  leur  produit 
fera  xx  — ifx  ff=  o ; ou  bien , fi  on  lés  conçoit  r.êgaâ* 
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vcs , elles  feront  x — bb  — o,  x — bb 

= O ; & leur  produit  lêra  xx  «4-  ifx  ff  = o. 

•4-  bb 

On  multipliera  Icquation  des  deux  racines  égales  par 
l'équation  des  deux  autres  racines  réelles,  propre  à faire  éva- 
nouir le  fécond  terme  du  produit } c’eft  à dire , xx  — ifx 
•^ff  —O,  par  XX  ifx  -4-//=  o>  & xAf  H-  ^fx  -4«  o, 
— bb 

par  XX  — ifx-*-ff=o',ôc  l’on  aura  le  produit  x*  — 

— bb  — hbxx 

-4-  ifbhx  -4-  = O > lorfque  les  deux  racines  égales 

-ffbb 

feront  pofitivcs  : On  aura  le  produit  x*  — ^ffxx  — ifbbx 

— hbxx 

—O,  lorlque  les  deux  racines  égales  lêront  négatives. 

— ffbb 

L’équation  generale  fera  dans  le  premier  cas  x*  — pxx 
^x  ^ r = Of  éedans  le  fécond  cas  x*  — pxx  — r 

= O. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  l’équation  generale  qui  leur  répondent  , ce  qui  donnera 
les  trois  équations  particulières  qui  fuivent  : i”  , 2ff  *4-  bb 
= pi  a*,  2fbb  = q\  3',  — ■ ff)b  = r^r.  La  première 

donnera  bb  = p — iff:  Subftituant  cette  valeur  de  bb  dans 
la  troifiéme  , on  3»raf*  — pff^  ïf^  = :iL'' , qui  fe  réduit 
à/'  — I ff  = Et  refolvant  cette  équation  du  fécond 
degré  , on  aura  les  deux  valeurs  de  ff , fçavoir  ff  = ^ 

•4-  ff—^  — rt  7;  d’oîi  l’on  déduira/ = 

/i-  ^ 7- 

D'ob  l’on  déduit  la  maniéré  de  connoître  H une  équa- 
tion du  quatrième  degré  , dont  toutes  les  racines  font  réel- 
les f a deux  racines  égales , & le  moyen  de  les  trouver  : car 
l'équation  linéaire  qui  contient  la  racine  égale  fera  x f 

— x-f:-'/'»  Jtt  7 = 0. 

Dansl’ufage  il  faudra  fubftituer  les  grandeurs  de  l’équa- 
tion propofee  dans  la  formule  x~^  ^7=0; 

&.  enfuite  divifer  la  propofée  par  cette  équation  linéaire 
aiofi  changée  i & fi  la  divifion  efi  exaéle , la  propofée  aura 

deux 
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deux  racines  égales , que  l’on  aura  à même  temps  trouvées . 

Les  deux  autres  racines  Ce  trouveront  enfuite  fecilemcnt. 

Quand  les  deux  racines  differentes,  des  deux  racines  égales 
feront  imaginaires,  on  multipliera  l’équation  des  deux  ra- 
cines égales  par  l’6juation  des  deux  imaginaires  propre  à 
faire  évanouir  le  fécond  terme  du  produit  -,  c’eft  à dire,  on 
multipliera  xx  — ific ff  = o,  xx  2fx  •*-ff=  o, 

, bè 

Ce  ATX  H-  2fx  =0,  pararAf  — ifx  *«-jf  = oi  & l’on  aura  , 

^bb 

le  produit  x*  — iffxx  — tfbbx  H-  =o,  quand  les  deux 
bbxx  fflb 

racines  ^ales  lcront  pofitives:  on  aura  le  produit  x^  — iffxx 

bbxx 

^ ifhbx  — O , quand  les  deux  racines  égales  feront 
^ffbb 

négatives:  & comme  M peut  être  moindre  que  iff,  ou  fur- 
paflèr  2ff>  le  troiCérae  terme  pourra  avoir  ^ ou  — , félon 
que  l’un  ou  l’autre  arrivera . 

L’équation  generale , lorfque  les  deux  racines  égales  Ce- 
font  pofitives,  fera  x*:ü^pxx  — yr  r = o;  & x*  pxx 
f X f = O , quand  elles  feront  négatives . 

ün  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  les  termes 
correfpondans  de  l’équation  generale  , & l’on  aura  les  trois 
équations  particulières  qui  fui  vent  : i”,  — iff-*»hh  = r*lp; 

2*  t 2fhb  = q ; ffhh  = r. 

La  première  donnera  bh  = ^p  jff  -•  fubffituant  cette 
valeur  de  bh  dans  la  troificme  , l’on  trouvera/^  :±l 
= r,  qui  Ce  réduit  refol  vant  cette 

équation  du  fécond  degré  , on  trouvera  ces  deux  valeurs 

de  ff,  fçavoir  | i>  ff= 

il  y aura  — ^ , quand  la  propofée  aura  pxx  » & il  y aura 

*»•  quand  la  propofée  aura  — pxx. 

L'on  déduira  de  ces  équations  f =\/  ^ j; 

par  confequent  l’équation  linéaire  a?  ^ = o » deviendra 

a:  ^ V'fs-  ■+*7  = 0. 

Dans  l'ufage  , pour  connoître  fi  une  équation  propofée 
contient  deux  racines  égales , & les  deux  autres  imaginaires , 
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oiî  remarquera,  i® , que  quand  le  fécond  terme  cft  éva. 
noui  & qu’il  f a *4-  ^ , il  y a des  racines  imaginaires  dans 
• ï«».  J 'équation  s * mais  ii  y en  peut  aulli  avoir  quoiqu’il  y ait 

^3'Ctr. 

, a*.  On  fublHtuera  les  grandeurs  de  la  propofée , reprc- 
/entées  par  j>,  r,  à leur  place  dans  l’équation  linéaire 

— o;  & on  divifera  la  propolee  par  l’éi 
quation  linéaire  qui  viendra  de  la  fubftitution  : A ladivilion 
fe  fait  fans  refte  , propofée  contient  deux  racines' égales 
chacune  à celle  que  contient  l'équation  linéaire , & les  deux 
autres  font  imaginaires. 

Comme  ce  Problème  eft  facile  à concevoir  ’,  il  cft  inutile 
d’en  apporter  ici  des  exemples.  * 

La  démonftration  eft  la  même  que  celle  'dont  on  s’eft 
fervi  pour  démontrer  le  fécond  Problème. 

PROBLEME  V. 

I oo.  SOU  DRE  Us  équations  du  quatrième  de^  , défi  à 
dire , en  trouver  Us  quatre  racines. 

Pour  abréger  le  calcul  f on  fuppofêra  que  le  fécond  terme 
eft  évanoui. 

I.  Lerfque  toutes  Us  racines  font  comsnenfurabUs  ^ 
ou  qu'il  y en  a quelqutine. 

T lA  méthode  generale  du  premier  Problème  du  quatrième 
Livre  cft  la  plus  courte;  c’eft  à dire,  il  faut  divifer  l’équation 
par  l’inconnue  x linéaire  f^us  ou  moins  chaque  divifeur  du 
dernier  terme  de  la  propofée;  & lorfquc  la  propofée  aura 
fes  -racines  commetdurables  , on  ks  trouvera  toujours  par 
cette  méthode,  c’eft  à dire,  on  trouvera  toujours  les  équa- 
tions linéaires  de  ar  -h  ou  — un  divifeur  du  dernier  terme,  qui 
diviféront  exaâement  la  propofée  ; & fi  l’on  ne  trouve  aucu- 
ne de  ces  équations  linéaires  qui  divifé  exaélement  la  proço- 
féc,  elle  n’aura  aucune  racine  commenfurable  : fi  elle  nen 
avoit  qu’une  de  commenfurable , en  divifânt  la  propofée  par 
l’équation  linéaire  qui  contient  cette  racine , on  reduiroit  la 
propofée  à une  équation  du  troifiéme  degré,  qu’on  refoudroit 
par  les  Problèmes  de  la  Seél’ion  précédente. 
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Avertissement. 

J_jO  RS  qu’une  équation  du  quatricrnc  degré  n’a  aucune  de 
fes  racines  commenfurables,  on  la  peut  concevoir  comrnecom- 
pofée  de  deux  équations , dont  chacune  eft  du  fécond- degré  , 
& fuppofant  que  xx  -*-fx  g =o,  reprefenre  l’une  de  ces 
deux  équations;  ou  bien  le  coëficient  du  fécond  terme  repre- 
fente  par/",  fera  commeuhirable;  ou  bien  le  dernier  terme  re- 
prefenté  par  g,  fera  commenfurablej  ou  bien  enfin  l’un  & l’au* 
tre  feront  jncommenfurables.  On  va  donner  la  méthode  de 
trouver  dans  le  premier  cas , le  coëficient  reprefenté  par/,  & 
le  dernier  terme  reprefenté  par  g;  comme  auflTi  de  les  trouver 
dans  le  fécond  & troiCéme  cas,  quand  les  réduites  où  l’on  ar* 
rivera  dans  ces  cas , ne  feront  pas  comprifes  dans  le  cas  irré- 
duétible  du  troifiéme  degré  ; & l’on  aura  une  deS  équations 
du  fécond  degré , dont  la  propofée  efl  compofee . La  méthode 
qu’on  va  donner,  fera  trouver  à même  temps  l’autre  équation 
du  fécond  degré,  qui  avec  la  précédente , compofê  la  propo- 
fee.  11  ne  faudra  plus  que  refoudre  chacune  de  ces  équations 
du  fécond  degré  par  le  premier  Problème,  âc d’on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofée , 

II.  Lorfque  le  ccëficieat  du  fécond  terme  cT une  des  deux  é^ua* 
tioni  du  fécond  àegré  , qui  compofent  la  propofée  , eft  com- 
tnenfurable , ou  du  moim  fa  fécondé  puijfance  ; ou  bien  lorf^ 

I que  le  dernier  terme  de  la  tneme  équation  du  fécond  degré  efl 
commenfurahle. 

- ■ METHODE. 


On  fuppofêra  que  l’équation  generale  x* pxx  qx ’*r‘ r 
= O , reprefente  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  z 
On  fuppofera  aufli  que  xx  Of  fx  ^ g = o , reprefêntc  une 
des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  l’équation 
du  quatrième  degré . ~ 

On  divifera  **  pxxo^  qxo^r  — o,  ^Txx  -^fx  ■*'  g 
= O , & on  continuera  la  divifion  jufqu^  ce  qu’on  ait  un 
Tefte  dans  lequel  l'inconnue  x foit  linéaire  . Le  quotient  fera 
XX  — fx-^-p  — oi  & le  refte  fera  — /a?  tfgx  — pf» 

' —g  . - . . . • • > 

a — On  fuppofera  chaque  terme  de 

Ff  ij 
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ce  refte  égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  deux  équations 
particulières  qui  fuivent , qui  fêrviront  à déterminer  les  in- 
déterminées f Sc  g. 

— Pf  —Pg 

r 

Ou  bien  en  tran/ix>rant, 

P — ‘^gf  — q — o\  gff  — gg  =o. 

Pf  Pg 

— r 

On  tronveroit  les  mêmes  équations,  en  fuppolânt  les  deux 
équations  indéterminées  du  fécond  degré  xx  ^fx^g  = o, 
XX  — fx  ■+•  = O J & en  comparant , après  les  avoir  mul- 
tipliées , les  termes  du  produit  avec  les  termes  correfpon- 
dans  de  l’équation  generale  x*  •*-  pxx  fx  r = o , on 
auroit  trois  équations  particufieres , par  le  moyen  desquelles 
dégageant  rindéterminé:  6 , on  trouveroit  les  deux  inêmes 
équations  qui  précèdent. 

On  cherchera  le  plus  grand  divilcur  commun  de  ces  deu.x 
équations , en  prenant  f pour  Tinconnue  , & on  continuera 
l’operation  jufqa'â  ce  qu’on  trouve  un  reffe  dans  lequel  / 
ne  fc  trouve  plus  : ce  refte,  qui  ne  contiendra  aucune  autre 
inconnue  que  g,  étant  mis  en  ordre  par  rapport  àg,  & fuppofé 
égalàzero,  fera  g* — fg’ — rg*-*-  2prg’ — rrgg — prrg  H-r* 

= O.  _ ffgf 

Ce  fera  la  réduite  qui  fêrvira  à fane  trouver  le  dernier 
terme  g de  l’équation  xx  fx  g = o , lorfqull  cft  corrN 
menlûrablc . On  mettra  à part  le  dernier  divifeur  — ggf 

' I 

— jg  = o,^  qui  a fervi  â trouver  la  réduite  r ou  plutôt  on 
prendra  la  valeur  de  f dans  ce  diviléur , qui  efl  / = jflé;-  » 
& on  la  mettra  à part:  elle  fervira  à faire  trouver/,  quand 
en  aura  découvert  la  valeur  de  g, 

On  cherchera  de  même  une  réduite  qui  n ait  point  d’au/» 
tit  inconnue  que  /i  & pour  la  trouver  , on  ordonnera  les 
deux  équations  / — zg/_  j = o,  gff  — gg=o, 

— r . 
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par  rapport  à Ilnconnuc  g ; & l’on  aura  ces  deux  équations  , 

i*i2fg—p=o. 

—Pi,  —Pf 

Oo  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations , & on  continuera  l'operation  jutqu’à  ce  qu’on  foit 
arrivé  à un  relie  qui  ne  contienne  plus  l’indéterminée  g : ce 
relie,  qui  n’aura  plus  d’autre  inconnue  que/,  érant  mis  en 
ordre  par  rapport  à /,  & fuppofé  égal  à zéro , fera  /*  zp/* 
mh  ppff  — qqz=o , Ce  fera  la  réduite  qui  fervira  à feire 

—vff  . . . 

trouver  le  coëficient  f de  1 équation  xx  fx  g = o ^ 
lorfqu’il  ell  commenfurable , ou  du  moins  lorfque  fa  fécondé 
puiflance/jf ell  commenfurable» 

On  prendra  la  valeur  de  g dans  le  dernier  divifeur  qui 
a donné  la  réduite  pour  relie,  qui  ell  2fg  — f*  =o\  cette 

-Pf 

• ^ î 

valeur  fera  g = , & on  la  mettra  à part , pour  s’en 

fervir  à trouver  la  valeur  de  l'indéterminée  g , quand  on  aura 
découvert  la  valeur  de/ par  le  moyen  de  la  réduite. 

Ces  deux  réduites , dont  l’une  des  indéterminées  f ou  g 
ell  l’inconnue  , avec  les  valeurs  de  l’autre  indéterminée  f 
ou  g , qui  répondent  à chacune  des  réduites  , ferviront  à 
trouver  la  première  dés  deux  équations  du  fécond  degré, 
dont  une  équation  propoféc  du  quatrième  degré  , qu'on 
veut  refoudre,  ell  compofée;  & le  quotient  xx — 

-g 


:o,  fervira  à trouver  l'autre. 


ioz< 


La  maniéré  de  trouver  les  quatre  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  par  les  formules  précédentes. 

^ ’ O N fubflrtuera  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  rédui- 
tes , les  valeurs  de  p ^ r , priées  dans  l’équation  qu’on 
veut  réfoudre,  en  remarquant  que  marque  le  cocficient 
du  troifiéme  terme  de  la  propofée , avec  fon  ligne -♦-ou  — ; & 
ainfi  des  autres . . 

a®.  On  divifera  la  nouvelle  réduite  qui  en  refultera  par  g 
>4>  ou  — chaque  divilêur  du  dernier  terme  , quand  on  k 

Ff  iij 
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fert  de  la  .réduite  où  cft^;  & alors  U ne  faut  fe  fervir  que 
des  dmfèurs  communs  au  dernier  ternie  de  la  réduite , & au 
dernier  terme  delà  propofée  : & fi  c’cft  la  réduite  dont  fed  l'in- 
connue,  on  la  divjfera  par  ff’^ou  — chaque  divilêur  du  der- 
mertern^dela  réduite,  qui  n’aura  que  deux  dimcnfions  quand 
/a  prcpclee  eft  littérale  & homogène.  , j 

Si  les  grandeurs  reprefentees  par  ff  & g de  l’équation 
•♦•g  ==  O J font  commcnfiirablcs , on  trouvera  tou* 
.purs  une  équation  faite  de  ou  de  ^ plus  ou  moins  un  divi» 

leur  du  dernier  terme  de  la  réduite,  qui  fera  la  divifion  fana 
refte;  & 1 on  aura  par  ce  moyen  une  valeur  def  ou  de  g. 

Si  la  nouvelle  réduite  qu’on  trouve,  après  avoir  fubftitué 
dans  la  réduite  dont / eft  l’iiKonnue,  les  valeursde  p,  f,  r,  écoic 
abaifice  d un  degré , une  valeur  de  ^ fëroic  zéro. 

S\  fubftituera  la  valeur  de  f ou  de^  , qu’on  vient 
de  découvrir,  dans  1 equation_de  y ou  de  g linéaire ,,  mifê  à 
part  i & les  valeurs  de  f ôc  de  g étant  ainli  découvertes , on 
les  fubftituera  dans  xx  fx  g = o f.  & Ton  aura  la  pre- 
miere  des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofene 
la  propofée  j On  fubftituera  encore  les  valeurs  découverte» 
de  /&  de  ÿ , & celles,  de  p ; dans  le  q^uoticnc  xx  — fx-^p 

— g 

B 

— a,  & l’on  aura  la  fécondé  équatwa  du  fécond  degré  qui 
compofe  la  propofée. 

4“.  On  trouvera  les  racines  de  cesdeuxéquations  dufecond 
*7^* degré,,  * & l'on  aura  les  quatre  racines  de  la  propofée. 

Avertissement, 

* O 5“  C3 N-  mettra  ici  avant  les  exemples,  toutes  les  formules  dont 
on  a befoin  pour  les  refbudre . r 

L’équation  generale  eft  x*’^pxx^qx’^r=^o  . 

La  première  des  deux  équations  du  fécond  degré  dont 
elle  eft  coinpofée,  efl  xx  **“  fx  •♦-^  = 0;,  la  fécondé  eft  xx  i 
f— /ir-*»p=o* 

—g 

' T B 

La  réduite  pour  trouver  /,  ou  ff  , eft  f^'^  ipf^’^PPf) 

! —4r/7 
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; Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  ff  ôc  de  f par  certe 
réduite,  la  formule  pour  trouver^,  eft^  = — IL. 

^ I - — ainfi  xx^fx^g  = o,  = xx<^  fx-^ 

= 0}  & XX — fx  ^ P = O,  = XX  — ^ 

. La  formule  pour  trouver  g , ^uand  g eft  commenfurablc  , 
«ft  / — Pi^  — ’X*  ■*"  V'K*  — *—  r»  = O. 

, — 

Quand  ôn  aura  trouvé  la  valeur  de  g par  cette  réduite , 
la  formule  pour  trouver  /,  eft  /==  • 

Oiî remarquera  <Jue  le  calcul  eft  plui  court  en  fêfervant  de 
la  formule  de  la  réduite  , dont/  eftJinconniie  , qui  n’cft  que 
du  troiliéme  degré  , & par  laquelle  on  trouvera  toujours  la 
valeur  de/,  quand  la  grandeur  reprefêntée  par/,  eft  commen- 
furablei  ou  quand  même/ étant  incommenfurable,  ff  eft  com- 
menfurable  ; & que  le  calcul  eft  plus  long  lî  l’on  fe  feit  de  la 
formule  de  la  réduite,, dont  g eft  l’inconnue,  qui  eft  du  fixié- 
jtic  degré , & qu’on  ne  |3eut  refoudre  que  quand  g eft  cooi« 
imcnfurable. 


Exemple  I 


'pou  R trouver  les  quatre  racines  de  l’équation  ar*  — iax> 
xaaxx' — ià*x  H-  ^*  ==  o,  on  ôtera  d’abord  le  fécond 
— ccxx  < “ • ' 

terme  de  cette  équation , en  Tuppofont  x =jf  ~ a ; & 
/ubftituant  la  valeur  de  x dans  la  propofee  on  aura  y* 
.**“  i aay/  — r.  rr  P*s  <1^  fécond  terme. 

^ — c^yy  — accy — L aa(C 

~ Aftn  que  l’équation  generale  x*  •4»  pxx  fx  r = o ; 
icprefente  cette  équation,  on  fuppofera  H-p  = -♦•  j^aa—cc, 
H-  f z=:  — — acc,  ■+«  r = -♦-  -jV*'*’  — i - 

' > On  fubftituera  ces  valcun  de  p , y , r , dans  la  réduite  J* 
*4-  2pf^  -4-  ppff — = P J & l’on  aiua  la  réduite, 

— vff 

f*  «4«  aaf*  — a*ff  — /•*  =:0. 

. , . . . . — 2Ccf^  C*ff  — Ia*cc 

— aac* 

On  divifera  cette  réduite  par//  — aa  — « = o,  (aa  ee 


8,. 
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& l’on  trouvera^ 


231  Analyse  démontré' e. 

cft  uo  divifeur  du  dernier  terme , ) & la  diviûon  k fâifanC 

fans  refte,  on  aurajT*  rr;  & f = y/aa  -4-  cc. 

On  fubllituera  ces  valeurs  de^&  de/,  dans^  = Æ ^ t 

{ce  ^aa  — ^ce 

■ ^ — ^ 

' l'y  a»  ^ ce 

y/aa  «+■  rr . On  fubfiituera  les  valeurs  de  / & de  ^ dans  xx 
fx  g — O i &on  fubfiituera  les  mêmes  valcuR  & celle 
de  P,  dans  xx  . — /*■-♦-;»=  o,  où  l’on  fuppofera  que  x repre- 
— g ■ i.- 

•*-ff  .J ■ ■ 7 • . . ;,! 

fente/,  & l’on  aura//  y y/âa  •^  cc  {aa  »4«  {a  -^àa  ^ ce 
= o;  & yy  — y ^aa  cc  {aa  — >/aa^  cc  ==  o; 

te  font  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compolênt 
/*  {aayy,  &c. 

— ccyy  ■ ' 

Enfin  on  trouvera  par  le  premier  Problème  les  racines 
de  ces  deux  équations  du  2*  degré  , & l’on  aura  les  quatre 
racines  àey*  ^{mayy,  ôcc.  qui  font  la  i'%y  = — 1/44  cc 

—ccyy ‘ ' 

— {aa-^^cc — {a^/aa-k-cc-,  la  a',  /=  — {Vaa  -trcc 

— y' — \aa^^c — ■^4/44«»-rc;  la 3*,  y=’^~y/aa 

y — {aa-^{cc’^\a^aa’*-cc\  la 4*,  /==»»-iv/44  cc 

— y'  — {ma’ii“{cc‘*^{ay/aa-i“cc. 

Subfiituant  les  valeurs  de/  dans x=y  -hm {a , on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofée  ; i"  , x-=.{a  — 7 ,/at  cc 

•♦■y'  — 744 — {a\/aa^cci  2',pf==74 — j;y/aa  cc 

— y/L-  744  {cc — {a>/aa  cc  ; 3*,  x={a — 7 v^«4  cc 

y/  — {aa-*-{cc’^~a  ^aa-*‘CC',.^%x={a  4-7/44  4r  ce 

/ 744  4-^f-*-74/444-fC.  . ' 


E X EM  P L E vll. 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation  x* — •^ixx’^r^x 
12  = 0,  on  fnppofera  -t-^  = — 3^,  4-f  = -+*5,  •^r= 
-4  12.  On  fubfiituera  les  valeurs  de  p,  f,  r,  dans  la  réduite 
dont  / eft  l’inconnue  ; & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la 

propolce , 
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propofée,  — a5  ==o-  On  divifcra  cette 

réduite  par  Jjjf-*-  ou — un  diviicur  exafl  du  dernier  terme  25, 
& on  trouvera  que  la  divifion  le  fait  lâns  relie  par — 25 
= 0;  d’où  l'on  déduit /y=2y  , & /=j.  Subuituant  cette 

valeur  de  f dan*  5 4 //  , l’on  trouve  5 = -^ 

-Lî -;V  = — 7V  = — 4*  Subllituant  ces  valeurs  de  f 

ôcdcg  dans  xx  ^fx  •4-^=0,  & dans  xx  — fx  p = o^ 

•*~ff 

on  aura  pour  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré 
qui  compofent  la  propofée , xx-^^x — 4 =0;  & pour  la  fc- 
conde  xjf — $x — 3=0. 

En  refolvant  chacune  de  ces  équations , on  trouve  que 
les  quatre  racines  de  la  propofée  font  x = — 

Exemple  III. 

Pour  trouver  les  racines  de  'x*  — 1 8jït  24V  — 3=0,' 
on  fuppofera  -4-p  = — 18,  •*'  f = •*•  24  , r = — 3. 
On  fubdituera  ces  valeurs  de  p,  ^,  r,  dans  la  réduite  dont  / 
eft  l’inconnue,  & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la  propofée, 
P — 36/*  •♦“336^ — 57^  = 0.  On  divifera  cette  réduite 
par  ff — ou  -4- chaque  divifeur  du  dernier  terme,  & l’on 
trouvera  que  ff  — 12  = o , fait  la  divifion  fans  relie;  d’où 
l’on  déduira^=  12,  & /'=t^  12.  Subllituant  cette  valeur 
de  f dans^  = 4-  4 on  trouvera  g = ~ — ~ 

»4  — - î+_ — a Or-î-î- — 

a ✓ ï 1 5 » ✓ I a 5 ✓la  • i a ✓ 1 a 

= 1^  12  ;ainfi^= — 3 — k^i2.  Subftituant  les  valeurs dc/& 
dfi  ^ dans  XArH-/afV-g=o,  &daDS  xx — fx  p=o,  l’on 

—S 

^-ff 

aura  xx  ^✓i2— 3=0,  ocxx  —xy'  12  — 3 = 0, 
— y 12  •+•  k'  12 

pour  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la  pro- 
pofée . On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  pre- 
mier Problème . * • 

Exemple  IV. 

P O U R trouver  les  racines  de  4xx  — 15  = 0,* 

on  fuppofera  -4-/=-4-4,  •*-ÿ  = — 4,  -4-r  = -Hi5.  Og 

Gg 


2J4  Analyse  demontre'e. 
fubnituera  les  valeurs  de  p,  q,  r,  dans  la  réduite  dont  l’in» 
connue  eft/,  & l’on  aura  la  réduite  de  la  propoÆe  f 
. — 44^ — i6=o:  on  divilêra  cette  réduite  par  ff — ou  h- 
chaque  divifeur  du  dernier  terme,  & on  trouvera  que  ff 
. — 4=0, 6it  la  divifion  fans  refte;  d’oii  l’on  déduira ^=4, 

& /=  2 . Subftituant  la  valeur  de/  dans  g 

on  trouvera  g = J-*»a^  J = j.  SublHtuant  les  valeurs 
de  /&  de  ^ dans  xx  •+•  fx  ^g  = 0,  xx  — fx  *4-^  = o , 


104. 


. , . —S 

» 

on  aura  a’a*  *4*  2*  5 =0 , & xa?  ar  h-  3 = o.  Ce  font 

les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la  propofée  * 
On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  premier  Problê* 
• 76.  me , * qui  font  toutes  imaginaires. 

La  démonflration  de  ce  cinquième  Problème  a déjà  été  dotw 
^ née  dans  la  quatrième  Seéüon  du  quatrième  Livre.  * 

lien  du  5*111.  Lprjque  U cdcfcknt  reprefenté  par  f dam  Tiquatmn^% 
Prebitme . H>fx«4-g=o,ér/e  àtrtticr  terme  g,  font  incommenfurablet . 

, oici  une  méthode  pour  refoudre  ce  cas  dans  pluüeurs 
rencontres  : On  fuppofera  les  deux  équations  du  fécond 
degré , qui  reprefentent  par  leurs  indéterminées  les  deux 
équations  qui  compofent  la  propofée  ; on  les  fuppofera , 
dis-je , avec  des  incommenfurables  au  fécond  & au  dernier 
terme  ; par  exemple , la  première  fera  xx  — xt^f-^g=o, 

. ”** 

& la  fécondé  xx  x y'f  g = o : on  les  multipliera  l’une 

par  l’autre , & l’on  aura  le  produit  x*  — fxx  "5:  2/x  gg = o; 

-H  2gxx  / 

L’équation çenerale fera  x*"^ pxx~^ qx^r=o. 

On  comparera  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  équa-* 
fions  , & l’on  aura  les  trois  équations  particulières  qui  fui- 
vent:  i”,  — /-4-2g  = '^p;  d’ou  l’on  déduira  g 

»’.»/=  f. /■f=  îi  3% ^ 

L’indéterminée  / eft  connue  par  la  féconde  équation  / 

= I : Subflituant  Lu  valeur  dans  la  première , l’on  aura 

^ = *4»  4 ■*“  4 • 

L’équation  xx  — xK''/.4-g  = o, fera  xx»— 

• - 
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M-i— =Oi&:rjr-Hjfk'/-+*^  = o,  fcT»  xx  ^ x^\q, 
±.t^f 

^Implication  de  cette  méthode  i un  exemple. 

Pour  trouver  les  racines  de  at*  — iSr^f  24X  — 3 = 0, 
on  Tuppofera  — p = — 18,  ou p = i8;  ^ = 24,& — r— 

— 3 , ou  r = 3 . On  fubdituera  les  valeurs  de  p,  q,  r,  dans 
les  deux  forniulcs  pécedentes , & l’on  aura  ptat — a;  1 2 — 9 

«•tf  — k^ia  = o»  c’eft  à dire  xx  — x 12  — 3 = o,& 

— 12 

xx’^’xt^iz  — 3=0.  Ce  font  les  deux  équations  qui  com- 

pofent  la  propofée;  on  en  trouvera  facilement  les  racines 
par  le  premier  Problème . * *7^- 

‘ IV.  Lorfque  i&ff  font  mcommenfHrahlet  dant  réquation 
compofante  XX  fx  g = o . 

peut  arriver  des  cas  où /& jy'lê  trouveront  incommeo- 
furables  y & alors  on  ne  trouvera  pas  d’équation  lîmple  de 
ff — ou  ■+•  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  réduite  /•* 

•4-  ipf* , &c.  qui  divilë  la  réduite  (ans  relie . Void  une  mé- 
thode pour  ce  cas  dans  pludeurs  rencontres. 

. On  pourra  fuppolcr  que  les  deux  équations  compofântes 
du  fécond  degré  font  xx  — «>y/-4-g  = o,  àc.xx’^^xi/f 

^ f 

•4-g  = o.  Leur  produit  ell  x*  — fxx  2fx’*‘gg=-o. 
rt.tff  ’^tgxx  —f 

■ La  formule  generale  fera  x*  pxx  f*  r = o. 

Les  comparaifons  des  termes  cortefpoodans  donneront 
les  équations  fuivantes  r i"  , — / ig  = ^pi  d’où  l’on 
déduitg;  = 2 a*,  2/=^;  d’où  l’on  déduit /=  ÿ 

On  déduira  de  la  première  & de  la  lcconde^=  ^xp 
-5:  f . Subùituaot  ces  valeurs  de  / & de  dans  les  deux 
équations  comptantes , la  pcmiere  fera  xx  — x ^ 

Mi^y7f  = o;  & lalëconde,Afx-*-xyfî^7p-4-ïf 


'2i6  Analyse  demontre’e. 

On  appliquera  ces  formules  aux  exemples , comme  on  l’a 
fait  dans  le  cas  precedent. 

R E M A K Q^U  E. 

O N pourra  diftinguer  quelles  font  les  équations  du  qua- 
trième degré  qu bn  pourra  refoudre  par  la  méthode  du  3*  & 
,4' art.  qui  precedent,  en  fubUituant  les  valeurs  de  f 6c.de  g 
dans  la  troifiéme  équation  particulière  gg  — f = r;  carlba 

aura  ~ pp  ^ — t f = rt  r;  ainfi  les  équations 

dans  lefquclles  la  quantité  ^pp'^  \pq  ^ rr  — i f > ne 
fera  pas  égale  au  dernier  terme  reprefenté  par  r,  ne  pourront 
fe  refoudre  par  ces  méthodes. 

'Méthode  pour  trouver  les  deux  équations  du  fécond  degri  y dont 
une  équation  du  quatrième  e(l  compofée  ; dans  les  cas  où  je 
fervant  dé  î a réduite  dont  f e^l  F inconnue , il  arrive  que  fà 
grandeur  reprefentée  par  K e/l  sncommen/strable . 

^ vJ  U A ND  ancune  équation  fimple  de  ff — ou  «h  un  des 
divifeurs  du  dernier  terme  de  la  réduite  f*  2pf* , &c. 
ne  divife  la  réduite  fans  refte  , dans  ce  cas/j’ eil  incommen- 
jable.  Pour  réfoudre  dans  ce  cas  la  réduite  2pf*  •+■  ppff 

— 4’// 

— qq  = o,  trrée  de  l’équation  generale  pxx  qx^*-ss 
;=  O,  on  ôtera  le  fécond  terme  de  la  réduite , en  fiippofant 
ff=y  — fp;  & apres  avoir  fubdiuié  7 — ^p  à la  place 
de ^ dans  la  réduite  , on  aura  la  tunsformée  de  la  réduite 
7’  — -jppy  — jV  P’  = o,  qui  n’a  pas  de  fécond  terme. 

— 47 

—qq 

On  fubftitucra  les  valeurs  de  p,  q,  r,  prifos  dans  Féquation 
qu’on  voudra  réfoudre,  & où  L’on  aura  trouvé  que  ff  c(l  in- 
commenfurable  ; on  les  fubftituera  , dis-je  , ces  valeurs  dans 
la  transformée  de  la  réduite  qu’on  vient  de  trouver  ; ôc  on 
icfoudra  l’équation  transformée  par  les  méthodes  du  troifié- 
me  degré  ; & quand  on  aura  trouvé  la  valeur  dey  , on  la 
fubdituera  dans  ff—y  — f p,  & l’on  aura  la  valeur de^: 

on  trouvera  enfuite  celle  de  g = ^ i ?7  » après  eda 

on  trouvera  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  coii^ 
pofent  la  propofée , & on  aura  par  leur  moyen  les  quatre  ra^^ 
Fines  de  la  propofec.  ' 
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Exemple. 

pou  R trouver  les  racines  de  — ^oxx  xoox — loo 
;=  O , on  luppofera , afin  que  l’équation  generale  x'*  pxx 
-4-  •+■  r = O,  reprefente  la  propofée , que  •+•  p = — yo, 

-4-  ^ ICO  , -4-  r = — loo  ; mettant  ces  valeurs  de  p , 
r,  dans  la  formule  de  la  réduite  /“  2p/+,  &c.  la  réduite 

de  la  propofée  fera  /‘  — ioo/«  2900// 10000  = o> 

- ou  plutôt  on  fubftitucra  les  valeurs  de  p , ^ , r , immédiate- 
ment dans  la  transformée  de  la  réduite  — jpp;  — -^p*, 

: . . • — 47  ÎP' 

— qq 

s=  05  &I’onaura/ — ^'—7  — o;  & l’équation 

ff=y  — yp , ferzff=y  ~ . On  ôtera  les  fraélions  de 
J,)  — AXSJL  J H-  — O,  en  fuppofant  37 = & 7 = f, 

& l’on  aura  — 3900?  -4«  340000  =0.  On  trouvera  la  va- 
leur de  Z , en  refolvant  cette  équation  du  troifiéme  degré 
' par  la  féconde  méthode  generale  , * & l’on  trouvera  z =*94. 

— 170000 — 26703000000-4-'^ — 1 7Cooo-4->/2tf  703000000  ; 
on  fubllituera  cette  valeur  de  ^ dans  7 = ^ , & l’on  aura  / = 7 ^ 

— 170000 — y 26703000000-4-14/ — 170000-4-V^  26703000000; 
on  fubftituera  cette  valeur  de  y dans//'  = 7 -H  Lp , & l’on 
aura  ff  ^ — 170000  i x 

.Y  — 1'  17000Ô  -4-  >^26703000000  ; d’oîi  l’on  déduira  f = 

^ ^ — 170ÔÔ0,  &c.  On  fubllituera  les  valeurs  de  f 

& de  //  dans  ^ jp  -+-  {ff — , & l’on  aura^ = — 2 $ 

^ \ yV^  — 170C00,  &c.  On  fubftiruera  les  valeurs 

de/"  & de  g , qu’on  vient  de  découvrir  , dans  xx  fx  g, 

~ O , ôc  dans  xx  — /x  -♦-  p = o ; ôc  l’on  aura  les  deux 


équations  du  fécond  degré  qui  compolént  la  propofée . 

. On  trouvera  enfin  les  racines  de  chacune  de  ces  deux  é- 
.quations  du  fécond  degré  , * & l’on  aura  les  quatre  racines  *76. 
'de  la  propofée. 


G g üj 
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R E M A R Q_U  E s. 

1 0 7.  CJu  A N D I«  trois  racines  de  la  réduite , ou  , ce  qui  revient 
à l^iêmc  choie  ^ de  la  transformée  de  la  réduite  , font 
réelles  & inconunenfurables  ^ on  ne  peut  en  trouver  la  va* 
leur  qu'avec  des  exprefllons  imaginaires  qu'on  nel^uroit  ôter^ 
& les  équations  du  quatrième  degré  renferment  alors  le  cas 
irreduélible  du  troifîéme  degré» 

Pour  diflinguer  les  cas  du  quatrième  degré  ob  cela  peut  ar» 
river  , il  faut  remarquer  que  les  quatre  racines  du  4*  degré 
peuvent  être  ou  bien  toutes  réelles  ^ ou  bien  deuK  réelles  & 
deux  imaginaires^  ou  bien  enfin  toutes  imaginaires. 

Pour  déterminer  ce  qui  regarde  ces  trois  cas , U faut  preni 
dre  des  équations  fimples  dont  les  indéterminées  expriment  lc( 
rapports  des  quatre  racines  dans  chacun  de  ces  cas . 

Premier  cas  où  1er  quatre  racines  font  réelles  ^ 

fuppofera  quelesquatre-équations  fimples  font  r — s 
— 4=0» a:  — i-*-4  = o,  X — 1=0,  = 

L’équation  du  fécond  degré  faite  des  deux  premières , eft 
XX  — lix  si  = ot  celle  qui  eflcompofcc  des  deux  autres 

— U 

eft  XX lix  *4-  a = o;  le  produit  de  ces  deux  équations,  qui 

eft  celui  des.  quatre  fimples ,,  eft  x*  — ^iixx  — 3»U*  ^ 

— kixx  •*-  zillx  — iik^ 
— Ùxx  —iill 

■4-  k}.lt 

= or  ce  produit  eft  Fequation  indéterminée  qui  exprime  les 

ærts  des  quatre  racines  de  toute  équation  du  4'  degré , 
t’clles  font  toutes  réelles  , & que' le  fécond  terme  en  eft 
évanoui  : Et  comme  les.  équations  du  4*  degré , dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui , & dont  les  quatre  racines  font  réelles doi- 
vent avoir  des  racines  négatives  & pofitives:  1*,  s il  y en  a 
deux  pofitives  & deux  négatives,  i furpaflera  4 > & * furpaf- 

feraaufli/,  2°.  S’il  y en  a trois  pofitives  & une  négative  , i 

“ furpaflera  4,.  mais  / furpaflera  1.3".  S’il  y en  a trois  négatives. 
. & une  p<  fitive  , 4 furpaflera  » , & »' furpfléra  4 

Il  eft  évident  par  cette  équation  indéterminée  , que  quand 
les  quatre  radnes  font  réelles  ^ le  troiüérae  terme  a toujours. 
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le  figne  — } ainfi  les  équations  où  il  a le  ligne  -4- , ont  neccC 
fairement  des  racines  imaginaires  > ce  que  l’on  a déjà  démon- 
tré dans  le  troiliéme  Livre. 

^ On  fuppolcra  que  cette  équation  Indéterminée  eftl  a même 
que  réquation  generale  -4-  pxx  •*-çx~t~r  = o;  ainfi  •*>  p 
= — 2»  : — kk  — î = — iiki  -4*  iUlf  -4-  r = i4- 
. — fikk  — iill  •¥•  kkli 

On  fubfihuera  ces  valeurs  de  /> , a ^ r dans  la  réduite 
f*  ■*“  ^Pf*  > & l’on  aura  pour  la  réduite  de  l’équaiion  in- 

déterminée , qui  neprefente  les  rapports  des  racines , l’équa- 
tion fui  vante  /* — — 4iik*  = o. 

— ikkf*  -4-  8»7///  -4-  StlkUl 

— lîif^  H-  — 4///+ 

— rkkUff 

On  fera  ces  remarques  fur  cette  réduite  : i*.  Elle  peut  être 
^ivilée  cxaftement  par  chacune  de  ces  trois  équations  fim- 
jplcsff—  4«  = O,  ff—kk  — ikl  — l/=o,  ff—kk, 
?-kl  — //  = o;  par  confequent  toutes  les  racines  de  la  ré- 
duite Ibnt  réelles,  & même  pofitivcs,  quand  toutes  celles 
de  la  propofée  font  réelles . a*.  Le  fécond  terme  de  la  rédui- 
te a toujours  le  figne  — . 3“.  Le  troiliéme  terme  de  la  rédui- 
te  a toujours  le  figne -4- > car-4- 8/;^ -4*  8«//fontdes  gran- 
deurs  pofitives , & -4-  — 2kkH  -4-  /♦ , cil  le  quatre  de  kk 

— // , qui  cft  par  confequent  pofitif. 

Second  cai  lorfjue  deux  racines  font  réelles,  & deux  imaÿnaires. 

top.  quatre  équations  fimples  qui  reprefentent  les  rapports 
des  racines  feront  x — i — k = o,x  — i k = 0,  x i 
— //=0,  flf"4-i-4*»^  — 11=0. 

Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  — itx  -4-  « = o. 

— kk 

Le  produit  des  deux  imaginaires  eft  xx  H-  aw-4-  ii  = o. 

' . '*‘11 

Le  produit  des  quatre  eft  x*  — liixx  — 2Îkkx  -4-  <■»  = o. 

— kkxx  — lillx  — ükk 

iixx  -H  au 

' . . . . . — 

Ce  produit  eft  l’équation  qui  exprime  les  rapports  des  quatre 

racines  de  toute  équation  du  4'  degré , dont  deux  racioes  font 
réelles , & deux  imaginaires. 
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• Pour  trouwr  la  réduite  de  cette  équation , on  fuppofera 
qu’elle  cft  la  même  que  x*  •+«  pxx  ^ jr  ■4-  r = o ; ainfi  -h p 

-=  — 2«  — kk-^  llf  ^ q — — 2/1^^  — 2/7/,  •¥•  r — 

— iikk  au  — kk)l . On  fubUituera  ces  valeurs  de  p,  fj 
d;ins  la  réduite/*  -t-  ipf*,  &c.  & l’on  aura 

r — 4'7/*  Siiikff — 4/V^+  = O. 

— ikkf*  — 8;7////  •+■  Siikkil 

illf*  k*ff  — 4/VÀ 

-4- 

On  remarquera  fur  cette  réduite , qu’elle  petit  être  exaéle- 
mcnt  divilte  par  chacune  des  trois  équations  fimples  ff 

— ^i  = o,ff—  kk-^ll—  / — 4iÜS'=o  ,ff—  kk  -4-  U 

— ^kkli=o\  par  confequent  quand  une  équation  da 
quatrième  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , a deux 
racines  réelles  & deux  imaginaires  » fa  réduite  a une  racine 
réelle  , & deux  racines  imaginaires. 

T roiftéme  cai  lorfque  les  quatre  racines  font  imaginairej  ; 

• T jES  quatre  équations  fimples  qui  expriment  par  leurti 
indéterminées  les  rapports  des  quatre  racines  des  équations 
du  4'  degré , qui  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires , & le 

fécond  terme  évanoui , font  x — i — — kk  = o,  x i 

— kk  = o,  A?  -4“#  — y'  — 11=0,  2:  H-  i -4-  k' U 

= o:  Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  — 2tx  -4-  « z=  o; 

kk 

celui  des  deux  autres  eft  xx  2 îx  «=o:  Leproduâ: 

des  quatre  eft  — 2'tixx  2tkk^  *4-  /♦  = o. 

kkxx  — 2/V/jf  H-  iikk 
•4-  iixx  «4-  au 

’^kkll 

Et  l’on  remarquera  que  dans  toute  équation  du  4*  degré, 
dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,  & le  fécond  terme 
évanoui , le  dernier  terme  a toujours  le  figne  -4- , 

Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation , on  la  fuppo- 
fera  la  même  que  x*  -4-  pxx  *4-  -4-  r = o ; ainfi  ^p  = 

2îi  kk  il,  q = •*•  2ikk  — iill,  -4“  r = -4-  i*  «4-  iikk 
•4-  ////•4-  kkll.  On  fubftituera  les  valeurs  dep,  q,  r,  dans  la  ré- 
duite 


Digitized  by  Google 


L I V R E V.  241 

duite/‘*4«î/»/',&c&  l’on  aura/* — 4«yi — înkkff--^ik*  =0. 

*♦•2  kJ^ — 8 nüff  -^8 Ükkjl 
— 4«/* 

— 2kkl/ff 

On  remarquera  fur  cette  réduite  , i* , quelle  peut  être 
exaâement  diviCée  par  chacune  de  ces  trois  équations  Cm-i 
pies  ff  — 4ii  = o,ff  •¥•  ki-*"  •*•11  = 0,  ff-*-  — 2^/ 

-t-  //=  O ) par  conséquent  la  réduite  de  toute  équation  du 
quatrième  degré , dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,  & 
le  fécond  terme  évanoui , a les  trois  racines  réelles. 

2°.  Quand  le  lècond  terme  de  la  réduite  a le  figne  — , c’eft 
à dire,  quand  4»/  furpafle  2kk’*“  ü eft  évident  que  le  troi- 
fiéme  terme  de  la  réduite  a auffi  le  figne  — , car  44  ■♦*  il  fur- 
paflè  44  — lit  ainfi  multipliant  44  S/  par  — 8 Ai,  qui  fur- 
pafle44  — Ht  & multipliant  44 — H par  U — Ht  premier 
produit  — . 8;/44  — Sii/l  furpaflêra  le  fécond  4* — 144//-^/*. 


Marques  certasaes  pour  di/îinguer  les  cas  où  les  équatkms  dst 
4*  degré,  dorst  U fécond  terme  efl  évanoui  f ont  toutes  leurs 
racines  réelles  j les  cas  où  elles  en  ont  deux  imaginaires  ,• 
ceux  où  les  quatre  font  imaginaires  j & enfin  les  cas  où  ost 
peut  les  re foudre.  . 

ï 1 1.  Xl  fuit  de  ces  remarques,  i* , que  quand  le  troifiéme  terme 
d’une  équation  du  4*  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , 
a le  figne  il  y a des  racines  imaginaires,  * dSc  fi  à mcme*«oS  &i9. 
temps  les  racines  de  là  réduite  font  toutes  réelle^  f ce  que  ron'i*^""* 
connoîtra  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  de  la  réduite  ; 
car  fi  le  cube  du  tiers  du  coëficient  du  troifiéme  terme  de  la 
transformée  de  la  réduite,  furpafiè  le  quarré  de  la  moitié  de 
fon  dernier  terme,  ou  lui  efi  égal , les  trois  racines  de  la  rédui- 
te feront  réelles.  * ) Alors  les  quatre  racines  font  imaginai-"8i8r< 
res  * ; car  s’il  n’y  avoit  que  deux  imaginaires  dans  la  propo.*  1 10. 
fée,  deux  racines  de  la  réduite  feraient  imaginaires . * • ,0^^ 

De  plus  , quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  d’une 
équation  du  4'  degré , dont  le  fécond  terme  efi  évaix>ui , 
a le  figne  — , & que  le  troifiéme  terme  de  la  même  ré- 
duite a encore  le  figne — , les  quatre  racines  de  l’équaT*!!*; 
tion  font  imaginaires.  ^ 
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Quand  on  a donc  l’une  ou  l'autre  de  ces  deux  mar< 
ques  , l’équation  cft  réfoluc  $ car  on  fçait  que  le  Problè- 
me renferme  contradiction,  & ne  peut  avoir  aucune  réfo. 
lution  réelle. 

2*.  Quand  le  troifiéme  terme  d’une  équation  du  4*  de- 
gré, dont  le  fécond  terme  cft  évanoui,  a le  ligne  H-,  & que 
le  dernier  terme  a le  ligne  — , il  eft  certain  qu’il  y a deux 
racines  imaginaires,  & deux  racines  réelles,  car  k dernier 
terme  auroit  s’il  y avoit  quatre  imaginaires.  * 

Quand  le  troifiéme  terme  d’une  équation  du  4*  degré , 
dont  le  fécond  terme  ell  évanoui , a le  ligne  — , & qu’en 
meme  temps  la  réduite  de  cette  équation  a une  racine  réel- 
le,  & deux  racines  imaginaires,  il  ell  certain  que  l’équa- 
* *o?-tion  a deux  racines  imaginaires,  & deux  racines  réelles.  * 

Or  on  connoîtra  que  la  réduite  aura  une  racine  réelle  & 
deux  imaginaires,  en  faifant  évanouir  le  lècond  terme  de 
la  réduite  , car  Â k cube  du  tiers  du  coëUcient  du  troi- 
fiéme terme  de  la  transformée  de  la  réduite  ell  moindre 
•Sj.que  le  quarré  de  la  moitié  de  fon  dernier  terme,  * il  eft 
certain  que  la  transformée  aura  une  racine  réelle  & deux 
imaginaires;  par  conlêquent  la  réduite  aulTi  ; d’où  il  fuivra 
que  l’équation  propolée  aura  deux  racines  réelles  & deux 
imaginaires . 

On  peut  toujours  refondre  l’équation  du  4*  degré,  lorf. 
qu’elle  a deux  racines  réelles  & deux  imaginaires,  par  la  - ■ 
•loô.lcconde  méthode  ci  dclTus , * & par  la  Iccondc  méthode 
•^i.generak  du  troifiéme  Problème.  * 

3*.  Quand  une  équation  du  4'  degré  , dont  le  fécond 
terme  elt  évanoui,  a le  figne  — au  troifiéme  terme,  & que 
k fécond  terme  de  fa  réduite  a auffi  k ligne  — , & k troi- 
fiéme terme  de  fa  même  réduite  a k ligne  •♦-,  & que  de 
plus  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réelles,  il  ell  cer- 
» *»o8.tain  que  ks  quatre  racines  de  l’équation  font  réelles  . * 

On  connoîtra  que  ks  trois  racines  de  la  réduite  font  réel- 
ks , en  làifant  évanouir  le  fécond  terme  de  cette  réduite; 
tar  fi  k cube  du  tiers  du  coêficient  du  troifiéme  terme  de 
la  ttansformée  de  cette  réduite,  furpalk  k quarré  de  la 
moitié  du  derraer  terme  de  la  meme  transformée , ou  lui 
. cil  égal , il  eft  certain  que  les  trois  racines  de  cette  trans- 
• 82.81. formée , & par  confequent  de  la  réduite  , font  réelles.  * 


/ 
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, Dans  ce  cas  C les  racines  de  la  transformée  de  la  réduite 
font  commenfurables  , ou  du  moins  quelqu’une  , on  pèse 
toujours  trouver  les  quatre  racines  de  l'équation  par  les  me> 
thodes  du  Problème  precedent . Mais  fi  toutes  les  racines  de 
cette  transformée  de  la  réduite  font  incommenfurables , la 
réfolution  de  la  réduite  de  l'équation  renferme  alors  le  cas  ir- 
réduélible  du  troifiéme  degré . * “50. 

PROBLEME  VI. 

iir-2*ROUVER  ht  quatre  rrutnes  d'une  iquat'mn  du  4*  de~ 
gré,  faut  en  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

• On  fuppofe  que  l’équation  generale  du  quatrième  degré  efo 
X*  nx^  -H  pxx  qx  ^ r = O. 

PREMIERE  Méthode. 

^3^  fuppofora  que  les  deux  équations  du  fccond  degré  , 
qui  compofent  l’équation  du  4*  degré  , font  reprefentées 
par  les  deux  équations  indéterminées  xx-o-fx  b =o.' 

, -*‘gx  i 

XX  •0‘  fx  -O»  b = a 

— g*  — * 

Leur  produit  «ft  at*  -t»  zfx*  ^ ffxx  rfbx  -o-hb  =0, 

— — a 

•4-  zbxx 

On  comparera  les  termes  de  ce  produit , excepté  le  premier  , 
avec  les  termes  correfjwndans  de  l’équation  generale  , & 
l’on  aura  les  quatre  équations  particulières  qui  fuivent  , dont 
on  fe  fervira  pour  déterminer  le»  indéterminées  , & l’on 
confervera  l’indéterminée  b pour  en  faire  l’inconnue  de  la 
réduite:  i'*,  2/}  2*,  or  p = ’^ff — 

J -o-q  = ‘*‘  xfb  — ■ xgii  4* , H-  r = -4-  é/>  — li:  On  au* 
ra  par  la  première/  = 7,  & //  = -îp  ; on  fubftituera  la  va- 
leur de  ff  dans  la  fécondé,  & l’on  aungg  = ^ 2b — p, 

Scg  = — p.  On  fubflituera  les  valeurs  de/  Sc  de^ 

dans  la  troifiéme,  & l*on aura  q = nb  — 2'iy/ ^^ib  — pi 
d’oùron déduira 

iw-4-»4-4^  » 

en  fubflituera  cette  valeur  de  ii  dans  la  quiUriéme  équation  , 

& l’on  aura  •¥»r  = bb  — . On  mettra  cette 


an  -t-  84  » V 


Hh  ij 
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équation  en  ordre  par  rapport  à l'inconnue  h , & l’on  aura 
8^'  — - 4pW  — qq  = O. 

— %rh  — nnr 
4pr 

On  relbudra  cette  équation  , c’cft  à dire , on  trouvera  la 
valeur  de  h par  les  méthodes  du  troificme  degré , ( transfor- 
mant auparavant  l'équation  en  une  autre  dont  le  premier 
terme  n’ait  pas  d’autre  coéficient  que  l’unité.  ) 

On  fubftituera  enfuite  les  valeurs  de/,  b,  i,  dans  les 

deux  équations  xx  fx  h ■=■<>,  xx  fx  h = o, 

— gx — i 

lailTant  h au  lieu  de  fa  valeur  pour  abréger  le  calcul  i & l’on 
aura  ces  deux  équations  du  fécond  degré  , 


XX  "H  ^tlX 

1**,  x^^nn  ib  — P 

XX  H-  \nx 

2*,  — X y^\»n  *4-  ih — P 


•+■  nh  — q 

— P 

•4*  h 

— nh  ^ q 


0> 


O. 


^nn  — P 

On  refoudra  enfuite  chacune  de  ces  équations  du  /ëcond  de- 
gréparle  premier  Problème , ■*  & l’on  aura  les  quatre  raci- 
nes de  la  propofée , ou  plutôt  les  quatre  formules  qui  les  ex- 
priment d’une  manière  generale. 

Comme  il  eft  plus  commode  de  trouver  tout  d'un  coup  la 
réduite  dont  h eft  l’inconnue,  qui  n’ait  au  premier  terme  que 
l’unité  pour  coëficient , au  lieu  de  fuppoler  les  deux  équa- 
tions indéterminées  xx  -^fx  h=  o,  xx  fx  h — Oy 

gx  •*“  * — gx — i 

on  fuppolêra  celles-ci  xx  \nx  •+■  -jA  = o, 

XX  \nx  •*“  ^h  =0, 


OÙ  îîn’jr  a que  trms  ’mdéterminées , g,  h,  t.  On  Tuppoiera 
que  leur  produit  x*  nx’  ^nnxx  •+•  ^nhx  ~hh=O  y 

— ggxx  —ix  — 

-4“  hxx 


eft  la  même  équation  que  x*  -4*  nx^  pxx  •4»  jx  -4-  r = o ; 
ainft  chaque  terme  du  produit  eft  égal  au  terme  correiixjn- 
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dant  de  l’équation  generale  > ce  qui  donne  trois  équations, 
parceque  le  premier  & le  fécond  terme  n’en  donnent  pas  : 
1'* , P = i ^ —ii  3',-<-r 

= •*“  ? ^ • La  première  donne  ^ = 

Sx.g—'^  ^ nn  h — p:  la  fécondé  donne  i = ^nh  — f , 
& ii  = ^ — nqb’^  qq . On  fubftituera  les  valeurs  de^^ 

& de  ii  dans  la  troifiérae  équation , & l’on  aura  r = ^ A4 

^ ^ » °°  ordonnera  cette  équation  par  rap- 
port à l’inconnue  A,  & l'on  aura  A*  — phh  ■+•  nqb  — = o; 

— 4f  A — nnr 
•*-4pr 

c’eft  la  réduite  de  l’équation;  elle  n’eft  que  du  troificme de- 
gré , & fon  premier  terme  n’a  que  l’unité  pour  coëficicnt. 

On  trouvera  la  valeur  de  A pr  le ‘moyen  de  cette  réduite, 
en  fe  fervant  des  méthodes  du  troifiéme  degré;  on  fubfti- 
tuera enfuite  les  valeurs  de  b,  g,  i,  dans  les  deux  équations 
indéterminées  xx  ^ nx^  j h = o nx-^  r 4=o, 

-îr  —-il 

lailTant  A au  lieu  de  fâ  valeur,  pour  abréger  le  calcul  ; & l’on 
aura  ces  deux  équations  : 

XX  ^ MX  T 

1",  — P «t-laA  — q ’ 

2 \/  b — P 

XX -J  A =0; 

a%  ntl’*!*  b — P — \nb-^-q 

11/  ^ntl^b—  P 

Application  de  cette  mttbode  à un  exemple. 

Pour  réduire  cette  méthode  en  pratique,  quand  on  aura 
une  équation  à réfoudre,  pr  exemple,  x*  — 2ax^  zaaxx 

‘ — CCXX 

— 2a^x  <1*  = O , on  fuppfera  que  cette  équation  cft 

reprefintée  pr  l’équation  generale  x*  nx^  ^ pxx  -4»  qx 
»4-r  = o;  ainfi 24,  P — fc, 

— 24’,  -4-r  = -4-4'*’.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  a,  p,  f,r, 

dans  la  rédiûtc  Af  — pAA  -4-  nqb  — ^ = o , & l’on  aura 

— 4T  A — nnr 

•4-4pr  H h iij 
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pour  la  réduite  de  la  propofée  , P — 2aahh  = o*. 

Ow  trouvera  la  valeur  de  A dans  cette  équation»  en  cher- 
chant fi  elle  ne  peut  point  fe  divilcr  par  A — ou  un  divi- 
iêur  du  dernier  terme  — 4a*ec  ; & Ion  trouvera  qu’elle  fc 
peut  exaftement  divilêr  par  A — zaa  = o ; amfi  A = 2aa, 
On  fubflituera  cette  valeur  de  A dans  chacune  des  deux 

équations  du  fécond  degré  arx  -î  nx 

•+•  x^/  b — P 

& Ton  aura  pour  la  première  xx  — ax •+•  4^  = o 

•4*  X^  44  •+•  cc 

& pour  la  féconde , xx  — ax «t*  aa  = o . 

— Xy/  aa’^  cc  J 

* 7tf.  On  trouvera  par  le  premier  Problème  * les  racines  de  ce» 
deux  équations,  & cc  feront  les  quatre  racines  de  la  propofée; 

x = ja — yV' 4Æ-*‘rg‘4"v^ — |-44«*'^rc — \a^ aa^cc\ 

2',x  = ia—ty/â^7c—  '—^aa-t-jee — la>/aa-*-cr, 

2*»  Ar=j-<»  aa-^cc  — -f  44  ■a»^r’g-4"|4>/ aa-t^cci 

^•^x  = ia-‘hiy/'ââ^c — V' — i44-v-irc-^4^4/44-4-ï^ 

Démonstration.. 

(^ETTE  méthode  eft  allez  démontrée  par  les  démonftra- 
tions  de  Tufage  des  indéterminées  dans  les  équations;  fi  l’on 
en  veut  une  autre,  il  ny  a qu’à  multiplier  les  deux  équations 

XX  7 nx ^ T ^ 

^X'^^nn’^k — P ’*r  h — g ^ =:o>. 

2 v^:j»«-4-A — P 

XX  •^7»* = ®» 

■ — A?v'^  A — P — \nh^tj 

2V'i»»**"A  — P 

Pune  par  l’autre , & mettre  dans  le  dernier  terme  du  pro- 
duit  la  grandeur  -t-  r,  à la  place  de  la  gran-deur  -f^AA 

^ ^ Jg  Jg  pjodujt  fera 

n»  -444s  4^  ’ ’ 

l’équation  générale  -t-  «x*  <*•  pxx  «h  jx  r = o } par 


Digitized  by  Google 


Livre  V.  147 

confequent  I«  deux  équations  précédentes  , font  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  dont  l’équation  x*  , &c.  eft 
compofec. 

Re  M AR  QJtJ  E. 

O N peut  toujours  refoudre  les  équations  du  quatrième  de- 
gré par  cette  méthode , lor/que  la  valeur  de  h dans  leur  rédui- 
te eft  commenfurable , & loriqu’étant  incommenfurable,  après 
avoir  fak  évanouir  le  focond  terme  de  la  réduite , le  cube 
du  tiers  du  cocficient  du  troifiéme  terme  de  la  transformée  qui 
en  viendra , fera  moindre  que  le  quarré  de  la  moitié  du  dernier 
terme  de  la  même  transformée:  Mais  lorfque  ce  cube  furpaf- 
fora  ce  quarré  , & que  la  valeur  de  h fera  incommenfurable , 
la  refolution  renfermera  le  cas  irréduflible  du  troifiéme  degré. 

Cette  remarque  fervira  pour  la  méthode  fuivantc. 

Seconde  Méthode. 

O N fuppofora  que  l’équation  generale  du  quatrième  degré 
«ft  -H  nx^  -H pxx  -4-  •4-  r = O,  & on  la  difpofcra  ainfi, 

— qx- — r. 

1°.  Il  faut  faire  en  forte  que  le  jxemier  membre  devienne 
un  quarré  parfait , en  confervant  cependant  l’égalité  entre  les 
deux  membres,  ce  qu’on  pourra  faire  en  introduifânt  une  in- 
déterminée A . 

On  fuppofera  que  la  racine  du  quarré  parfait , qui  fera  le 
premier  membre  de  Téquation  , eft  xx^\nx^^p^h^ 
dont  le  quarré  eft  «ar*  -♦»  pxx  4 «P-v  i PP 

2^xx  nhx  •*“  ph 
, •+■  i nnxx  M-  hh 

Afin  que  ce  quarré  foi't  égal  au  fécond  membre , il  faut  ajou- 
ter au  fécond  membre  les  quantités  ihxx  •+•  t PP 

^^nxx^  nhx  ph 
^hb 

.&  Fon  aura  l’équation  «mt*  •4“  pxx  -t-  ~ npx  ^ pp 

•+•  ^hxx  nhx  ■+“  ph 
•4-  i nnxx  M-  hh 

i=.ihxx  ^-7»pA:^ippJoub^cna^tiraotIaIaciocq^a^ée 
•+-  j nnxx  H-  nhx  •+-  ph 
— qx  hh 

— r 
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dcchaqucracmbrcpfAr-4-i»jf-t-|p=v'*+«iA** 

^ b ■^****  *+*  H»  ph 

►—  ÿX  ÀÂ 

^ T 

2".  Il  faut  maintenant  faire  en  forte  que  le  fécond  mem- 
bre devienne  auffi  un  quarré  partit , de  manière  pourtant 
que  ce  quarré  foit  égal  au  fécond  membre , & par  confe- 
quent  au  premier , & qu'il  contienne  les  grandeurs  du  fécond 
membre  ob  fc  trouve  x , afin  qu’elles  fe  détruifent , & qu’il 
ne  refte  d'inconnue  que  l’indéterminée  i». 

Pour  le  faire,  on  fuppofera  que  la  racine  de  ce  quarré 

parfait  égal  au  a*  membre  eft 
dont  le  quarré  eft  ^ hhxx>^^  i »npf 

H*  iixx  «+-  »hx  af-  nnpb 
^mnbk 
— 

- 

nnt^lh 

On  pourra  fuppofer  ce  quarré  égal  au  fécond  membre,  à 
caufe  de  l’indéterminée  h,  à laquelle  on  peut  concevoir  une 
valeur  propre  à les  rendre  égaux  ; on  aura  donc  cette  équa- 
tion H-  Lnnxx  t^^npx’^^nnpp—  ^nnxx>^  ^npx.^*Xpp 
w^nhx  '^nnph  ^%hxx  ^nhx  ^fh 
^fx  0^nnhh 

r-r 

laquelle  fc  réduit  à nM’^nnpi^inxfji— 

r^inji^xpf  t—r  ' ''  > 

»^?r 

Cette  équation  étant  mife  en  ordre  par  rapport  à l’incon- 
nue h , l’on  aura  8A*  8/>bb  2nqb npq=o,  qui  eft 

2pph  — qq 
— 8fi6  — nnr 

une  équation  du  troifiéme  degré , qui  n’a  pour  toute  incon- 
nue que  rmdétetminée  if» , & qui  eft  comme  une  efpece  de 
réduite . On  trouvera  la  valeur  de  h lorfqu’elle  eft  commen- 
furable  par  ou  par  les  méthodes  du  3' degré.  On  peut 

donc 
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3onc  i.  prefênt  la  Tuppofer  comme  connue , mais  on  confer 
vera  b au  lieu  de  fa  valeur  pour  abréger;  abfi  b doit  être 
regardée  comme  connue . 

3*.  L’on  a par  ce  qiü  précédé  xx  »4«  i «a?  m-  i p 


H*  itxx  pH  xix  *f*  pb 
w‘* 


^ i »i»xx  i4*  -i  npx  *4^ 

1ht\hxx<i‘l*»hx 
r^ix 


t/ptnnph 

’—vmh 


xxpp 

— »M 
•b‘11 


^ ^ «H  * O**  ® ^0™^  l'équation 

* . , X np<^xh  — m 


WAf  ' 


du  a*  d egré  atx  i 

ou  bien  atat  j P7x  t P 


•4-/& 


2^ 
^o. 


T «P  "*“1 


2 i W»  2^ 

Onrefoudra  cette  équation  du  fécond  degré,  *&  l’on  aura  * 7f* 
deux  racines  de  l’équation  propofée  du  quatrième  degré . 
L'équation  du  fécond  degré , qui  contiendra  les  deux  autres 

racines,  fera  ata?  i «a; •*"  t P = o * 

•h  xV  î »»  •*■  2/&  •+■  6 ’ 

^ np  xb*  nb 1 

2b 

car  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond  degré  eft  la 
propofée  elle-même  *♦  -h  «*’  pxx  pH  jat  *l"  r = 0 1 en 
fuppofant  que  — »»**  —r 

^nnph  *^pb 
— i 

i^npq 

*~>f 
n»p|*  SA 

ce  qui  eft  évident  par  Féquadon  nubb  nupb  ^ nnfp 

— 2»fÔ  — »Pî 


nn 

U 
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a5o  Analyse  démon  tre'e. 
=hh-*‘ph’*‘^  fp — r,puifqu’il  n’y  a qu’à  tranfpofcr  r dans  le 
premier  membre , & la  quantité  qui  fait  le  premier  membre 
dans  le  fécond  membre. 

On  appliquera  cette /êconde  méthode  aux  exemples,  comme 
on  a fait  la  première,  fans  qu’il  foit  neceflaire  de  s’y  arrêter. 


S E C T I O N IV. 

Dé  la  réfoUéthn  des  équationt  du  cinqtnéme  & fixisme  degré  ^ i 

<ÿ  dis  autres  àegrés  plus  élevés. 

Avertissement.  | 

T I E s êquatÎOTS  des  degrés  plus  élevés  que  le  quatrième , 
viennent  rarement  en  ulâge  > ainfi  il  fuHira  de  donner  ici  les 
ouvertures  necelTaires  pour  les  relbudre  quand  il  s’en  prelêntera  , 
fans  entrer  dans  un  détail  femblable  à celui  où  Ton  ell  entré  i 

pour  les  autres  degrés  inferieurs , à caufe  de  leur  ufage  conti- 
nuel dans  les  Problèmes  de  Geometrie  > & même  les  métho- 
des qu’on  y a données  pourront  aider  à en  former  de  femblables 
pour  les  degrés  plus  élevés. 

J.  P R O B L É M E VII. 

1 1 3.  -*\ESOUDRE  les  e’quations  du  cinquième  & fsxiéme  degré  , 
même  des  degrés  plus  élevés. 

I. 

Lorfque  les  racines  font  commenfurahîes , 0»  du  moins  queîq  tune . 

O N fe  fervira  de  la  méthode  generale  de  la  première 
Seéliondu  quatrième  Livres  c’eftàdire  , on  divilcra  la  pro- 
polcepar  une  équation  fimple  fiite  de  l’inconnue  d^  la  pro'^ofee 
•4-  ou — chaque  divifeur  du  dernier  terme;  & s’il  y a quelque 
racine  commenfurable , on  trouvera  toujotlrs  une  des  ces  équa- 
tions hmples,  qui  fera  la  diviCon  fans  refte . On  opérera  enfui, 
te  fur  le  quotient,  comme  on  a fait  fur  la  propofée;  & fi  les 
racines  font  toutes  commenfurahîes,  on  les  trouvera  par  cette 
méthode  les  unes  après  les  autres  j s’il  n’y  en  a que  quelques- 
unes,  on  trouvera  enfin  pour  quotient  une  équation  du  moin- 
dre degré  que  la  propofée,  dont  on  trouvera  les  racines  par  les 
Problèmes  précedens,  fi  elle  ne  pafic  pas  le  4*  degré:  fi  elle  le 
pa(Te>  on  opérera  comme  dans  les  cas  qui  fui  vent . 
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asi 


larfque  les  racintt  étant  toutes  mcommenfurahles^  la  propofée 
ejl  compofée  d'équations  plus  fimples  commenfurables . 

On  réduira  toujours , par  les  Problèmes  de  la  troifiéme 
Seflion  du  quatrième  Livre , les  équations  compofées  aux 
équations  plus  fimples  qui  la  compofent,  lor/qu’elles  font  com- 
menfurablcs}  & enfuite  fi  ces  équations  plus  fimples  ne  pafl'ent 
pas  le  quatrième  degré,  on  les  refondra  par  les  Problèmes  des 
Sellions  precedentes. 

III. 

Lorfqiie  les  ceëjicients  des  équations  plus  fimples  qui  compofent 
la  propofee  ( qu’on  fuppofe  fans  incommenfurables ) 
renferment  des  incommenfurables . 

On  tâchera  de  trouver  des  équations  plus  fimples  indéter- 
minées , dont  les  coëficients  indéterminés  contiennent  des  in- 
commcnfurables , & dont  le  produit  fâfiè  une  équation  indé- 
terminée qui  foit  du  même  degré  que  la  propofée , & fans  in- 
commenfurables, comme  l’on  en  a vu  des  exemples  dans  la 
Seflion  précédente.  * On  comparera  les  termes  du  produit  *104. 
indéterminé  des  équations  compofantes,  avec  les  termes  cor-cr,  loj. 
' refpotjdans  de  la  propolce  ; & par  les  équations  particulières 
qui  naîtront  de  ces  comparaifons , on  déterminera  les  gran- 
deurs indéterminées  des  équations  compolântes , ce  qui  don- 
nera la  réfolution  de  la  propofée,  lorfqu’on  la  peut  trouver  par 
cette  voie. 

Après  les  ouvertures  qu’on  vient  de  donner  pour  relbudre  les 
équations  qui  pafient  le  quatrième  degré , on  ajoutera  une  mé- 
thode qui  convient  à tous  les  degrési  mais  comme  elle  deman- 
de des  calculs  rebutans,  ce  qui  la  rend  aflèz  inutile  dans  la  pra- 
tique, on  rappliquera  feulement  au  troifiéme  degré. 

Méthode  pour  réfoudre  les  équations  de  tous  les  degrés. 

..4O  N fuppoféra  une  équation  indéterminée  moindre  d'un 
degré  que  la  propofée  qu'on  veut  relbudre,  dont  l’inconnue 
foit  celle  de  la  propofée , qui  ait  une  indéterminée  pour  le 
coëficient  de  chacun  de  fes  termes , & deux  indéterminées 
linéaires  pour  Ibn  dernier  terme . Par  exemple , fi  la  propo- 

li  iJ 
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fte  cft  du  3*  degré , comme  a?’  — nxx  px  — = o | oa 
fuppofera  l'équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o. 

— b 

Si  la  propoféeeftdu  4' degré , comme  x* — nx^-^r‘pxx-—qx 
•t-  r = O,  on  fuppofera  l’équation  indéterminée  — fxx 

— b=o. 

— i 

Si  la  propofée  eft  du  5'  degré  , comme  — nx* 

. — qxx’^rx — ^ = o,  on  fuppofera  l’équation  indétermi. 
réc  X*  • — fx^  — gxx  — bx — i = oi  ôc  ainfi  des  autres. 

— 4 

Pour  abréger  le  calcul , on  £tra  d’abord  évanouir  le  fécond 
terme  de  la  propofée , ainfi  Ton  fuppofera  que  l’équation  du 
tioifiéme  degré , à laquelle  on  va  appliquer  la  méthode,  eût 
par  exemple , x*  — px  — q = o. 

On  cherchera  le  plus  grand  divifêur  commun  de  la  pro> 
pofee  & de  l'équation  indéterminée  xx  — fx  — g=.o; 


& l’on  continuera  l’operation  Jufqu’â  ce  qu’on  fok  arrivé  à un 
refie  oh  l’inconnue  x ne  foit  plus . 

On  prendra  dans  le  dernier  divifêur  oh  x efl  linéaire , & 
qui  a donné  ce  dernier  rcfle , la  valeur  de  at , & on  la  mettra 
à part.  Ce  dernier  divifêur  eft  — px  — ÿ = o,  & Ia  valeur 

"♦«  bx  ’^fb 
•¥-ffx 

de  X prife  dans  ce  divifêur , fuppofee  égal  à zéro,  eft  at  = 
, oa  fuppofera  le  refte  dans  lequel  x n’eft  plus  , 
égal  à zéro,  & on  ordonnera  l’équation  de  ce  rcfle  par  rapport 
h l’une  des  deux  indécciminées  du  dernier  terme  de  lëqua* 
tion  fuppofee  laquelle  on  voudra , qui  fera  l’inconnue  de  ce 
refte , & lion  aura  la  réduite  g*  — 2/>gg  •+•  ppb  = o. 

•*‘Xbgg— qpbg  — 2pbb 

— Pflg 

39fi  —Hf 

-4-  $qfb 

— qq 

On  fuppofêra  le  fécond  & le  troiCéme  terme  de  cette  ré- 
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cluite  chacun  égal  à zéro , & que  la  réduite  ell  elle«tnême 
égale  à zéro , ce  qui  donnera  trois  équations  particulières,  qui 
fcrviront  à déterminer  les  trois  indéterminées  h,  f,  g-,  fça- 
voir  h par  l'équation  qui  naîtra  du  fécond  terme  égal  à ze< 
ro , / par  celle  du  troifiéme  , & g par  la  fuppofition  que  le 
premier  terme  & le  dernier  font  enfemble  égaux  à zéro  ; 
ces  trois  équations  font  la  i'%  — ap  •+•  = ©>  ainfi  b — ~p: 

la  2*,  -^pp  — ^ph  — pff-^  ihb  ^ 3^/=  o ; la  Ÿ ,g>  -k-pph 
— 2pbh  — pfP)  h'  — p<ff  •+•  — qq  = o. 

Subdituant  la  valeur  de  h dans  la  fécondé  équation  » & la 
mettant  en  ordre  par  rapport  à l’indéterminée  / , on  aura 
l’équation  du  fécond  degré  ff — ^ = o > on  trouvera 
par  cette  équation  deux  valeurs  de  /,  la  première  f — 

V/  — J ’ Seconde,  /=  multipliant 

chaque  terme  de  — -t-  par  9pp  , l’on  changera  l’expreflion 
VmZII  en  celle^i , ^ 


iPf 


1 ^y/iqq-^p>  : 

SubUituant  la  valeur  de  h ôc  celle  de  f dans  la  troifiéme 
équation  particulière , qui  efl  g*  pph  — ipbh  — pffb  é* 
— pqf  iqfb  qp  — qq  — a , on  aura  g»  ^ ^ !£L 

I . / . « 

: O 


V »7 

d’où  l’on  dé- 


— 4îf  •+•  Jr  — 4f  X ^qq  — — 

duirag=>î^-  ^ -V.  4ÏÎ  X ±_V^qq-i^f. 

On  fubftitucra  les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  des  trois 
indéterminées,  f,g,  h,  dans  * = mais  pour  abré- 

ger 1 'expredion  Sx.  le  calcul,  on  laifferag  au  lieu  de  fa  valeur 

& l’on  aura  x — — î— — i — 

' . g ilî-  Jî.  X "4“  i î-  «r 

J O V?  ff  — ''  > 7 r • 

Cette  valeur  de  x eft  une  racine  de  la  propofée . 

Application  de  cette  méthode  â un  exemple . 

X'oUR  trouver  par  cette  méthode  la  racine  de;»*  — 24x 

— 72  = O,  on  fuppofera p = 24,&^  = 72;  & fubftituant 
ces  valeurs  de  p , 4,  l’on  aura  h = ^p  — 16. 

**•  v'i??  — ît/’’  = 2»,  & —y^jqq  — = — i8. 

. /==  -ïî-  f X ’^yljqq  — 7Vp>  = .».  8,  i”  valeur dc/. 

f = -ff  j Viqq  — iÿf  = 1,  a*  valeur  de/. 

’ * ür 
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On  trouvera  de  même  la  vaVur  de  j?  = ^ -îfi 

. V*  »7 

4?f  — 7^-  4?  X — ttP’  , en  fubftituant  les 

valei-is  défi,  comme  on  le  voit  ici  : ^ = — 2^244. 

— -^Ir  = — 4096.  — -H  4^  X H-  = 

- . . 348; 4inr.---çf  _ ^ _ iy  * 

42688;  & >4-  4^^  = -4- 2073^;  donc  — îal îfl 

7’-  •+■4?  X i‘1‘1 — ~tP^  — ïr^S2>  tirant 

la  racine  cubique  , on  aura  gz=  — 28  : c’eft  la  valeur  de  g 
déduite  delà  i'*  valeur  def  où  il  ya*4-v^^^7 — =^-2?. 
On  trouvera , Il  l’on  veut , une  icconde  valeur  de  ^ , en  le 

fervant  de  la  fécondé  valeur  de  / où  il  y a — >^^7 ^pf 

— 2^  ; en  voici  le  calcul  « 2073^. 

— 7r  -*■  4f  X — ==  12348;  ainfi-*-4^4 

— -;Î-  4Î  X — — :=  H-  33084  ; & _ îlfl 

““  donc  ^ H-  4^ 

X — y/ if?  — T7  / = 2744  ==  ; tirant  la  racine  cubi- 
que , on  aura  g ■=.  14  ; c’elt  la  fécondé  valeur  de  g déduite 

de  la  2*  valeur  de/,  dans  laquelle  il  y a — v^ïff-— ïVP 
= —28.  Apre's  avoir  trouvé  les  valeurs  de /,  g,  A,  on  les 
fubliituera  avec  celles  de  p,  dans  lequation  de  la  racine 
mife  à prt  x = > obfervant  que  fi  l’on  fubftitue 

la  première  valeur  üe^  = — 28  , il  faut  fubftituer  à même 
temps  la  première  valeur  dc/= -4-  8 ; & que  fi  l’on  fubfiitue 
la  fécondé  valeur  de^  = -4-  14,  il  faut  fubftituer  à même 
temps  la  féconde  valeur  de/  = -t-  u & l’on  trouvera  toujours 
que  la  racine  de  la  propofée  eft  at  = -♦-  <5.  Ce  qui  était  propofi. 

Démontrât  ion  de  cette  méthode, 

XjE  dernier  divilêur  — px^  gx  hx  ffx  — 

fh=z  O,  d’où  l’on  déduit  x — , qui  donne  par 

la  fuppofition  un  refie  égal  à zéro , étant  déterminé  par  la 
fuppefition  des  valeurs  des  trois  indéterminées/,  g,  h,  qu'on 
trouve  en  fuppofant  la  réduite  égale  à zéro,  & chacun  de 
fes  deux  termes  moyens  aulli  égal  à zéro;  ce  dernier  divU 
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fcur , dis-je , dans  lequel  l’inconnue  x cfl:  linéaire  , étant  de- 
venu déterminé  , eft  nccelïaircmcnt  un  divifeur  cxa£l  de 
l’équation  propolée  , puilque  par  la  démonftration  de  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
équations  qui  ont  la  même  inconnue , il  eft  un  divifeur  exaâ 
de  la  propofée  & de  1 équation  feinte  ou  indéterminée  xx 
. — fx  — ^ = O , lorfqu’elle  eft  devenue  réelle  & déter- 
— b 

mince  i car  il  ne  laifTe  point  de  refte , ou , ce  qui  eft  la  même 
chofe,  il  lailTe  un  relie  égal  à zéro.  Mais  une  équation  où  x eft 
linéaire,  de  qui  divife  exaélement  la  propofee,  en  contient  une 
racine  par  la  formation  des  équations . La  mc-thode  fait  donc 
trouver  une  racine  de  la  propofee . Ce  ^u’il  fallait  démontrer . 

Remarques  fur  cette  méthode . 

I. 

T i’A  R T de  cette  méthode  confi  fte , i” , à pouvoir  reprefen- 
ter  par  le  moyen  des  indéterminées  y,  g,  b,  une  équation 
XX  — fx  — g -=^Of  moindre  d’un  degré  que  la  propofee , 

qui  ait  une  racine  commune , c’eft  à dire  un  divifeur  com- 
mun ou  X foit  linéaire , avec  la  propofée  ; a“  , à trouver  ce 
divifeur  commun  par  la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun  , d’une  maniéré  indéterminée  > 3“ , à pou- 
> voir  déterminer  , en  fuppofânt  que  ce  dernier  divifeur  com- 
mun ne  laifle  aucun  refte,  par  le  moyen  du  refte  fuppofé 
égal  à zéro , & chacun  de  fes  termes  moyens  aufli  égal  à 
zéro , les  valeurs  des  indéterminées , g , A , propres  à rendre 

réelle  l’équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o , qui  a 

— b 

une  racine  commune  ou  un  divifeur  commun  avec  la  propo- 
fée dans  lequel  x eft  linéaire , & propres  auftî  à rendre  réel 
ce  divifeur  commun  qui  contient  une  racine  de  la  propofee. 

II. 

Quand  on  a trouvé  les  valeurs  des  indéterminées/,  g, 
il  eft  d’ordinaire  plus  court  de  les  fubftituer  immédiate- 
ment dans  l’équation  indéterminée  de  la  valeur  de  la  racine 
X = , que  de  fe  fervir  de  la  formule  x ==— — ^^&c. 
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III. 

On  a mis  deux  indéterminées  ^ au  dernier  terme 
de  l’équation  indéterminée  xx  — /r  — g = o ; pareeque 

. — b 

fi  l’on  n’en  mettoit  qu’une  feule , on  trouveroit  une  réduite 
dont  le  fécond  terme  n’auroit  qu’une  feule  grandeur , ce  qui 
obligeroit  à faire  évanouir  ce  fecond  terme , & demanderoit 
un  plus  long  calcul. 

IV. 


La  valeur  de  / contenant  la  grandeur 
eft  imaginaire  quand  vf/»’  furpafle  , cette  méthode  n’eft 
utile  que  quand  ? furpafle  ou  quand  il  y a 
ainfi  cette  méthode  fait  à la  vérité  toujours  trouver  une  for> 
mule  de  la  racine  qu’on  cherche,  mais  cette  formule  contient 
dans  plufieurs  cas  des  exprefllons  ima^naires  lorfque  la  raci' 
ne  eft  réelle. 

V. 

Cette  méthode  s’étend  à tous  les  degrés,  pourvu  qu’on  ail- 
le  de  fuite;  car  fi  on  l’applique  aux  degrés  les  plus  élevés,  on 
verra  que  pour  trouver  la  première  indéterminée  par  l'équa* 
tion  du  fecond  terme  de  la  réduite  fuppofé  égal  à zéro,  l’équa* 
tion  à réfoudre  fera  linéaire;  l’équation  du  3*  terme  de  la  ré* 
duite  fuppofé  égal  à zéro , qui  fert  à trouver  la  fécondé  indé* 
terminée,  fera  du  fecond  degré;  l’équation  du  4*  terme,  qui 
fervira  à trouver  la  trdfiéme  iodéterminéej  fera  du  3*  degré; 
Sx.  ainfi  de  fuite. 


Remarques  fur  lei  Prohftmet  précedeutt, 

L 

J y ^ X-i®  5 Problèmes  de  ce  Livre  ne  fervent  pas  feulement  à re- 
'foudre  les  équations  compofeec  qui  n’ont  qu’une  inconnue,  ils 
fervent  auffi  à refbudre  celles  qui  ont  deux  ou  plufieurs  in- 
connues; car  dans  ce  cas  il  faut  les  regarder  comme  des  gran- 
deurs connues,  excepté  une  feule , par  rapport  à laquelle  l’é- 
quation fera  ordonnée,  & enfuite  réfoudre  l’équation  par  les 
Problèmes  de  ce  Livre. 

IL 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  commenfurables  des 
équations,  de  quelque  degré  qu’elles  puiflent  être  , par  la 
méthode  generale  du  quatrième  Livre . On  peut  toujours 
, trouver 
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trouver  les  racines  des  équationa  du  fécond  degré  , quoi- 
qu’elles fbicnt  incommenfurables  , par  le  premier  Problème 
de  ce  Livre.  On  peut  trouver  celles  des  équations  du  3*  de- 
gré quand  elles  font  commenfurables  & inconunenfurables  , 
excepté  dans  le  feul  cas  irréduftible , où  toutes  les  racines 
font  réelles  & incommenfurables  ; car  on  a vu  que  la  for- 
mule de  la  radne  dans  ce  cas , renferme  des  exprefïïons  ima- 
ginaires, qu’on  ne  peut  pas  faire  évanouir  par  les  Problèmes 
de  la  fécondé  Sedlion. 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  des  équations  du  qua- 
trième degré , excepté  dans  les  cas  où  la  réfolution  renferme 
le  cas  irréduéiible  du  troifiéme  d^ré,  pr  les  Problèmes  de 
la  troifiéme  SeéUon.  On  a auffi  donné  plufïeurs  ouvertures 
pour  trouver  les  racines  des  équations  des  degrés  plus  élevés 
que  le  quatrième,  dans  cette  &âion. 


SECTION  V. 

Oà  Fon  explique  la  manière  de  trouver  let  racines  des 
grandeurs  complexes  incommenfurables , par  le  moyen 
des  équations. 

D e' FINITION. 

AND  une  grandeur  complexe  contient  plufïeurs  gran- 
deurs incommenfurables,  ou  feules,  ou  avec  des  grandeurs 
commenfurables,  comme  t>^a  t^Cf  ou  4 -4-  t^b,  &c. 

chacune  des  grandeurs  incommenfurables  differentes  eft  un 
terme  de  la  grandeur  complexe;  & quand  il  y a des  gran- 
deurs commenfurables , elles  ne  font  toutes  enfëmble  qu’un 
feul  terme  de  la  grandeur  complexe  s ainC  4 contient 
deux  termes;  de  même  4 é -t-yc  ne  contient  que  deux 
termes;  1^4  y'i  A-  y'c  contient  trois  termes  ; & ainfi  à 
l’infini.  Une  grandeur  complexe  incommenfurable  qui  a deux 
termes,  s’appelle  un  binôme;  quand  elle  a trois  termes,  un 
trinôme  ; quand  elle  en  a quatre , un  quadrinome  ; & ainfi 
de  fuite  ; a b t/'c  cA  un  binôme  ; i^a 
eft  trinôme,  &c. 


Kk 
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PROBLEME  VIII 

I 6.  R OVVER  U racine  z* , 3* , 4* , Ùe.  d'âne  grandeur 
ctmpJene  hcommenfuraile . 

METHODE. 

I*.  Jl  fsmt  fuppofcr  une  grandeur  complexe  incommenfu. 
nble,  qui  repielênte  par  des  grandeurs  indéterminées  la  ra* 
cine  de  la  propofée  qu’on  cherche;  cette  grandeur  qubn  fup> 
pofe  doit  avoir  ces  conditions:  1*.  qu'il  y ait  une  indétermi- 
née dans  chaque  terme  de  la  grandeur  qu’on  fuppolê  repre> 
iênter  la  ncioe  qu’on  cheidie:  a*,  qu’en  élevant  cette  grao» 
deur  fuppolée  li  la  puilTance  dont  l’expoiant  eft  celui  ^ U 
xacinc  qu’on  cherche;  c*eil  à dire,  l'élevant  auquarré  fi  ou 
cherche  la  racine  quatrée  ; à la  troifiéme  puifTance  , û 00 
cherche  la  racine  cubique,  &c.  la  grandeur  complexe  incom- 
snenfurable  qu'on  trouvera , ait  precifément  le  même  nombre 
-de  termes,  oc  difpofés  de  la  même  maniéré  & avec  les  mê- 
mes lignes  que  la  propofée  i c’efl  à dire , fi  la  propofée  eâ 
un  binôme,  ôc  qu’on  en  cherche  la  racine  quarrée  , il  faut 
fuppofêr  une  grandeur  complexe  qui  reprefente  la  racine,  tcî. 
le  que  fbn  quarré  fbit  un  binôme  fêmblable  ; 11  la  propofée 
-ell  un  trinôme,  que  le  quarré  de  la  fuppofée  Ibit  un  trinôme 
lêmblable;  11  l’on  cherche  la  radoe  cubique  de  la  proplèe  , 
que  la  tre^éme  puiflànce  de  la  grandeur  fuppclée  fait  un 
fcinome,  un  trinôme,  &c.  fcmblable  à la  propofée  ; 11  elle 
e(l  un  binôme,  un  trinôme,  &c.  cette  condition  doit  reglet 
les  lignes  radicaux  de  la  grandeur  qu’on  fuppolcra  reprelêiv 
ter  la  radoe;  cet  lignes  radicaux  doivent  avtâr  ordinairement 
les  mêmes  expolânt  que  dans  la  propofée;  c’efl  à dire,  11  les 
lignes  radicaux  de  la  propofée  font  v^,  ceux  de  la  grandeur 
fuppolée  doivent  être  pour  l’ordinaire  ^ ; 11  les  lignes  radi- 
caux de  la  propofée  font  / , ceux  de  la  grandeur  fuppolée 
doivent  auïïl  être  pour  l'ordinaire  ^ , &c.  il  y a pourtaoc 
quelque  cas  oh  ils  doivent  être  diHerens. 

a°.  Il  riiut  Élever  au  quané  la  grandeur  luppofée , û l’oii 
dwrche  la  tacine  quarrée  de  la  propofée  ; à la  troiriéme 
puiffanoe,  11  l’on  cherche  la  racine  cuÛque;  de  ainll  de  fuU 
te>  & fuppofanc  que  la  grandeur  complexe  sûnll  élevée  te> 
prelênte  h propoTi^  , on  les  comparera  Tune  avec  l’autre 
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eerme  à terme;  c’eü  à dire,  od  fuppofcra  les  termes  de  l’une 
^aux  aux  termes  oorrefpondans  de  l’autre  ; ce  qui  donnera 
]a  équations  particulières  propres  à trouver  les  valeurs  des  in^ 
déterminées  qu’on  a fuppolées . 

3".  On  réduira  toutes- ces  équations  particulières  à une  lêu- 
k qui  ne  contienne  pour  inconnue  qu’une  feule  des  indéter* 
minées  qu’on  a fuppo/ées,  & on  trouvera  les  valeurs  de  cet- 
te indéterminée  par  les  Problèmes  précedentsi  & par  le  moyen 
de  cette  valeur,  on  trouvera,  en  fe  fervant  des  équations  par- 
ticulières qu’a  donné  la  liappoCtion  des  termes  correfpandan» 
égaux,  les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  qu’oo  a fup< 
poféess 

4*.  On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  des  indétermi- 
nées dans  la  grandeur  complexe  indéterminée  qu’on  a prife 
pour  reprefenter  la  racine  düe  la  propofée  qu’on  cherche»  & 
après  ks  ûibiUtutions , elle  fera  la  racine  qu’on  chereboit. 

R E M A R Q_U  E . 

l’indéterminoe  qui  iërt  d’inconnue  à l'équadoo  <fu-  ttoilîé- 
me  article,  qui  ne  contient  qu’une  feule  indéterminée,  a ^u- 
£eurs  valeurs  réelles  , chacune  de  ces  valeurs  pourra  fervir  à 
trouver  la  racine  qu’on  cherche. 

: Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s’éclaircira  par  rapplicacioi» 
qu’on  en  va  &ire  a des  exemples  . 

Exemple  I. 

Po  U K trouver  la  racine  quarrée  du  Knome  7 1^4^  ; 

1° , on  fuppofera  que  le  binôme  reprefeote  la  racu 

BC  qu’on  cherche , f Sc  g font  des  grandeurs  indéterminées . 
2*.  On  êlevera  au  quarré , & l’on  aura  ff  -*•  g 

qui  eft  un  binôme  fêmblable  au  propofé,  en  prenant 
la  grandeur  commcnfurabic  ff  •*“' g.  pour  un  fcul  terme  da 
binôme  ^ tfr^g  . On  fuppofera  que^-t-  g 
reprefente  le  binôme  propofé  -4-  7-4-1/48^,  & que  les  termes 
correfpondans  font  égaux  fçavoir  la  grandeur  commenfu< 
rabie  ff  g égale  à la  grandeur  comraenfurable  -4*  7 , 6c 
rincommenfurable  -4-  zfî^g  égale  à l’incommcnfurable  1^48 . 
On  a donc  les- deux  équations  particulière»  1" , ff  -4-  g = 7;. 
a®,  *4-  i^g  = . 3*.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on- 

élevera  au  quarré  chacune  de  ce»  équations  , & l’oa  au  ta 

Kk  ij. 
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/+  -t-  iffg  •^gg  = 4P,  6c  4ffg  = 4§ . On  ôtera  le  premier 
membre  é^ffg  du  premier  membre  f*  -+■  iffg  gg , & le 
fécond  48  du  fécond  49  ; <Sc  l’on  aura  /+  — ■ ijfg  ^ ^ = 49 

— 48  = I j tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , 

on  trouvera  ff  — g = = i , d’où  l’on  déduira  g=ff 

— I.  On  fubftituera  cette  valeur  dc^  dans  l'équation^ •+•  g 

1=  7,  & l’on  aura  2ff  — i = 7,  d’où  l’on  déduira  ff  =z  4^ 
& / = 2 i mettant  cette  valeur  de  ff  dans  g=ff  — 1,  on 
trouvera  ^ = 5 . 4°.  On  fubftituera  les  valeurs  de  f &.  de  g 
dans  f t^g  , qui  reprefente  la  racine  qu’on  cherche  , & 
après  les  fubftitutions  l’on  aura  / ^ y'g  = 2 > c’eft 

la  racine  quarrée  de  7 1^48  que  l’on  cherchoit . 

Exemple  II. 

Pour  trouver  la  racine  quarrée  de — — 8,  i",  on 
fuppofera  que  — g reprefente  la  racine  qu’on 

cherche  f Gc  g font  indéterminées  . 2°,  On  élevcra  -*■  f 
^ au  quarté,  & Pon  aura  ff  — g 2^  — g ( par 

la  fuppolîtion)  = — i •+•  1/  — 8,  on  fuppofera  ff  - — g — 

— I,  & iff'  — g^"*"  ^ — 8.  3“.  Elevant  chacune  de 
ces  équations  au  quatre,  on  trouvera  f*  — 2ffg  ^ gg  = 

& 4jfg  = 8;  on  ajoutera  enfêmblc  ces  deux  équations , & 
l’on  aura  ff  2ffg  gg  = p\  tirant  la  racine  quarrée  de 
chaque  membre,  on  trouvera  ff g = 3 , d’où  l’on  dedui- 
rag  = 3 — ffion  fubflituera  cette  valeur  de^  dans  ff — g 
= — I,  & l’on  aura  iff  = 2,  ff=.  i , & /=  r,  on  fubftir 
tuera  cette  valeur  deff  dans  g = $ — ff»  & Pon  trouvera 
g=  2.  4°.  On  fubftkuera  les  valeurs  de  f & de  g dans  / -4-v^. 
— g,Ôc  l’on  aura/ — g = i-*-  ^ — 2.  C’eft  la  raci- 
ne quarrée  de  — i / — 8 que  l’on  cherchoit , 

E X E M P L E IIL 

Pou  R trouver  la  racine  quarrée  du  quadrinome  10  4-  yf  24 
4- v^40 -4- yf 60 : 1®,  on  fuppofera  queÿ/-*->/^4-y^ieft  l'cx- 
preffion  indéterminée  de  cette  racine;/,^,  b,  font  indéternii- 
nées.  2®.  On  élevcra  >//  •*r•^/g•*•  y/ b au  quarré  , & l’on  au- 
ra y-4- g -4-2  -+•  2./fb  2^gb  = (par  la  fuppofition) 

=10  -4-  y 24  4-  ^40  -+-  v/6o;  en  comparant  les  termes  cortef- 
pondans , on  aura  les  équations  fuivantes:  1",  — 

»*>  Wff~y/4o\  3®,  2y/gb  — y/(,o  \ 4%/4-g4-i>=  IQ 
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3*.  Pour  degnger  les  indérerminées  qu’on  regarde  comme 
des  inconnues  , on  ôtera  les  incommenfurablcs , & l’on  aura 

, 4^  = 24 } 2' , 4/É>  = 40;  3‘ , ^gh  = 60.  On  trouvera 
par  la  i"/=  7 , & par  la  2 • , ; par  confequent  j , 

6céb  = icg,<Scg  = -Ÿ-.  Par  la  3%  on  trouvera  ^ = -^-5  par 
confequent  d‘oh  l’on  déduira  bb  = 2^ , ôc.  h = ^, 

On  mettra  cette  valeur  de  b dans  g = , & l’on  trouvera 

g = $.  On  fubftituera  cette  valeur  de  g dans /=  j,  & l’on 
aura f—  2.  Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant 
trouvées,  on  les  fubftitucra  dans  la  4*  équation  f^g-^b 
— loj  & comme  l’on  trouve  a *♦-  3 5 = 10,  c’eft  une 

marque  qu’on  a découvert  les  véritables  valeurs  des  indéter- 
minées. 4°.  On  fubflituera  ces  valeurs  dans  i/'f  -4-  y^g^y^b^ 
& l’on  aura  Ka , pour  la  racine  que  l’on  cher- 
choit  de  10  >^24 1/^40 1^60 . , 

Avertissement.,^  . 

■J[' 00  T r article  ^6  contient  des  exemples  où  l’on  trouve 
par  cette  méthode  la  racine  cubique  d’im  binôme  qui  n’a  que 
le  ligne  radical  ainh  il  e(t  inutile  d’en  mettre  ici  d’autres 
exemples . 

Pour  trouver  la  racine  4*  d'une  grandeur  complexe  in- 
commenfurable  , il  faudra  d’abord  chercher  par  la  méthode 
la  racine  a"  de  la  propofée  > & enfuite  la  racine  2*  de  la  ra- 
cine qu’on  vient  de  découvrir,  ôc  elle  fera  la  racine  4' de  la 
propolce. 

De  même  pour  trouver  la  racine  6'  d’une  grandeur  comple- 
xe incommenfurable  , il  faudra  d’abord  chercher  la  racine  2* 
de  la  propofée , & enfuite  la  racine  3'  de  cette  racine , & elle 
fera  la  racine  6"  de  la  propofée . 

Pour  en  trouver  la  racine  9' , on  cherchera  d'abord  la  raci- 
ne 3*;  & enfuite  la  racine  3' de  cette  racine,  & elle  fera  la 
racine  9*  de  la  propofée;  & ainfi  des  autres  racines  dont  l'cx- 
pofant  peut  fe  divifer  par  des  nombres  entiers. 

Exemple  IV. 

Pour  tronvet  la  racine  3' de  3 ^^324*4-/486,  i%oo 

fuppofera  que  l’exprefTion  indéterminée  de  cette  racine  eft 
//-♦-/g;  2®,  on  prendra  la  troiCéme  puiflânee  de  cette 

Kk  iij 
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exprcffioD  & Ibn  aura  i^ffg  ^ pour  Vcx. 

preüion  indêtcrmicce  de  la  propofée  ; on  fuppofera  leur» 
termes  corrc/pojKlans  égaux  , & l’on  aura  les  trois  équations 
fuivames:  i“, = yi  i*, 

= ^^486. 3 . Pour  dégager  les  indéterminées,  on  ôtera  les- 
incommenfurable»  de  la  îeoonde  & troiliéme  équation  ôc 
l’onj^ura  ^ur  la  fécondé  27^^  =324;  doù  l’on  déduira 

ffg  — 12,  on  aura  pour  la  troijGémc  27^  = 486 

d’eù  Ion  déduira  = 18 , & /=  . On  prendra  k va- 

leur  de  gg  dans  l’équatioo  g = ^,  & l’on  aura  gg  = '-4A  j. 
& on  la  fubftituera  daos/=  ^ & l’on  trouvera  /=  ^ , 
qui  fe  réduit  à /=  Ç , qui  donnera  />  = 8 , de  /=  a!  *Ôa 
fubflitucra  la  valeur  de  )f  = 4 dans  g = , de  l’on  aura 

3 • valeurs  de  toutes  les  iodétertninées  étant  dé- 
couvertes, on  les  fubnitucra  dans  la  première  équation  jF"V*g 
= 5;  de  comme  l’on  trouve  5 = 5,  c’eft  une  marque  qu'on 
a découvert  les  véritables  valeurs  de/dc  de  g ; 4* . On  les  fub- 
llituera  dans  1 exprcllion  indéterminée  de  la  racine  qu’on  cher- 
che, & Ion  aura\l'/H->Kg,=s:dï'2:H-^3,;  c’cûlaracinc  que 
Ion  chcrchoit. 


Exemple  V. 

Pour,  trouver  la  racine  5*^  de  ^ K'5808,  r*,  on  fuppo. 

lcra  que  f v'g  cft  l’exprelTisn  indéterminée  de  cette  raci- 
oc  ; 2®,  on  l’élevera  à la  y*  puiflànce , de  l’on  aura  f ^ lopg 

5/^  ■<-  ioffg  •^gg^y'g,  pour  l'expreflion  indéter- 
minée de  la  prtçxjféc.  On  fuppolcra  leur»  termes  corref- 
pondans  égaux , & l’on  aura  ces  deux  équations;  lof  'g 

•J*;  ^fig  = ; 2* , s/' ioffg-¥-gg  X »<g =»^5 808 ; 3°.  Pouc 

dégager  les  indéterminées,  on  élevera  chacune  de  ces  équa- 
tions au  quarré , de  l’on  aura  pour  la  première  /**  -4-  iofg 
ioo/»;gJ  H-  2^ffg*-=  5776;  & pour  la  féconde, 
2sfg  ioo/‘gg  I tof*g>  -4-  Zoffg^  -^g^  = 5808 . On  ôtera 
la  première  de  ces  équations  de  la  féconde,  de  l’on  aura  le 
Kftc  — /*•  -t-  ^Pg  — lofgg  -4-  lofg»  — 5ffg*  -*‘ g'  = 32  . 
Le  premier  membre  de  cette  équation  cft  la  s'  puilfance  de 
^ Je  fécond  cft  la  5*  puiflànce  de  2 \ aiofi  tirant 
la  racine  5*  de  chaque  membre,  on  aura  — 
d’oîi  l’on  déduira  g—ff-^x,  &g£  4.  Op< 
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fubftituera  ces  valeurs  de^&  de  ^ dans  y' 5^ 
=76,  & l’on  trouvera  l’équation  léf-t-  ^of  ■+■  20/ — y 6 
= 0,  qui  fc  réduit  en  divifant  par  4,  à 4/'  toP  5/ 
— 19=0,  qu’on  transformera , en  fnppofânt  / = A , en 
b'  •*“  4oi*  320b  — 4864  = 0,  qui  a pour  divifêur  cxaél 
b — 4=0;  ainfi  b = ^,ôcf=~=t.  On  fubftituera  la 
valeur  de/ dans^  = 2 , iSc  l’on  trouvera  ^ = 3.  4*.  On 

CubfHtuera  les  valeurs  de  / & de  g qu’on  vient  de  découvrir, 
dans  / i^g,  & l’txi  aura  f^y'g  = i v'g;  c’eft  la  racine 
5*  que  l’on  oherchoic. 

Cette  méthode  n’a  pas  belbin  'de  démonfh-ation , n’étant 
qu’une  application  de  la  méthode  qui  emplqye  les  indétermi» 
nées  dans  les  équations . 

Avertissement. 

T i’ex  traction  des  racines  des  grandeurs  complexes 
încommenfurabKs,  n’eff  pas  de  grand  ufagc  datu  les  Mathé- 
matiques; ainfi  il  fuffit  d’en  avoir  ici  donné  la  méthode  gene- 
rale; cependant  comme  l’-on  trouve  dans  l’application  de  cet- 
te méthode  pktfîeurs  difficultés , on  a cru  devoir  marquer  les 
principales , & indiquer  les  moyens  de  les  furmonter  dans  les 
remarques  fuivantes,  pour  ceux  quiauroient  de  la  oiriofité 
pour  cette  snatiete . 

R E M A R <^TT  £ S. 

I. 

* * J_j  A première  difficulté  qu’on  trouve , fur  ie  nombre  des 
termes  incommenfurables  qu'on  ckût  donner  à l’expreffion 
indéterminée  , qu’on  fuppofê  reprefêntcr  la  racine  qu’on 
cherche  : fi  l’on  veut  fe  mettre  en  état  de  la  furmonter , il 
.huit  prendre  par  ordre  des  grandeurs  complexes  qui  ayent 
deux,  trois,  quatre  termes,  &c.  avec  le  ligne o>mme 

y'a’^y'b’^’V'C’t^y'df  & ainfi  de  fuite;le$ éle- 
ver par  (xdre  à la  puidance  a*,  3* , 4*,  dcc.  & remarquer  le 
xxnnbre  des  termes  qu’auront  ces  difiêreiites  pukTances , & en 
£üre  une  table ..  11  faut  faire  la  même  cfaofê  pour  les  graii- 
deurs  compiezes  aconoieorurables,  dont  les  fignes  radti^E 
feront &c.  ... 
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On  cottnoîtra  par  ce  moyen , quand  on  voudra  chercher  la 
racine  2',  3*,&c.  d’une  grandeur  complexe  inconrunenfura- 
ble , le  nombre  des  termes  qu’on  dcât  fuppofcr  dans  l’exprcflion 
indéterminée  de  la  racine;  car  ayant  remarqué  par  exemple, 
qu’un  binôme  a pour  quatre  un  binôme,  qu’un  trinôme  a pour 
quatre  un  quatrinome,  qu’un  quatrinome  a pour  quarré  une 
grandeur  complexe  de  Tept  termes , &c.  (on  fuppolê  qu’il  n’y 
a de  (igné  radical  que  ^ > ) quand  on  voudra  chercher  la  raci- 
ne quarrée  d’une  grandeur  incommenfurable , par  exemple  de 
lêpt  termes,  il  faudra  fuppofer  que  l’expreffion  de  la  racine  a 
quatre  termes;  & ainfi  des  autres.  11  faut  cependant  remar* 
quer  qu’une  grandeur  complexe  incommenfurable,  dont  les 
grandeurs  qui  font  fous  les  (ignés  radicaux  dans  tous  les  termes, 
n'ont  aucun  divHêur  commun  , étant  élevée  à une  puiffance 
quelconque,  cette  puifTance  aura  plus  de  termes  que  n’en  aura 
ime  (ëmblable  puilTance  d’une  autre  grandeur  complexe  in- 
commenfurable  d’un  même  nombre  de  termes  que  la  premiè- 
re, mais  dont  les  grandeurs  qui  font  fous  les  (ignés  radicaux» 
ont  des  divifêurs  communs . Par  exemple  le  quarré  de  »// 
“*■  termes,  mais  le  quarré  dcy^/ 

n’a  que  quatre  termes;  & le  quarré  de  — f 
•*‘y/f  n’a  que  trois  termes.  Ces  remarques  aide- 

ront  à déterminer  le  nombre  des  termes  que  l’on  doit  fuppo- 
fer dans  l'cxpreinon  indéterminée  de  la  racine  quon  cherche; 
& les  remarques  qu’on  pourra  faire  fur  les  (ignés  radicaux  des 
grandeurs  complexes  incommenfurables  qu’on  aura  élevées  aux 
pui(Tances  2',  3*,  4*,  &c.  ferviront  à faire  connoître  les  (ignés 
radicaux  qu’on  doit  fuppoferdans  l’expredioa  indéterminé  de 
la  racine  qu’on  cherche. 

II. 

La  fécondé  diflRcuIté  qu’on  trouve  en  cherchant  les  raci. 
nés  des  incommenfurables  complexes  fuivant  la  méthode , 
e(l  fur  la  comparaifon  des  termes  de  la  propofée  avec  les 
termes  correfpondans  de  fon  expreflion  indéterminée  ; car 
dans  la  plupart  des  cas,  furtout  lorfqulls  font  fort  oompofés, 
on  a de  la  peine  à bien  diftinguer  les  termes  correfpondans . 
Voici  ce  qu’on  doit  (aire  pour  ôter  cette  difficulté  : Il  faut 
prendre  par  ordre  des  incommenfurables  complexes  en 
nombres,  1",  avec  le  (igné  radical^; 2°,  avec  le  figned'; 
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& ainfi  de  Tuite  , & mettre  de  l'ordre  dans  les  termes  , met- 
tant , par  exemple , le  plus  petit  au  premier  terme,  celui  qui 
furpaflc  immédiatement  le  plus  petit , au  fécond  terme  ; & 
ainfi  de  fuite.  Il  faut  prendre  à meme  temps  une  incommen- 
fiirable  complexe  en  lettres  avec  les  mêmes  lignes  radicaux,  & 
qui  ait  le  même  nombre  de  termes;  par  exemple  fi  l’on 
prend  1/2  •4-1^7,  on  prendra  à même  temps 

f/'f  "4“  y' b -H  . Il  faut  élever  l'un  & l'autre  fuccefîl- 
vemeot  aux  puiflànces  2*,  3%  4*,  &c.  & fuppofant  que  les  let- 
tres du  quadrinome  littéral  répondent , félon  l'ordre  où  elles 
font,  aux  nombres  du  quadrinome  numérique,  & qu’elles  les 
reprefêntent , on  remarquera  avec  attention  dans  chaque  puif- 
fance , quelles  font  les  grandeurs  numériques  correfjxindantes 
aux  grandeurs  littérales;  ce  qui  fera  facile  à difiinguer:  on  re- 
marquera auffi  dans  les  puifiances  de  la  grandeur  complexe  nu- 
mérique, l'ordre  fuivant  lequel  il  faut  arranger  les  termes, 
afin  qulls  fbient  correfpondans  à l’ordre  naturel  des  termes  de 
la  fèmblable  puifiance  de  la  grandeur  complexe  littérale  . Si 
l’on  prend  la  peine  de  fe  rendre  ces  operations  familières , en 
faifânt  plufieurs  exemples  de  la  maniéré  qu’on  vient  de  Undi- 
quer  , on  difiinguera  aifément  en  pratiquant  la  méthode , quels 
font  les  termes  correfixxidans  de  l'exprcfTioa  indéterminée , & 
de  la  grandeur  propofee. 

III. 

Il  arrive  fouvent  qu’on  trouve  beaucoup  plus  d'équations 
particulières , qu’on  n’a  fuppofé  de  grandeurs  indéterminées 
dans  l’expreffion  indéterminifo  de  la  racine  qu’on  cherche; 
dans  ces  cas  le  plus  court  efl , quand  on  a trouvé  les  valeurs 
des  indéterminées  par  autant  d'équations  qu’on  a fuppofé 
d’indéterminées  , de  fubfiituer  ces  valeurs  dans  l’expreflion  de 
la  racine,  & de  l’élever  eofuite  à la  puifiance  de  la  propofée, 
c’efi  à dire  au  quarré,  fi  on  cherche  une  racine  quarrée  : à la 
troifiéme  puifiance , fi  on  cherche  une  racine  cubique , ôcc, 
car  fi  on  trouve  que  cette  puifiance  de  la  racine  qu’on  cher- 
che , foit  la  même  grandeur  que  la  propofée  , on  a trouvé  la 
racine  qu’on  cherchoit  ; fi  cela  n’arrive  pas  , il  fout  chercher 
d'autres  valeurs  des  indéterm'mées , & continuer  jufqu’à  ce 
que  cela  arrive. 
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IV. 

Quand  rindétcrminée  qui  fert  d’inconnue  à l’équation 
dont  il  eft  parlé  dans  le  troifiéme  article  de  la  méthode , 
qui  oc  contient  que  cette  feule  indéterminée  , quand  , dis-je  , 
cette  indéterminée  n’a  'pas  de  valeur  commeofurable  dans 
cette  équation  , il  faut  ceffer  la  recherche  de  la  racine  qu’on 
cherchoit}  & il  fuffit  de  mettre  au  devant  de  la  propofée 
le  ligne  radical  avec  l’e.xpofant  de  la  racine  qu’on  cher- 
choit ; par  exemple , fi  l’cn  cherchoit  la  racine  cubique  de 
\^a  , il  fufiiroit  d’écrire  ^ 

Exemple  VI, 

Où  l'en  fait  l'application  des  remarques  précédentes. 

Soit  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée  de  la  gran- 
deur complexe  incommcnfurable  15  -4-y^8  ^40, 

v'  140  56  -H  v^ao , qui  a fept  termes . 

1®.  Il  me  faut  chercher  une  grandeur  complexe  incommeo- 
furable , qui  reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  racine 
que  je  cherche,  & dont  le  quatre  ccnticnne  fept  termes:  Pour 
trouver  combien  cette  racine  elle-même  doit  contenir  de  ter- 
mes , j’élève  au  quarré  le  trinôme  , & trouvant 

que  le  quarré  ne  contient  que  quatre  termes,  je  prens  le  qua< 
drinomey-*«v^^-t.y^/r^.^/ j’cl’élcve  au  quarré,  ôt  trouvant 
que  Ibn  quarré 

^ Wgh  ■+■  2y/gi  •sf  ïy/hi.  Contient  lept  termes,  cela  me  fait 
juger  que  je  dois  fuppofer  pour  l’exprelTion  indéterminée  qui  re- 
prefente la  racine  que  je  cherche , un  quadrinome  iodéteriminé, 
comme l’élever  au  quarré,  & j’aurai 
ff-^g  2fy/h  -4-  a 2^gi 

-»•  ly'A/,  qui  reprefente  d’une  maniéré  indétetminée  la  gran- 
deur complexe  propofée  1 5 , &c, 

2®;  Pour  diliinguer  les  termes  correfpondans  de  ces  deux 
grandeurs  complexes,  l’une  littérale  & l’autre  numérique, 
que  je  fuppofe  égales , je  prens  un  quadrinome  numérique 
vi  ou  bien  i -4- ^2 -t- j •+■  yéj , que  je  range  de  maniéré 
que  la  plus  petite  grandeur  fbit  la  première  , & enfuite  celle 
qui  cft  immédiatement'  plus  grande  i & ainfi  de  fuite  : je  la 
fuppofe  reprefentée  par  le  quadrinome  littéral  f -4-Vg  •4-V'A 
de  maniéré  que /reprefente  reprefente /a , & 
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ainfi  de  fuite  : j eleve  l’une  & l’autre  au  quarré  , & ordon- 
nant les  termes  dans  le  quarré  numérique  dans  le  même  or- 
dre que  dans  le  quarré  littéral , je  trouve  ii  k'S  -h  v^i% 
■*“/20*4-v^24-*-»/4o-t-  qui  eft  reprelenté  par 

h i ^ ify'b  i-^gh  ^ ir^A/; 

& en  remarquant  avec  attention  les  termes  correfpondans  i 
je  vois  que  la  fomme  de  tous  lesquanés  des  termes  g 
-4-  h i y reprgfente  la  frmme  des  quarrés  des  termes  qui 
doit  être  1 1 ; que  ifi^g  reprelènte  v^8  ; 2 fy/b  reprefente  1 2 » 
& aind  de  fuite.  Cela  me  fait  voir  qu’il  faut  ordonner  les 
termes  de  la  grandeur  propofée  de  maniéré  qu’ils  aillent  de 
fuite  en  augmentant , 6c  elle  fera  1 s ^ ■/zo  •/iS 
•+■  v^40  ^ ^140;  & alors  les  termes  corrcfpondans 

feront  de  fuite  , & j’aurai  les  équations  fuivanres/jf •+■  b 
-♦-/=  ly,  2//g  = /8,  ify/b  = v^2o,  2//;  = /28,  2 /gb 
= v/40,  iVgi  = /j6,  t^bi  = ^140. 

3®.  Les  termes  correljxjndans  étant  ainfi  diftingués , il  ne 
faut  plus  que  dégager  les  indéterminées  regardées  comme 
inconnues , ce  qui  cit  facile  en  ôtant  d’abord  les  incommen- 
furables  , & opérant  enfuite  à l’ordinaire  ; & l’on  trouvera 
par  l’équation  4ffg  = 8 , que/)^  = f i par  l’équation  4^^» 
= 20  , que  ff=\i  par  con/equent  | = 6cg  = \ b ; 
on  trouvera  par  l’équation  4///  = 28 , que  ff='^  y par  con- 
fequent  j = 6c  g = ~ iion  trouvera  par  l’Ajuation 
4gi  = 40 , que  g = ^;  comparant  cette  valeur  de  g avec 
g = jh,  on  aura  ^ j h \ d’où  l’on  déduira  bb  = a j > 
6ch  = on  fubftituera  cette  valeur  de  h dans  g=:^b,  6c 
l’on  trouvera  g = 2 ; 00  fubfiituera  cette  valeur  de  g dans 
ff=^j,6c  l’on  aura  ff  = i , 6c  f = i ; enfin  on  fubfti- 
tuera la  valeur  de  g dans^  trouvera  1 = 7, 

On  fubftituera  ces  valeurs  de/,  g,  b,  <,  dans/ 

& l’on  aura  i •+•  v^2  >^5  vé;  pour  la  racine  de  la 

propofée  1 5 -t-  ^8  &c.  car  en  élevant  i y^2  -t-  ^5  /7 

eu  quarré  , on  trouve  la  propofée  i j -t-  , ficc. 

^ Exemple  VIL 

Po  U R trouver  la  racine  cubique  de  la  grandeur  complexe 
incommenfurable  10  >^3*4  ^486  -4-  ^ 540  Y 6480 

•+-/I1IS  ■+*yr35o-+-^202j,-qui  ahuit termes:  i*.ilme 
faut  chercher  une  grandeur  complexe  incommenfurable  qui 

L1  ij 
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reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  racine  de  la  pro- 
pose ; pour  la  trouver , j’éleve  un  trinôme  y/ b 

à la  troiliéme  puiflance  > & voyant  que  fa  troiüéme  puiflance 
f^g  i^fgg  z^ffh  •+■  (></fgb  i</g;gb 

^^fhh  H-  3 -yghb , contient  huit  termes , je  fuppofe  que  // 
^ l'è  reprelcnte  d’une  maniéré  indéterminée  la  raci- 

ne que  je  cherche  , & que  la  troifiéme  puiflance  /-H  g'^  b 
3 » *5^^.  reprefente  la  propofee . 

X*.  Pour  découvrir  quels  foot  les  termes  corrcfpondans  de 
la  propofée  & de  la  grandeur  qui  la  reprefente,  & que  je 
lui  fuppofe  égale  , jeleve  plufietirs  trinômes  numériques  , 
comme 

à la  troifie'me  puiflance}  & fàifant  mes  remarques  fur  les  troi- 
flémes  puifîances  de  tous  ces  trinômes,  que  je  regarde  com- 
me reprefentées  par/  g^  b-^  3^ ffg  , &c.  je  vois  que 

leur  plus  grand  terme  efl  reprelênté  par  6y^A,  & que  i^ggb 
reprelcnte  dans  quelques-unes  le  plus  grand  terme  apres  le 
précèdent , & que  dans  quelques  autres  il  cft  reprefenté  par 
■^■i/ghb  , & en  d’autres  par  l’yfhb. 

3*.  Je  compare  6/^i  avec  le  plus  grand  terme  de  la  pro- 
pofée , & j’ai  la  première  équation  6yfgk  = i/ 6480  \ je  com- 
pareVioay  avec  ^i/ghbj  & j’ai  la  iéconde  équation  ii/gbb 
= >^202  s ; je  compare  350  avec  i^fhb,  & j’ai  la  troidé- 
me  équation  3 ^'fbh  = ^1350;  je  dégage  les  inconnues  à l’or- 
dinaire , & je  trouve  /=2,'g  = },  h= 

4".  Jefubflitue  ces  valeurs  de/,  g,  h,  dans  la  racine  que 
j’ai  fuppofée , dSc je  trouve  //-♦-  y/g  ^h=4' 2 ^3  ^5, 

J’éleve  cette  racine  à la  troifléme  puiflance  , & je  trouve  que 
fâ  troifléme  puilTancc  cft  la  propofée  lo  /3Z4.+-,  &c.d’oh 
je  conclus  que  /z  ^3  ^5  cft  la  racine  de  la  propofée . 

Avertissement. 

la  troifléme  puiflance  de  la  racine  que  j’ai  trouvée  navoît 
pas  été  la  grandeur  propofée,  j’aurois  changé  la  féconde  & la 
troifléme  équation  en  comparant  ^•^ghl)  & 3//^  fucceflive- 
ment  avec  les  plus  grands  termes , jufqu’à  ce  que  j’eufle  trou- 
vé les  valeurs  des  indéterminées  de  la  racine  fuppofée , dont 
la  troifléme  puiflance  eût  été  la  grandeur  propofée , ce  quTl 
faut  entendre  dans  l’exemple  Axiéme^  & dans  tous  les  autres 
qui  peuvent  fe  preléoter. 
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ANALYSE  COMPOSÉE, 

O U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fe  réduifent  à des  équations 
compoiées . 

LIVRE  VI. 

De  Papproximation  des  racines  des  équations  numériques. 
AVER  TISSEMENT. 

On  a expliqué  dans  le  quatrième  Livre  la  maniéré  de  trou- 
ver les  racines  des  équations,  lorfqu  elles  font  commenfurablesi 
dans  ce  cas  , il  ell  inutile  de  les  chercher  par  approximation  : 
On  a aulTi  donné  au  même  endroit  la  méthode  de  réduire  une 
équation  compofée  aux  équations  plus  /impies  dont  elle  eft 
compofée , quand  les  produits  des  équations  linéaires,  qui  con- 
tiennent les  racines  pri/ês  deux  à deux  , ou  trois  à trois , &c. 
font  des  grandeurs  commenfurables  ; Enfin  on  a donné  dans  le 
cinquième  Livre  le  moyen  de  trouver  en  plu/îeurs  cas  les  ex- 
predions  incommenfurables , mais  exaéles , des  racines  incom- 
menfurables  des  équations  du  fécond  degré,  du  troifiéme,  du 
quatrième,  &c. 

On  va  donner  dans  ce  fixiéme  Livre  la  méthode  de  trouver 
les  valeurs  approchées  des  racines  incommenfurables  de  toutes 
ks  équations  compo/ees  numériques,  & le  moyen  d’approcher 
ces  valeurs  audi  prés  qu’on  voudra  des  racines  exaé^s , qu’on 
ne  peut  pas  avoir  dans  la  derniere  ju/te/Te. 

‘ On  expliquera  dans  le  feptiéme  Livre  les  méthodes  d’appro- 
xinutioo  des  racines  des  équations  littérales  ou  algébriques . " 

L1  iij 
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SECTION  I. 

Où  Ton  explique  Jet  priaciper  d'où  dépend  la  méthode  de 
trouver  pour  chaque  racine  d'une  équation  numérique 
compofée  , deux  grandeurs  , dont  l'une  fait  moindre  , & 
l'autre  plus  grande  que  cette  racine.  < 

. D e'  F I N I T I O N I. 

Les  grandeurs  entre lefquelles  /ë  trouvent  les  racines  d’une 
équation,  feront  nommées  les //«//«  de  ces  racines.  St 
l’on  fuppofe  , par  exemple  , toutes  les  racines  d’une  équation 
réelles  & inégales  , & que  l’on  nomme  par  ordre  la  première 
celle  qui  eft  la  plus  petite  ; la  féconde , celle  qui  eft  immédia- 
tement plus  grande  que  la  première , & ainfî  de  fuite;  d’au- 
tres grandeurs  dont  la  première  efl  moindre  que  la  plus  petite 
racine,  la  féconde  la  furpafle  , mais  elle  eft  moindre  que  la 
fécondé  racines  & ainfl  de  fuite  : ces  autres  grandeurs  font  les 
limites  des  racines . 

De' FINITION  II. 

AND  les  racines  d’une  équation  font  les  limites  des  raci- 
nes û’une  équation  propofée,  on  la  nommera  l’équation  des  li- 
mites. 

COROLLAIR  E. 

JjORSQüE  les  racines  d’une  équation  font  les  limites  des 
racines  u’une  antre  équation  , il  eft  évident  que  les  racines  de 
cette  fécondé  font  aufti  les  limites  des  racines  de  la  première 
équation. 

▲ 

THEOREME  I. 

I Première  Partie. 

1 I l’on  fubllltue  une  grandeur  connue  quelconque  pojitive y d la 

place  de  l'inconnue  dans  uneéqssation  compofée^  la fomme connue 
de  toutes  les  grandeurs  de  f équation  , après  la  fubflitution  , efl 
precijément  le  refte  tout  connu  qu'on  trouveroit  en  divifant  l’é- 
qiiat  'son  par  l'inconnue  linéaire  moins  cette  grandeur  connue. 

P A R exemple  , fi  on  fubftitue  la  grandeur  connue  pofitive 
•♦7  a dans  ar*  — nxx  px  q = o,  h fomme  toute  connue 
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<ji  — naa  •¥  pa  •tf  q qui  vient  de  la  fubflitution  , eft  preci- 
fémcnt  le  relie  qu’on  trouve  en  divifant  — nxx  px 
^ = O , par  flf  — 4 = O ; car  en  faifant  la  divifion  , 


r^Mx^-n» 


comme  on  le  voit  ici,  < ^ y r 

on  trouvera  que  le  S 

relie  de  la  divifion  *4« 

ell  4’  — »44  ^ pa  ^ q. 

Il  n’y  a qu’à  faire  plufieurs  operations  femblables,  & fe  les 
rendre  familières,  pour  en  voir  la  railôn,  qui  paroît  par  l’ope- 
ration même. 


Seconde  Partie  do  premier  Théorème. 
l'on  fubfiitue  me  grandeur  négative  — & à la  place  de  Tin- 
connue  dans  une  équation,  la  fomme  toute  connue  qui  naîtra  de 
la  [uh/iitutioriffera  precijément  le  refie  tout  connu  qu  on  trouve- 
ra en  divifant  la  meme  équation  par  x a = o. 

Xl  n’y  a qu’à  faire  l’operation  pour  en  découvrir  la  raifon . 
CoROLL  AIRE. 

Xl  fuit  de  ce  Théorème  que  c’ell  la  même  chofe  de  fubllU 
tuer  une  grandeur  ou  — 4 au  lieu  de  l’inconnue  dans  une 
équation  , ou  de  divilèr  cette  équation  par  l’inconnue  moins 
ou  plus  la  grandeur  4,  & que  l’un  revient  à l’autre,  puilqu’on 
trouve  la  même  chofe>  ce  qui  fe  doit  entendre  dans  la  fuite. 

A 

THEOREME  II. 


Première  Partie. 

ï I 9 ■ i/  ^ fottttne  toute  connue  qui  vient  de  la  fuhfUtutson  d une 
grandeur  connue  pofstive  quelconque  •*‘A,àla  place  de  T'mcon- 
nue  d’une  équation , par  exemple  x’  — nxx  px  •+■  q = o , 
precifément  le  dernier  terme  de  la  transformée  qu'on  trouve- 
roit  en  fuppofant  x = Z -4-  a , & mettant  z^zau  lieu  de  x 
dans  l’équation, 

A R cette  transformée  feroit  3 aati  4* 

— »*r  = o — nii  — a»4? — naa 
^px  = •♦■p'* 

dans  laquelle  on  voit  que  le  dernier  terme  4’  — naa^  pa 
•v>  q , ell  precilément  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitutioa 
de  4 au  lieu  de  at,  dans  la  propofée. 
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11  nV  a q'û’à  le  rendre  cette  operation  familière  par  plufieurs 
exemples,  pour  en  voir  la  raifon , qui  paroît  par  l'operation 
meme. 


Seconde  Partie  du  fécond  Theorême. 

T fotnme  toute  connue  qui  viendroit  de  U fuhfiitution  de  la 
grandeur  négative  — a,  au  lieu  de  x dans  une  équation , ferait 
precijément  le  dernier  terme  de  la  transformée,  quon  trosiveroit 
en  fuppofant  x = z — en fuh^ituant  dans  la  propofée  z — a 

au  lieu  de  x. 

Xl  n y a qu’à  faire  l’operation  pour  en  voir  la  raifoa 


A 

THEOREME  III. 

I lO,  racines  de  la  transformée  d'une  équation  quelcenque  , 

qui  vient  de  la  JubJlitutson  de  z •‘t' z ■=■  x,  à la  place  de  Fin- 
connue  X , font  les  racines  mêmes  de  la  propofée  } mais  les  raci- 
'‘î^.nes  pofstives  de  la  propofée  font  diminuées  de  la  grandeur  a * 
dans  la  transformée,  & les  racines  négatives  de  la  propofée  font 

• 38.  augmentées  de  la  même  grandeur  a * dans  la  transformée. 

.Ainsi  fuppofé  que  toutes  les  racines  de  la  propofée  foient 
pofitives,  les  racines  de  la  transformée  font  toutes  les  différen- 
ces de  la  grandeur  a d’avec  chacune  des  racines  de  la  propofée. 

• 38.  Ce  Theorême  a été  démontré  dans  le  troifîcme  Livre . * 

Corollaire  I. 

1 1 1.  X.jE  dernier  terme  de  la  transformée,  dont  on  vient  de  par- 
ier, étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  la  transformée  » 
& ces  racines  étant  les  différences  de  la  grandeur  a d’avec 
chacune  des  racines  de  la  propofée , qu'on  fuppofe  toutes  po- 
lltives , il  eft  évident  que  le  dernier  terme  de  cette  transfor- 
mée efl  le  produit  de  toutes  les  diâêrences  de  la  grandeur  a 
d’avec  les  racines  de  la  propofée. 

Corollaire  II, 

s en  fubftituant  a dans  la  propofée  à la  place  de  x, 
la  lomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme  de 
la  transformée  dont  on  vient  de  parler  ; c’eft  pourquoi  en 
fubftituant  une  grandeur  quelconque  a dans  une  équa- 
tion propofée , dont  toutes  les  radnes  font  pofitives  , à la 
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place  de  X , la  fomme  toute  connue  qui  vient  de  cette  fubfti. 
tution  > eft  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entra 
la  grandeur  fubnituêe  ^ & les  racines  de  la  propofée . 

Ce  Corollaire , c'en  à dire  que  la  femme  _toute  connue  qiù 
vient  de  la  fubfHtution  dune  grandeur  connue  <f|  au  lieu  de 
reconnue  de  l’équation  , eft  precifément  le  produit  de  toutes 
les  différences  qui  font  entre  & les  racines  de  la  propofée , 
qu'on  fuppofe  toutes  podtives,  fe  peut  démontrer  de  cette  au> 
tre  maniéré . 

Suppofé  que  les  racines  d'une  équation  foient  6,  c,  d,  ainfl 
les  équations  linéaires  dont  elle  efl  compofée , font  x — b 
= 0,  X — c = o,  X — d = o . Si  on  met  une  grandeur 
connue  a au  lieu  de  x , elles  feront  changées  en  — b = o, 
a — r = o,  a — d = o.  Le  produit  de  ces  trois  quantité 
a — 6,  a — c y a — d,  eft  évidemment  la  même  qu’on 
trouveroit  fi  l'on  fubffituoit  4 au  lieu  de  x dans  l'équation 
compofée  x’  — hxx , &c.  qui  efl  le  produit  des  trois  équar 

— exx 

— dxx 

tions  fimples  x — h — Oy  x — r = o,  x — d — o.  Mais 
il  eft  évident  que  le  produit  des  trois  quantités  a — b,  a — f, 
a — d y eft  le  produit  des  trois  différences  qui  fent  entre  la 
grandeur  a & les  trois  racines  é,  r,  d de  la  propofée  : donc 
fi  l'on  fubftitue  une  grandeur  a au  lieu  de  l'inconnue  d'une 
équation  dont  toutes  les  racines  fent  pofitives  , la  fomme 
toute  connue  qui  en  vient,  eft  le  produit  des  différences  qui 
fent  entre  a & les  racines  de  l’équation. 

R E M A R Q_D  E s. 

I. 

la  grandeur  a qu'on  fubftitue  ii  la  place  de  Hnconnue 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives , efl 
zéro , ou  une  grandeur  moindre  que  la  plus  petite  des  raci- 
nes , il  efl  évident  que  toutes  les  différences  o — é , o — 

O — d y a — b y a — f,  a — d , font  toutes  négatives , 
ëc  ont  les  mêmes  fignes  — qu’ont  toutes  les  racines  dans  les 
' équations  linéaires  x — b = o f x — c = o,  x — d = o\ 
par  confequeat  le  produit  de  toutes  les  différences  , c'eft  à 
dire  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution 
de  « au  lieu  de  x dans  l’équation,  aura  le  même  figne  que 

Mm 
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le  dernier  terme  de  Icquation  qni  eft  le  produit  ^es  racines 
—d. 

II. 

Si  la  grandeur  a furpaflle  la  première  racine  qui  efl  la  plus 
petite , & qu  elle  foit  furpaflée  par  la  fécondé  racine , il  cft 
^évident  que  la  première  différence  a — è eft  pofftive  , 5c 
que  toutes  les  autres  a — c,a  — font  négatives:  par  con- 
•fequent  le  produit  de  toutes  les  différences  a — h , a — c ^ 
a — df  qui  eff  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a 
au  lieu  de  x dans  l'équation,  aura  un  ligne  différent  de  celui 
du  dernier  terme  de  l’équation. 

III. 

Si  la  grandeur  a furpafle  les  deux  premières  racines,  & 
qu’elle  foit  moindre  que  la  troifiéme , il  eff  évident  que  les 
deux  premières  différences  a — t , a — c , lêront  poiitives , 
& que  la  troifiéme  a — d &ra  négative,  & les  autres  ruivan> 
tes,  fi  l'équation  eff  du  quatrième  ou  cinquième  degré,  Ccc. 
par  confequent  le  produit  de  toutes  les  différences , qui  cft 
la  Ibmme  qui  vient  de  la  fiibffitution  de  a au  lieu  de  x dans 
réquation , aura  un  figne  différent  du  précèdent  ; c'eff  à <ii« 
JC,  le  même  figne  que  le  dernier  terme  de  l'équation. 

Corollaire  III.  fondamentai.. 

113.  continuant  le  même  raifonnement  , on  verra  qu’en 
prenant  fucceflivement  a pour  les  grandeurs  entre  le/quelles 
les  racines  d’une  équation  quelconque  , donc  toutes  les  raci- 
nes font  pofitives , font  des  grandeurs  moyennes  ; & fubffU 
tuant  fiicccffivement  ces  grandeurs  a au  lieu  de  l’inconnue 
dans  l'équation  propofée , en  commençant  par  celle  qui  eff 
moindre  que  la  plus  petite  racine , les  fommes  toutes  con- 
nues qui  viendront  des  fubffitutions  fucceflives,  auront  al- 
ternativement le  figne  du  dernier  terme  de  l’équation  & fon 
figne  oppofé , c’eff  à dire  -+-  & — dans  les  équations  des 
degrés  pairs  , comme  du  fécond  , du  quatrième  , du  fixié- 
me,  &c  & — & -4-  dans  les  équations  des  degrés  impairs. 
Si  l'on  fubffitue  à la  place  de  l’inconnue  d’une  équation  , 
dont  toutes  les  racines  font  pofitives , une  grandeur  pofitive 
•*“  a,  qui  furpafle  la  plus  grande  des  racines  de  l’équation , 
la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution,  aura 
toujoius  le  figne  ■4-;  car  cette  fomme  eff  le  produit  de  tou- 
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tes  les' différences  qui  font  entre  la  grandeur  fubftituce  & tou* 
tes  les  racines  de  l'équation;  & comme  cette  grandeur  cft  fup- 
pofée  plus  grande  que  toutes  les  racines,  toutes  ces  différences 
auront  chacune  le  ligne  leur  produit  aura  donc  le  flgacH*. 

Corollaire  IV. 

Jl  fuit  de  là  & du  fécond  Théorème , que  fi  l’on  transforme 
une  équation  propoféc,  en  fuppofant  fon  inconnue 
& fubffituant  ? ■+-  4 au  lieu  de  x dans  la  propofée,  quand  le 
figne  du  dernier  terme  de  la  transformée  fera  le  meme  que  ce- 
lui du  dernier  terme  de  la  propofée,  la  grandeur  a,  dont  les  ra- 
cines pofitives  font  diminuées,  fora  moindre  que  la  plus  petite 
racine  de  la  propofée  , ou  qu’elle  furpaflera  un  nombre  pair 
des  racines  pofitives  de  la  propofée  , comme  deux  ou  quatre , 
&c.  Mais  fi  le  dernier  terme  de  la  transformée  a un  figne  dif- 
fèrent de  celui  du  dernier  terme  de  la  propofée,  la  grandeur  a 
furpaffe  neceflairement  la  moindre  racine  pofitivc  de  la  propo- 
fee  ; mais  elle  en  peut  auffl  furpaffer  un  nombre  impair,  com- 
me trois,  cinq,  &c.  -, 

Corollaire  V- 

5^1  l’on  fubftitue  fucceffivement  une  grandeur  négative  — a 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  négatives  & 
différentes  , à la  place  de  l’inconnue  , & qu’on  commence 
par  fubftitucr  une  grandeur  — a moindre  que  la  plus  peti- 
te des  racines  négatives  ^ & enfuite  une  grandeur  — a plus 
grande  que  la  première  racine  négative , mais  moindre  que 
la  féconde,  & ainfi  de  fuite,  les  Tommes  toutes  connues  qui 
viendront  des  fubffitutions  fuccefflves  , auront  alternative- 
ment les  lignes  *4-  & — . 

La  déinonffration  eff  fi  facile  après  celle  qu’on  a donnée 
^ur  le  cas  oh  les  racines  font  toutes  pofitives,  qu’il eft  inu- 
tile de  la  mettre. 

V A ' ^ 

^ THEOREME  IV. 

A N D toutes  les  racines  sf  une  équation  font  négatives  (f 
réelles^  fs  ton  fssb/litue  une  grandeur  fnfitive  quelconque  et  au 

iteu  de  l'inconnue\  U fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubfti- 
tutson,  assratossjossrs lefsgnC’*-;  Et  quandlesracmesjonteoutet 
pofitives\,  fs  l'on fuhflitue  une  grandeur  négative  quelconque  — a. 

Mm  ii 


Digitized  by  Google 


^^^6  Analyse  DEMONTRifE. 


au  lieu  de  Pinconnue,  la  fomme  toute  connue  ^ui  en  viendra, do- 
ra toujours  le  même  jftgne  quavoit  le  dernier  terme  de  l'équation. 
Ce  Ihcorcmc  cft  évident  apres  tout  ce  qui  précède. 


^ THEOREME  V. 

U AND  toutes  les  racines  d'une  équation  font  égales,  quel- 
les font  en  nombre  pair,  & quelles  font  toutes  pofstive  s ou  toutes 
négatives , ou  bien  un  nombre  pair  de  pofitives , O un  nombre 
pair  de  négatives,  fi  fon  fubfiitue  une  grandeur  3 foit  pofitive  f 
foit  négative,  moindre  ou  plus  grande  qsse  chaque  racine  égale  ^ 
la  femme  qui  viesodra  de  la  fubflitution  fera  toujours  pofitive . 


Démonstration. 

Soient  les  équations  linéaires  dont  l’équation  eft  compo» 
lée:if  — b = Of  x — b = o,  x ■ — h=o,  x — b=o, 
eu  bien  JC  — b = o,  x — b = o,  x b = o,  * •+•  i = oj 
ù l’on  fubditue  dans  chacune  de  ces  équations  linéaires  une 
grandeur  a moindre  ou  plus  grande  que  la  racine  b,  l’on 
aura  a — b,  a — b,  a — b,  a — é ; ou  bien  a — b,  a — fr, 
a "Sf  b,  a-^b. 

1®.  Il  eft  évident  que  fi  eft  moindre  que  b , les  quatre 
grandeurs /J  — b,  a — b,  a — b,  a — b,  font  négatives; 
ainfi  leur  produit  tout  connu  fera  pofitif . Si  a furpafté  b , 
les  quatre  grandeurs  a — a — b , a — b,  a — 6,  font 
toutes  pofitives , ainfi  leur  produit  fera  pofitif. 

, z°.  & a eft  moindre  que  b , les  deux  grandeur»  — b-^ 
a — b , Ibnt  négatives  ; ainfi  leur  produit  qui  eft  pofitif , 
étant  multiplié  par  les  deux  autres  qui  font  pofitives  a-i-b , 
a-*rb  , donnera  un  produit  pofitif.  Si  a furpafté  b , les  qua- 
tre grandeurs  <» — b,  a — b,  4*+-fc,  a-*r-h , font  pofitives-, 
ainfi  leur  produit  eft  pofitif. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  des  quatre  grandeurs 
a — b,  a — b,  a — b,  a — b>  & celui  des  quatre  4 — b, 
a — b,  a-srb,  a-*-b,  font  precifément  les  fommes  toutes 
connues  qui  viendroient  en  fubftituant  la  grandeur  a au  heu 
de  X dans  l’équation  compolee  des  équations  linéaires  x — b 
= o,  X — tz=o,  X — b=o,  X — b=o,  ou  des  équa- 
tions linéaires X — b=.o,  x — b — o,  x-*"  b = o,  x •*"  b 
s=oi  donc,  &c. 

X.a,démoallration  fc  fera  de  la  même  maniéré  fi  l’on 
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fubftitue  la  grandeur  négative  — a moindre  ou  plus  grande 
que  la  racine  égale  b. 

Corollaire. 

J L eft  évident  que  ce  Theorême  cft  paiement  véritable 
par  rapport  à une  équation  compofée  d’un  nombre  pair  de  ra« 
cines  égales  qui  ont  un  même  ligne  ■<-  ou  — , & d’un  autre 
nombre  pair  d’autres  racines  égales  différentes  des  premières, 
qui  ont  auffi  toutes  le  même  figne  , ou  le  même  ligne  — . 


Remarques  pour  le  Tktothne  fuhant. 

Jl  faut  remarquer  fur  les  racines  imaginaires,  dont  m 
parlera  dans  ce  Theorême , qu'elles  font  toujours  en  nombre 
pair  dans  une  équation  compofée 

2*.  Quelles  peuvent  être  de  deux  fortes  , ou  purement  14'Cw. 
imaginaires  comme  dans  ces  équations  linéaires  x — ab 
= 0,  X — — ab  = Oi  ou  contenir  une  partie  réelle , & 
l’autre  imaginaire,  comme  dans  celles-ci  x — 6 ■♦•y  — bc 
= 0,  X — b — V’  — bc  = o, 

3°.  Qii’étant  toujours  deux  à deux  dans  une  équation 
compoléc  , fi  l’une  efl  purement  imaginaire,  l’autre  l’elt  auffi  : 
fi  l’une  contient  une  partie  réelle  & l’autre  imaginaire  , il 
feut  que  l’autre  contienne  la  môme  partie  réelle  fous  le 
même  figne , & la  partie  imaginaire  fous  un  figne  oppofé  ; la 
raifon  en  e(t  qu’autrement  la  racine  imaginaire  paroltroit  avec 
fon  figne  dans  l’équation  compofée , oh  l’on  fuppofe  qu’il  n’y 
en  p.iroît  aucune. 

- 4*.  Dans  les  éi]uafions  où  la  racine  eft  purement  imaginai- 
re , comme  dansa? -♦-/  — ab  = 6,  x — — <»i=o,  on 
pourra  dire  que  la  racine  imaginaire  de  la  première  eft  néga- 
tive , & celle  de  la  fécondé  poTirive  ? mais  dans  les  équations 
x[ — — be^Of  x-^b-^\l  — bc  = o,  on  dira  que 
les  deux  racines  font  pofitives;  & dans  les  deux  équations 
X •^b  — fcc  = O,  X •+•  fc  — — fcc  = o,  qu’elles  font 

négatives,  ces  dénominations  étant  arbitraires. 

5".  Une  équation  dont  les  deux  racines  font  imaginaires, 

& qui  a tous  fes  termes,  comme  xa?  — 2fcx^fcfc  = 0,  ou 

•Sfbc 

XX  2bx  ■*“  fcfc  = o , contient  une  équation  de  deux  racines 

•+•  fcc 
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égales,  toutesdeux  pofitives,  ou  toutes  deux  négatives;  & 
de  plus ,,  elle  a dans  fon  dernier  terme  tout  connu  une  gran- 
deur pofitive , outre  le  quarré  de  la  racine  égale  ainfi  fo'n 
dernier  terme , qui  cft  toujours  pofitif,  furpafle 
le  dernier  terme  de  l ‘équation  des  deux  racinei  égales  xx 
ihx  bb  d’une  grandeur  pofitive  bc^ 

THEOREME  VL 

ton  fubflitue  une  grandeur  a fait  pofitive , /oit  négative  p 
qui  joit  moindre  que  la  partie  réelle  des  racine!  imaginaire!  y 
quand  elles  en  ont  une  y ou  qui  fait  plus  grande , ou  quijui  fait 
égale , dan:  une  équation  qui  a fes  deux  racines  imaginaires , â 
la  place  de  l'inconnue  x , la  fomme  toute  connue  qui  en  vien* 
dra,  aura  toujours  le  figne 

Démonstration. 

T lE  Theoréme  cft évident  parlui-mêmc,  quand  lesdeux 
racines  de  l’équation  font  purement  imaginaires , comme 
dans  XX  bc  = o\  2°.  quand  les  deux  racines  imaginaires 
ont  une  partie  réelle , qui  eft  toujours  la  même , & avec  le 
même  figne , en  ôtant  du  dernier  terme  la  grandeur  pofitive 
qui  s’y  trouve  ,,  & laifiant  le  quarré  pofitif  de  la  partie 
réelle , l'équation  aura  deux  racines  égales  & réelles  , toutes 
deux  avec  le  même  figne  : donc  par  ce  qui  a été  démontré 
pour  les  équations  des  racines  égales  en  nombre  pair  & avec 
le  même  figne , en  fubftituant  ou  — a dans  cette  équa- 
tion , la  fumme  toute  connue  qui  en  viendra  aura  le  figne  j 
&fi  l’on  fubllitue  la  partie  réelle , qui  cft  la  racine  de  l’équa- 
tion qui  a lès  deux  racines  égales , la  fomme  toute  connue 
qui  en  viendra  (cra  zéro:  donc  en  y ajoutant  la  grandeur 
pofitive  du  dernier  terme  , qui  eft  caufe  que  l'équation  a 
deux  racines  imaginaires , cette  fomme  aura  toujours  le  fi- 
gneCe  qu'il  fai'oit  démontrer,. 

Corollaire  L 

Si  une  équation  eft  compofée  de  quatre , de  fix,  de  huit 
racines  imaginaires , en  y fiibftituant  à la  place  de  l’inconnue 
une  grandeur  quelconque  a pofitive  ou  négative , la  fomme 
qui  en  viendra  aura  toujours  le  figne  - 

Ce  Corollaire  cft  une  fuite  évidente  du  fixiéme  Théorème. 
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Corollaire  IL 

^L  n’y  a aucune  grandeur  réelle  qui  étant  fubftituée  à la  pla- 
ce de  l’inconnue  d’une  équation  dont  toutes  les  racines  font  ima- 
ginaires, donne  zéro  pour  la  fomme  toute  connue. 

THEOREME  VII. 

,30.  T/  une  équation  compofée  a plufteurt  racine!  pofitives  & inéga- 
in , & qu’elle  en  ait  encore  de  négative/ , quelle  en  ait  n.'eme 
•encore  d’égales  en  nombre  pair,  & qui  foient  toutes  pofitives  ou 
toutes  négatives , ou  qui  foient  pofitives  en  nombre  pair , & néga- 
tives en  nombre  pair  ; qu' enfin  elle  en  a t encore  ( fi  l'on  veut) 
d' imaginaires i qui  font  totijours  en  nombre  pair  ; qu’on  fulfiitue 
fucceffivement  dans  l’équation  compofée  ,à  la  place  de  l’inconnue, 
une  grandeur  pofithe  a , i“.  moindre  que  la  plus  petite  des  pofiti- 
ves inégales  ; v”. plus  grande  que  cette  première,  & moindre  que 
la  fécondé  racine  pofitive  ,éT  ainfi  de  fuite  ,par  rapport  aux  feules 
pofithes  inégales  , les  fommes  toutes  connues  qui  viendront  des 
fubflstutions  fuccejfives  auront  alternativement  /esfisgnes-^& — , 
fi  les  racines  pofitives  inégales  font  en  nombre  pair  ^ & alternati- 
vement— <ÿ-*-,yî  les  racines  pofitives  font  en  nombre  impair. 

Démonstration. 

o’oN  conçoive  feparément  l’équation  compofante  des  ra- 
cines pofitives  inégales , qu’on  nommera  A , pour  rendre 
la  dêmonftration  plus  claire  i & feparément  l’équation  com- 
pofante  des  racines  négatives , qu’on  nommera  B ; 6c  fepa- 
rcment  celle  des  racines  égales,  qu’on  nommera  C;  & en- 
^■fln  celle  des  racines  imaginaires , qu’on  nommera  D.  Il  eft 
«vident  par  le  troifiéme  Corollaire  fondamental  du  3'  Théo- 
rème, que  les  fubflitutions  fuccefllves  des  grandeurs  <»,•  j^j. 
telles  qu’on  les  a fuppofées  , dans  l'équation  yl  à la  place  de 
l’inconnue  x , tlonncront  fucceffivement  des  fommes  qui  au- 
ront alternativement  -♦-  & — , ou  — & •+■  : 11  eft  auffi  évi. 
dent  par  les  4*,  5*,  + 6*  * Théorèmes,  que  les  mêmes*  rzff. 

grandeurs  fuccefllves  a étant  fubflituées  fucceffivement  dans  * * ^7- 
les  équations  B,C,D  , les  fommes  qui  en  naîtront  auront 
toujours  le  figne  -h  . Ainfi  le  produit  qui  naîtra  de  la  multi- 
plication d’une  fomme  connue  qui  vient  de  la  fubfiitution 
de  a dans  l’équation  A,  par  le  produit  des  trois  fommes 
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connues  qui  viendront  de  la  fubftitution  de  la  même  grandeur 
a dans  les  trois  équations  B,  C,  D,  aura  toujours  le  même  ligne 
que  celui  de  la  Ibmme  connue  qui  vient  de  la  fubliitution  de  4 
dans  l’équation  Ai  car  les  autres  fommes  de  B,C,Df  ayant 
toujours  , leur  produit  par  la  Ibmme  connue  de  A aura  le 
ligne  de  cette  fomme . 

Mais  il  ell  évident  que  le  produit  qui  vient  de  la  multi- 
plication  des  fommes  connues  que  donnent  les  équations 
B,C,D,  par  la  Ibmme  connue  que  donne  l’équation  A,eü  la 
Ibmme  toute  connue  qu’on  trouve  en  fubllituant  la  même  gran- 
deur a au  lieu  de  x dans  l’équation  compofee  des  quatre  Qua- 
tions A,  B,C,D.  Par  confequent  les  Ibmmes  toutes  connues  qui 
naîtront  des  fubliitutions  fuccelTives  des  grandeurs  a , telles 
qu’on  les  a fuppofées , dans  l’équation  compofée  des  quatre 
A,B,C,D,  au  lieu  de  l’inconnue  x,  auront  alternativement 
-♦-  & — , ou  — & . Ce  quii  fal/oit  démontrer , 

Corollaire  I. 

S I en  fubllituant  deux  grandeurs  poCtives  connues  «f*  4 & 
•+•  b , l’une  après  l’autre  dans  une  équation  quelconque , à la 
place  de  l’inconnue  x^  les  deux  fommes  connues  qui  en  naif- 
lent  ont  les  lignes  oppofés  -♦-  & — , ou  — & »♦• , il  ell  certain 
qu’il  y a au  moins  une  racine  pofitive  de  cette  Quation  entre 
les  deux  grandeurs  a8üb\  c’ell  à dire , plus  grande  que  la  moin- 
dre des  deux , & plus  petite  que  la  plus  grande  de  deux  gran- 
deurs a Si.  b. 

11  lâudroit  conclure  la  même  choie  Ci  on  divifoit  la  même 
équation  par  AT  — 4=0,  & enfuite  parx  — b = o,  & que 
les  deux  divilions  donnaflent  deux  relies  qui  eulTent  des  lignes 
•118.  oppofés.* 

Corollaire  II. 

5 1 l’on  fubllituoit  — 4 , — b , l’une  après  l’autre , à la 
place  de  X , ou  li  l'on  divifoit  l’équation  par  x •4-  4 = o , & 
par  X -4-  é = 0,  & li  les  deux  Ibmmes  qui  naîtroient  des  fub- 
üitutions , ou  les  deux  relies  des  divilions,  avoient  des  lignes 
•«lî-oppofés,  il  ell  certain  * qu’il  y auroitau  moins  une  racine  né- 
& tit^'gative  entre  les  deux  grandeurs  a ôc  b , plus  grande  que  la 
moindre  des  deux  , & plus  petite  que  la  plus  grande  des  deux 
grandeurs  a ôc  b. 

Corollaire 
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Corollaire  III. 

5 1 l'on  transforme  une  équation  en  deux  autres , i’.  en  fup- 
pofânt  l’inconnue  de  l’équation  * = -*-<*,  & fubftituant 

^ >4-  4 au  lieu  de  x dans  l'équation  ; 2°.  en  fuppolânt  l’incon- 
nue «:=>■♦■  , & fubftituant  ^ -4“  i au  lieu  de  x dans  l’équa- 
tion f & que  les  deux  derniers  termes  des  transformées  ayent 
deux  lignes  oppofés , il  eû  certain  qu'il  y a au  moins  une  des 
racines  poütives  de  l’équation  propofée  entre  aôc  b,  plus  gran- 
de que  la  moindre  des  deux , ÔC  plus  petite  que  la  plus  grande 
des  deux  grandeurs  aôc  h. 

Mais  fi  l’on  fiippolë,  i®,  x = z — & cnfuite  a?  = j» 

. — i , ÔC  fl  après  avoir  fait  les  fubfiitutions  de  ^ — 4 au  lieu 
de  a;  , & de  ^ ^ au  lieu  de  x dans  l’équation , il  vient  deux 

transformées  dont  les  fignes  foient  difFerens , il  eft  certain  qu’il 
y a au  moins  une  racine  négative  de  l’équation  entre  les  gran- 
deurs aôc  h. 

Ces  trois  Corollaires  font  des  fuites  évidentes  des  Théorèmes 
précédents . • 1 1 8, 1 

Corollaire  IV.  &t}o, 

\luAND  on  peut  trouver  deux  limites  pour  chacune  des 
racines  d’une  équation , c’eft  à dire  deux  grandeurs  pour 
chaque  racine,  dont  l’une  eft  moindre  & l’autre  plus  grande 
que  cette  racine,  il  eft  Certain  que  toutes  les  racines  de  l’équa- 
tion font  réelles  ôc  inégales  i car  il  n’y  a pas  de  limites  pour  les 
imaginaires , puilqu’on  a démontré  * que  quelque  grandeur  * * 
qu’on  fubftitue  dans  une  équation  dont  les  racines  font  imagi- 
naires , la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  a toujours  •+>  ; & 
il  eft  évident  qu’il  n’y  a pas  d’autres  limites  entre  les  racines 
égales  que  zéro. 

Corollaire  V. 

S I fon  peut  trouver  deux  limites  pour  chaque  racine  d’une 
équation , ou  fi  l’on  trouve  les  limites  des  unes , & zéro  pour 
les  limites  des  autres  ; ou  fi  l'on  trouve  zéro  pour  les  limites 
de  chacune,  toutes  les  racines  de  l’équation  font  réelles} 
car  on  ne  fçauroit  trouver  pour  les  imaginaires  des  limites 
dont  l’une  foit  moindre  ôc  l’autre  plus  grande  que  chaque 
racine  imaginaire;  on  ne  f^uroit  aufii  trouver  zéro  pour 
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les  limites  des  racines  imaginaires  : Ainü  quand  on  trouve  les 
limites  de  toutes  les  racines , ou  du  moins  zéro  pour  leurs  lu 
mites,  elles  font  toutes  réelles. 

Première  fnppofttion , 

T lES  équations  linéaires  de  toute  équation  compolee,  dont 
toutes  les  racines  font  réelles  inégales  & politives , fbient  re< 
prefcntées  par  a?  — a =o,  x — b = o,  x — f = o, 

X — d=Q  f &c  que  ces  racines  aillent  en  augmentant 
dans  l’ordre  qu’on  les  vdt  ; c’eft  à dire , que  a foit  la  plus 
petite , & i plus  grande  que  a,  c plus  grande  que  b ; & ainû 
de  fuite  : que  la  diflfcrencc  de  a ôc  de  b foit  f,  celle  de  a ôc 
de  c foit  g , celle  deaôcded  foit  b , & ainfi  de  fuite  ; l’on  a 
a’¥‘g  = c,éf*‘b  = d.  Que  les  différences  de 
la  fécondé  racine  b d’avec  les  autres , foient  exprimées  par  les 
mêmes  lettres  de  fuite  f,gtb,  ôcc.  ainff  la  différence  de  b Ôc 
de  a foit  /,  celle  de  oc  de  ^ foit  g , celle  debôcded  foit  é, 
&c.  (On  fe  fort  des  mêmes  lettres  pour  marquer  les  différen. 
ces,  quoiqu'inégales , afin  de  rendre  la  chofo  plus  fimple  ;) 
ainfi  <j=fc. — c — b g , d—  b -i-b.  Que  les  différen- 
' ces  de  la  troifiéme  racine  d’avec  les  autres  foient  auffl  marquées 
par  les  mêmes  lettres  /,  g,  b , &c.  ainfi  a — c — /,  b = c 
. — g,  d=C’*r-b.  Enfin  que  les  différences  de  quelle  racine 
on  voudra  de  l’équation  d’avec  les  autres  , foient  marquées  de 
fuite  par  les  lettres  f,g,  b,  &c. 

1*.  11  eff  évident  que  les  équations  linéaires  dont  l'équation 
eft  compofée , peuvent  être  reprefontées  par  des  équations 
fineaires , qui  auront  toutes  celles  des  racines  de  la  propofée 
qu’on  voudra , jointe  avec  les  différences  qui  font  entre  cette 
racine  & les  autres. 

Premietn.  Secondes.  Troifidnies.  Quatrièmes.  Cincjuifmet. 

= o =*•— <•  =0  = 0 =*  — f»4*/=ro  —x  — dJr»  f=.o 

xp—i=o  — * — « — f =r O — =e  O ^ O =«•— *d»4»f  — a 

x — c~o  — * — 4— / = o —x—i—g^o  =x  — e — o — 
x—d—o  — *•— 4— A — O ~x--t‘—h  — o — f*— — rf  — o; 

a®.  11  eft  évident  que  le  produit  des  premières  équations, 
celui  des  fecondes  , celui  des  troifiémes , celui  des  quatriè- 
mes , celui  des  cinquièmes , font  tous  égaux , & que  les 
équations  compofées  qui  viennent  de  ces  produits , font  pre- 
cifement  la  même  équation  fous  différentes  expreffions , com- 
me on  le  voit  ici . 11  faut  les  former  foi-même  pour  fe  rendre 
cette  format'ion  familière. 
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Première  équilion. 

»je  > «4*»  — ^ • 

^ix'’^»cx*  — »tJx  1 

>—  ex  ' >4*  Mdxx  ~ MtJx 
^dx  r^itxx  —•tcdx 
p4>  tdxx 
t^çdxx 

Seconde  èquition  , 


■4-x' 


,4--44XI.4*«4*xx  — 4->J»  = x->— 44x'^-644XX-4«'«  »»»4*x» 

^fx'  ^-3/xxx  -3/44X.+4A'  = •+■*’  — ?4XX  ^ jxxx  - f 

^fX*  pf»  3f4XX  — 3^44X^«/4‘  s: 

— hx'  •^ihtxx  — 3A44XI+***'  — 

•df>fsxx  — tfsax  ^fs»a  — 

•~‘%P>ax<d!‘fh»»  = 

•— 5^i4X  ’tfghx»  — 

— jiix  t^fihx  = 


t^fhxa 


— J4XX  •♦-34XX—  4‘X — S 

— y XX  P4P344X  — 4’ X — A 

«4«XX  — IPX  «»■  44 

— t«X  Xf/i 

•—  14X  44  X i4*xA 

/x* 


»t*XK 
•4a  XX 


►H* 


— 4 X- 


Tro'Céme  éqnitloa  « 


x4*— ‘4ixJ»44  6Mxx  •— •4i’x  M»  i4 

— »♦— 4ix‘«4a6WxX 

— *4'x  ^4*  X I 

»+«/x’  — 3/lxx  »4«  j/îèx  —/'il 

= .4-x' 

— 3/xx 

•V  iWx— i*  X ■♦•/ 

—/x'  •b*}g^xx  — JfWx  <4*X*' 

= >+>x’ 

— 3<xx 

H«34*x  — 4’ X— X 

f— ix'  t^a\bbxx  '—'ibUxJybt' 

— »44x' 

— j'xx 

•4>344x  —4*  X —A 

*“4xx  •Hx/iix  — /fii  = 
. ^fhxa  ^xfhhx  —‘fbii  = 

^ tbagbxx  •—igbbxtdr‘tbib  = 

'♦'A**  — = 


l4aXX 
►4“  XX 


— • lix  P44W  X ~fg 

— »'x  »4* 


P44XX  — t^x  •!r‘hbX  ^jb 

•¥»  —b  K 


Quatridine  dquatloa. 


X4— 4ex*îp4»dfrxx  — 4X>x  p4««*  = 

X*  — 4«x  ' 

•+•  6f  fxx 

— 4^*af 

4»r*  X I 

»+*/x'  ’—jffxx  •4*3/ffx  — /i'  = 

•4>x' 

**“  5<'jcx 

p4»3<‘X 

— r*  X«+«/ 

*4*xxi  — ifcxx  «44 _ 

*+«x' 

*—  iCMX 

*4*  J«x 

-e»  XH-Î 

— 4x'  tbagbtxx —jbccx  •b*bc’  — 

rt4xi 

— JfXX 

-4«  tffx 

•¥fgxx  — ^fgcx  •bx  fgee  = 

*4*  XX 

— lf« 

^«X«4-A 

•^fhxx  •— /Ârr  ™ 

»4*xx 

— XfX 

*+*«X— /ifr 

— x4xx  ^ a/4rx  —ghet  — 

»4“xx 

— »f* 

^arc  X ~X^ 

'—fgbx  tbxfght  — 

•4«x 

-»  x-A* 

Cinquième  équation , 


4^xn4»6ddxx  — 4(/>x  *btd*  —■ 
*4a/x'  ~-îfdxx  Wba^ddx  —fd'  = 
•*r‘Z*'  —îgJxx  «4*  jfddx  — gd’  =r 
aybx’  — 3^dxx  •+<  ^bddx  — bd’  ts. 
tbafgxx  -~\fidx  <*r»fgdd— 
tdrfbxx  ^ifhdx  <-yfbdd~ 
•baghxx  — igbdx  •tr’gbdd  — 


h— 41/x' 

«4a6ddxx 

-4d'X 

•*<<ÜX  I 

a4ax‘ 

— 3</xX 

•4-  idi/x 

_di  x^e/ 

•4*x'" 

— jdxx 

•4*  J'/'^x 

-X>  XMa^ 

x4«x‘ 

— 3<^xx 

— .<]  X*4aifr 

■4*  XX 

'-2da 

>4adiXa4a/r 

*44  XX 

— tdx 

•4a<<i<  X>4a/A 

•4a  XX 

— arfx 

<4*ddx  •4»x* 

~d  X<4*A'^ 
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THEOREME  VIII. 

I • y*  OUT  E é,juation  compofée , dont  les  racines  font  réelle  s iné- 
gales ,&  pofstives , peut  être  con/ue  comme  contemsant  toutes  les 
équations  faites  de  feules  racines  égales  À celle  de  fes  racines 
qu'on  voudra,  qui  fuivent . 

1°.  Une  équation  du  degré  de  la  propofée , pat  exemple  du  4* 
degré,  dont  toutes  les  racines  font  égales  d celle  qu’on  voudra  des 
racines  de  la  propofée,  laquelle  équation  des  racines  égales  ejl 
multipliée  par  l'unité . 

2®.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d' un  de  gré 
que  la  précédente,  multipliée  par  chacune  des  différences  qui  ejl 
entre  cette  racine  égale  & les  autres.  ^0^ 

3®.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moirtdre  d'un  degré 
que  la  précédente , multipliée  par  chacun  des  produits  des  mêmes 
differentes  multipliées  entr  elles  deux  d deux. 

4®.  Urse  équation  des  mêmes  racines  égales  mo'mdre  dC un  de- 
gré que  la  précédente , multipliée  par  chacun  des  produits  des 
mêmes  dfferenees  multipliées  entr  elles  trois  d trois. 

Et  ainfs  de  fuite , jufqud  ce  qu’on  foit  arrivé  d une  équation 
linéaire  qui  a la  même  racine  égale , & laquelle  équat  'ron  linéaire 
eft  multiplsée  par  le  produit  des  mmes  différences  multipliées 
toutes  les  unes  par  les  autres . 

Ce  Théorème  cft  évident  par  la  fuppofition  precedente . 

Remarque  fur  cette  formation  des  éqtsations . 

Supposant  que  Ton  marque  chacune  des  racines  a,B,c,d^ 
de  la  propo/ce,  par  on  aura  Téquation  fui  vante, 

X*  — 44x^  •♦*  6hkxx  — 4^'a?  k*  X i 

xé  ^l(xx  ^l^kx — kf  X f 

at’  — ikxx  H-  ikHiX  — k’  X :!t.g 

x’  — iksese  •+•  — k!  * 

uhxx  — ikx  -4-  kk  X ^fg 

•»-  XX.  — zkst  •*“  kk  X !^Zfh 

•*-XX  2k,x  -4-U 

X — k n tt.fgh 
a 4<I,  St  gd,  a td,  a id,  <»  ■+■  o . 

Le  premier  terme  de  l’équation  linéaire  fgbx  fgh  x ks 
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qui  efl  la  dernicre,  a Is  fîgne  — , fi  les  racines  /ont  en  nom- 
bre pair,  & qu’on  conçoive  que  k reprcfentc  la  plus  petite  ra- 
cine a de  la  propoféc  ; & il  a le  figne  ^ , fi  les  racines  font 
en  nombre  impair . 

Le  même  premier  terme  fgbx  a un  figne  oppofé  au  prece- 
dent, fi  l’on  conçoit  que  k.  reprefcnte  la  féconde  racine  i.  11 
a un  figne  oppofé  au  precedent,  fi  k reprefcnte  la  troifiéme 
racine  c.  11  a un  figne  oppofé  au  precedent , fi  k reprefcnte 
la  quatrième  racine  d;  & ainfi  le  terme  fgbx  a alternative- 
ment les  fignes  -h  & — , ou  — & félon  qu’on  conçoit 
l’équation  propoféc  formée  fucceflivement  par  la  première  ra- 
cine de  la  propofée  , enfuite  par  la  fécondé  , enfuite  par  la 
troifiéme,  &c. 

La  raiion  en  cft  évidente  , fi  l’on  fait  attention  qu’il  efl  le 
produit  de  toutes  les  différences  de  la  racine  qu’on  employé 
dans  la  formation , d’avec  tous  les  autres , multiplié  par  x . 

Seconde  fuppofitlon. 

01  on  multiplie  la  2',  la  3%  la  4',  la  5*  équation  qui  précè- 
dent, reprefentées  par  l'équation  de  la  remarque  precedente, 
fi  on  multiplie,  dis-je,  feparément  chacune  de  ces  équations 
par  les  termes  d’une  progreffion  arithmétique  quelconque,  en 
multipliant  le  premier  terme  de  l'équation  par  le  premier  ter- 
me de  la  progreffion,  le  fécond  par  le  fécond , & ainfi  de  fui- 
te ; il  efl  évident  que  les  termes  de  chacune  des  équations 
compofées  de  racines  égales,  qui  font  contenues  dans  chacune 
de  ces  quatre  équations,  feront  multipliés  de  fuite  par  les  ter- 
mes d’une  progreffion  arithmétique. 

THEOREME  IX. 

on  multiplie  feparément  de  faite  les  termes  de  la  2*,  de  la 
3*,  de  la  , de  la  5*  éjuation  précédente  par  les  termes  d'une 
progreffion  arithmétique^  les  équations  particulières  compofées  de 
racines  égales  contenues  dans  chacune  de  ces  équations , auront 
encore  après  la  multiplication  une  de  leurs  racines  égales , 
fté  la  fessle  équation  linéaire. 

C~^*E  ST  à dire,  apres  avoir  multiplié,  par  exemple,  la  fé- 
condé équation  par  les  termes  de  la  progreffion  arithmétique  p 
le  produit  de  l'équation  de  quatre  racines  égales,  celui  de 

Nn  iij 
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l’équation  de  trois  racines  égales  , celui  de  l'équation  de  deux 
racines  égales , tous  ces  produits  auront  encore  tous  la  racine 
égale  commune } il  n’y  aura  d’excepté  que  le  feul  produit  de 
l’équation  linéaire,  qui  n’aura  plus  une  racine  commune  avec 
les  autres . 

Ce  Theorême  a été  démontré  dans  la  dernière  Scdlion  di» 
• 74*quatriéme  Livre.  * 

Corollaire  I. 

I 3 3 S*  3prés  avoir  multiplié  celle  qu’on  voudra  de  la  2*,  , 4*, 

5'  équation  précédente  , par  une  progreflion  arithmétique  ^ 
on  fubftitue  à la  place  de  llnconnue  dans  le  produit , la  ra- 
cine égale  , fçavoir  a dans  le  produit  de  la  2* , ^ dans  celui 
de  la  3* , c dans  celui  de  la  4*,  dans  celui  de  la  5* , tou- 
tes les  quantités  du  produit  le  détruiront  par  des  lignes  op- 
pofés , excepté  les  feules  quantités  du  produit  de  l’équation 
linéaire . 

Car  en  fubflituant  en  des  équations  une  racine  de  ces 
équations,  à la  place  de  l’inconnue,  tous  les  produits  fe  dé- 
*3*-truilcnt  par  des  lignes  oppolés.  * 

Corollaire  II. 

•34  O"  multiplie  feparément  la  2*,  la  3*,  la  4*,  la  j*  équa- 
tion precedente , par  les  termes  d’une  prt^relTion  arithméti- 
que qui  va  en  diminuant,  & qu’on  fubllitue  dans  le  produit 
la  racine  égale  de  cette  équation,  fçavoir  a dans  le  premier 
produit  b dans  le  fécond , c dans  le  troiliéme  , li  dans  le 
quatrième , à la  place  de  l’inconnue , il  ell  évident  que  par- 
mi les  deux  quantités  du  produit  de  l'équation  linéaire , qui 
relient  lêulcs,  la  première  efi  la  plus  grande. 

Car  elles  font  toutes  deux  la  même  quantité  fous  difiè- 
sens  lignes  , lavoir  fgba  dans  le  produit  de  la  fécondé  , 
fghb  dans  le  prrxluit  de  la  troiliéme,  fgbc  dans  celui  de  la 
quatrième , dans  celui  de  la  cinquième:  mais  la  pre- 
mière de  ces  deux  quantités  égales  ell  multipliée  , par  la 
fuppolition , par  un  plus  grand  terme  de  la  progreflion  arith- 
métique, & la  fécondé  par  un  moindre;  par  confequent  la 
première  cft  la  plus  grande. 
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Corollaire  III. 

ù il  fuit  que  le  fignc  de  la  première  des  deux  quanti- 
tés de  l’équation  linéaire  eft  celui  de  la  fomme  toute  connue 
qui  demeure  après  la  fublUtution . 

Corollaire  IV. 

I 3t>.  Si  oii  multiplie  feparément  la  fécondé  équation  precedente, 
la  3',  la  4'  & la  5',  par  la  progreffion  arithmétique  4,  3,  2, 
^ I , O,  de  maniéré  que  le  dernier  terme  Ibit  multiplié  par  ze- 
ro;  ou,  ce  qui  e(l  la  même  chofe.  Ci  on  multiplie  leparcment 
chaque  terme  de  ces  équations  par  l’expofant  de  l’incoimue 
de  ce  terme  , & le  dernier  terme  par  zéro  ; & fi  après  avoir 
divifé  chaque  produit  par  l’inconnue  x , on  fubfiitue  dans  le 
produit  de  la  fécondé  la  première  racine  a au  lieu  de  l’incon- 
nue, la  fomme  toute  connue  qui  reliera,  fera  — fgh^  c’eft  à 
dire,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre  la  pre- 
mière racine  a & toutes  les  autres  racines  . Si  on  fubfiitue  i 
dans  le  produit  de  la  troifiéme  , la  fomme  toute  connue  lêra 
c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font 
entre  la  fécondé  racine  i & toutes  les  autres  racines . Si  on 
fubfiitue  c dans  le  produit  de  la  quatrième , la  fomme  fora 
— fgb;  c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui 
font  entre  la  troifiéme  racine  f & toutes  les  autres  racines.  En- 
fin fi  on  fubfiitue  d dans  le  produit  de  la  cinquième,  la  fom- 
me fera  ^fgb;  c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différen- 
ces qui  lont  entre  la  quatrième  racine  d & toutes  les  autres 
racines. 

Pour  faire  la  démonftration  de  ce  Corollaire,  il  n’y  a qu’à 
çn  faire  l’operation. 

Seconde  dquetion . 


44*1 441*  «444* 
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Xl 
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•44  }/4XK  3/444  ^/4* 

= *44*' 
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^3444 

— • X-/ 

— X*’ 

•4*  3/4*4  — 3/44*  ^-/4* 

= »44*' 

— * imxx 

•4*3444 

X— ^ 

•44  31^4**— «4a  i*' 

= •4**’ 

4-  3444 

— 41  X — A 

H-//**  — Iji  4*  -44^44 
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«4>xx 

^IMX 

-4>44 
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•44X4 

^tsx 

•4-44  x«4-/i 
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— 

•4*4 
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I 
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Produit  de»  termes  de  l’cquïtion  précédente  p*r  les  termes  de  la  progreflioj» 

arithmétique . 


4**— *4«’*  •+'<>=• 

4*^^  1 

<a^I,44XX 4»*X  4-0  Xl 

— 3/i  > 6/txx  — 3/4  JX  0 = 

»4-3x' 

— 64XX 

— 35*1  m^‘6£MXX  — l{44X.+-0  = 

>+-3x' 

►4-  3*4x  •— 0 %—S 

— ■^hx'  -+-îi4XX  •—  ih*»x>^o  — 

(tMXX 

-4-3«4x  —0  X — * 

ifsxx  — ifî*x  -4-  0 

►4-  ïxx 

— Î4X  -4-0  x-fji 

■4-  tfhxx  --  ifhxx  ’Jro~ 

^IXX 

•—XXX  «4-  0 X «4-/* 

•H  ighxx  — igliMx  -4-  0 = 

-4-  ixx 

-~^ax  »4*o 

>—fghx  <4-  0 = 

i4-x  —0  X— /î* 

Divifant  tous  les  termes  par  «4-  ae,  & fubftituant  au 


lieu  de 

X , l’on  trouve 

« 

'•—II** 

«4-  1I4'  — -44» 

z= 

4«*— • It» 

' »4-  114' 

— 4«* 

Xi 

—3/44 

•44  6/44  —^}fx* 

— 

wit* 

t — 6d« 

-4-344 

X—/ 

— 3f" 

•4-  6^44  3f44 

lâr»  lAM 

•+-  ^44 

X— r 

lhax 

-4-  6ixa  — 3A44 

—‘ÔMA 

•4-344 

X—* 

M-  »^4  —ifg» 

= 



— t» 

xh-Æ- 

•4-  xfhx  —xfhx 

— 

*— 14» 

«4-  xghx  — xgh» 

♦+-I4 

x*4*f* 

-~fgh 

r= 

«4->i4 

x-Æ* 

Il  eft  évident  que  tous  les  termes  fe  détruifent  par  des 
Cgnes  oppofés , & qu’il  ne  refte  que  le  produit  des  trois  dif. 


xcrcnccb — • i-  1.1  ut 
Il  eft  aufti  évident  qu’en  faifant  une  operation  femblable 

pour  la  troificme  équation,  on  trouvera  le  feul  refte  fgk 
Pour  la  quatrième  on  trouvera  — 

Pour  la  cinquième  on  trouvera  -^  fgh. 

Enfin  il  eft  évident  que  ce  Corollaire  convient  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés,  & l’on  n’en  a pris  une  du  quatriè- 
me que  pour  faire  concevoir  plus  clairement  ce  Corollaire  par 
un  exemple . 

Mais  il  eft  évident  que  s’il  y a des  racines  égalés  dans  la 
propofée , la  différence  qui  eft  entre  les  racines  égales  étant 
zéro , & le  produit  de  zéro  par  les  autres  différences  étant 
aufli  zéro , il  eft , dis-je , évident  qu’en  fubftituant  chacu- 
ne des  racines  égales  dans  le  produit , la  fomrne  toute  con- 
nue léra  zéro  ; ainfi  la  racine  égale  étant  fubftitiice  dans  le 
produit , eft  elle-même  une  racine  de  l’équation  que  forme 
le  produit  ; puifiju’étant  fubftituée  dans  le  produit  a la  pla- 

• ce  de  l’inccmnue,  elle  le  rend  égal  à zéro.  * 

Corollaire 
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Corollaire  V.  fondamenta  l. 

137*  multiplie  tous  les  termes  d’une  équation  quelconque,  de 
quelque  degré  qu’elle  puilfe  être , donc  toutes  les  racines  font 
réelles,  pofitives  & inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  eft  l’ex- 
pofânt  du  degré  qu’a  l’inconnue  dans  ce  terme , & le  dernier 
terme  par  zéro;  & G après  avoir  divifé  tous  les  termes  par  l’in- 
connue  x , l’on  fubnitue  dans  le  produit  à la  place  de  l’incon- 
nue, 1°.  la  première,  c’ed  à dire,  la  plus  petite  racine  de  l’équa- 
tion propofée , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  étant 
precilément  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  plus  petite  racine  & chacune  des  autres  racines , il  s'enfuit 
que  fi  l'équation  eft  d’un  degré  impair,  par  exemple  du  cin- 
quième degré , il  y aura  un  nombre  pair  de  différences , par 
exemple  quatre  difTerences;  & comme  elles  ont  chacune  le  li- 
gne — , leur  produit  aura  le  figne  -4-  - Si  l’équation  eft  d’un 
degré  pair,  comme  du  quatrième,  il  y aura  un  nombre  impair 
de  différences,  ainfi  leur  produit  aura  — . 

2".  Si  on  fubfticue  la  féconde  racine , la  fomme  toute  con- 
nue étant  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  fécondé  racine  & les  autres  , la  différence  qui  eft  entre  la 
fécondé  racine  & la  première  ayant  le  figne  -4-  , & chacune 
des  autres  le  figne  — , leur  produit  aura  le  figne  oppofé  à celui 
du  produit  précèdent . 

3*.  Si  on  fubftitue  la  troifiéme  racine  dans  le  même  produit, 
les  différences  de  cette  3*  racine  d’avec  la  première  & la  fé- 
condé ayant  chacune  le  figne  , & chacune  des  autres  diffé- 
rences ayant  le  figne  — , leur  produit  aura  un  figne  oppofé  au 
precedent . 

D’où  l’on  voit  que  la  fubftitutioo  des  racines  de  l’^uation 
fucceffivement  les  unes  après  les  autres  dans  le  produit  de  l’é- 
quation multipliée  par  la  progreffïon  arithmétique  , donnera 
pour  les  fommes  toutes  connues  qui  en  viendront,  les  lignes  al- 
tematifi  -4-  & — dans  les  équations  des  degrés  impairs,  & — 
& dans  celles  des  degrés  pairs . 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  de  celui  qui  précédé. 

Corollaire  VI. 

U8.M  Aïs  lorfque  des  grandeurs  étant  fubftituées  féparément 
de  fuite  à la  place  de  l’inconnue  dans  une  équation , les  foui- 

Oo 
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mes  toutes  connues  qui  viennent  de  ces  fubfiicutions  ÿ ont 
alternativement  les  fignes  & — , ou  — & •+•;  ces  granr 
deurs  font  les  limites  des  racines  de  cette  équation  par  le  troi- 
Céme  Gjrollaire  du  troifiémc  Theorême  : Donc  les  racines 
d’une  équation  , dont  toutes  les  racines  font  réelles , pofiti- 
ves  & inégales , font  les  limites  de  l’équation  nouvelle  qui 
vient  de  la  multiplication  de  chaque  terme  de  la  première 
par  le  nombre  qui  eft  Fexpofant  de  l'inconnue  de  ce  terme  , 
& de  fon  dernier  terme  par  zéro . 


Corollaire  VII.  qui  est  fondamental. 

S les  racines  d’une  première  équation  ne  fçauroient 
être  les  limites  des  racines  d'une  fécondé  » que  les  racines 
de  la  fécondé  ne  foient  aufTi  les  limites  des  racines  de  la 
première  > par  confequent  fi  on  multiplie  les  termes  d'une 
équation  quelconque , dont  toutes  les  racines  font  réelles  , 
pofitives  & inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  efi  l’expo* 
fant  de  l’inconnue  de  ce  terme  , & le  dernier  terme  par 
zéro , les  racines  de  l'équation  qui  vient  de  cette  multipli- 
cation , font  les  limites  des  racines  de  l’équation  ‘ propofoe  ; 
par  exemple  fuppofaot  que  — nx'  ^ fxx  — qx  r = Of 
leprefente  une  équation 
dont  toutes  les  radnes  - 
font  réelles  , pofitives 
& inégales , fi  on  mul- 
tiplie chaque  terme  par  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue 
de  ce  terme,  & le  dernier  terme  par  zéro , l’on  aura  ^x* 

— ^»x*  2pxx  — qx  r=oi  ou  bien  divifant  par  jc,  qx* 

— ^nxx  2px  — q = O ; les  racines  de  cette  demiere 
équation  font  les  limites  des  racines  de  la  propofée. 

Ce  Corollaire  efi  évident  par  ce  qui  précédé. 


4 

3 » 

1 0. 

4x* 

— ^ ipxx 

— qx-*-  0=  0 f 

0U4X* 

— ^ttxx-t^ipx 

— <7  =0, 

Corollaire  VIII. 

40.  Or  AND  les  racines  de  la  propofée  font  toutes  réelles, 
politives  & inégales  , les  racines  de  l’équation  des  limites 
qui  vient  de  la  multiplication  de  la  propofée  par  les  termes 
de  la  progreflioti  aritnmetique  , font  aufli  toutes  réelles, 
pofitives  & inégales  ; puifque  toutes  les  fubfiitutions  des  1 
racines  de  la  propofée  à la  place  de  rioconnue  , dooneoc 
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des  fbmines  fucceflives  qui  ont  alternativement  les  fignes 
& — , ou  — & •*“. 

Corollaire  IX. 

1 4 ^ • Pa  R confequent  s’il  y a des  racines  égales  dans  l'équation 
des  linûtes  » il  y a ncceflairement  des  racines  égales  dans  la 
propülcc  : Et  comme  l’on  a démontré  dans  la  dernierc 
Seéiion  du  4*  Livre  , * que  quand  on  multiplie  les  ter-*74. 
mes  d’une  équation  propofée  qui  a des  racines  égales,  par 
les  termes  d’une  progreffion  arithmétique , 1 équation  qui 
en  vient  a autant  de  racines  égales  moins  une  que  la  pro- 
pofée» il  eft  certain  que  quand  l’équation  des  limites  a des 
racines  égales , l'équation  propofée  a les  mêmes  racines  éga- 
les , & une  de  plus . 

Corollaire  X. 

14 2- -S’ IL  y 2 racines  imaginaires  dans  l’équatioo  des  li- 
mites , il  efl  certain  qu'il  y a le  même  nombre  de  raci- 
nes imaginaires  ( qui  font  toujours  deux  à deux  } dans  la 
propofée. 

Car  G la  propofée  avoir  toutes  {es  racines  réelles , il  eft 
évident  que  l’équation  des  limites  les  auroit  auffi  toutes 
réelles  , puifque  fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  tou- 
tes réelles  , polîtives  & inégales , les  racines  de  l’équation 
des  limites  feroient  aufli  toutes  réelles,  pofitives  & inéga- 
les par  le  huitième  Corollaire;  fi  la  propofée  avoit  toutes 
fes  racines  égales  , toutes  les  racines  de  l’équation  des  li- 
mites feroient  aufii  égales  & réelles,  par  le  neuvième  Co- 
rollaire > fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  en  partie  éga- 
les, & en  partie  inégales  , on  prouveroic  toujours  par  les 
Corollaires  précédents , qu’étant  fubllituées  par  ordre  dans 
l’équation  des  limites , elles  donneroient  de  fuite  des  fom- 
mes  toutes  connues  qui  auroient  -t-  & — , ou  — & 
ou  zéro  , comme  on  le  verra  clairement  dans  les  remar- 
ques fuivantes  ; ce  qui  ne  peut  convenir  qu’à  une  équa- 
tion donc  toutes  les  racines  font  réelles  ; par  confequent 
s'il  y a des  racines  imaginaires  dans  l’équation  des  limites, 
il  faut  qu’il  y ait  le  même  nombre  de  racines  imagioai- 
les  dans  la  propofée.  Ce  il  fallait  démontrer^  i 

% 
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R E M A R q^ii  E s. 

*45-  a AND  on  multiplie  une  équation  quelconque 

comme  . . — nx*  px^  — rx  — / =o, 

par  ....  5 4 j 2 l o, 

l’on  trouve  5^?^  — — zfxx  -t-  rx  — o=o, 

qui  (ê  réduit  à 5 X* — 4«x’  -4- j^xx — 2fx  •+•  r =o; 
l’on  peut  toujours  fuppofer  que  le  produit  qui  vient  de  la 
multiplication  > eft  une  équation. 

Car  l’inconnue  x du  produit  pouvant  être  confideréc 
comme  une  indéterminée  differente  de  x,  qui  eft  l’inconnue 
de  la  propofée  , & étant  polTible  que  l’inde'terminée  x ait 
des  valeurs  propres  à faire  en  fcrte  que  le  produit  foit  égal 
à zéro  , en  fuppofant  que  x reprefente  dans  le  produit  ces 
valeurs  là , il  eit  évident  que  le  produit  peut  être  fuppofé 
égal  à zéro. 

IL 

D’oîi  Ton  voit  que  les  valeurs  de  x dans  le  produit,  0*6(1 
3 dire,  que  les  racines  du  produit  fuppofé  égal  à zéro,  ne 
font  pas  les  racines  de  l’équation  propofée  , mais  elles  et» 
font  différentes  > à moins  qu’il  n’y  eût  des  racines  égales 
dans  la  propofée  , qui  demeuretoient  encore  toutes  dans  le 
produit,  excepté  une  feule. 

Il  eff  évident  que  les  termes  de  la  propofée  ayant  alter- 
oativement  , les  termes  du  produit,  qui  eff  l’équa* 

tion  de»  limites  , ont  auffi  alternativement  •+•  & — » par 
eonfequent  toutes  les  racines  de  l'équation  des  lioMtes  fcxit 
auffi  pofftives. 

IV, 

L’équatic»  des  limites  fe  peut  toujours  divHer  par  l’in- 
connue , pareeque  le  dernier  terme  de  la  propofée  eff  mul- 
tiplié par  zéro, 

Ainfi  l’équation  des  limites  a zéro  pour  une  de  fes  raci- 
nes ; mais  elle  a pour  fes  racines  réelles  une  racine  de  moins 
que  la  propofée , étant  moindre  d’un  degré  , & fon  dernier 
terme  tout  connu  a toujours  un  ligne  diiforenc  de  celui  du 
dernier  terme  de  la  propofée. 


Digitized  by  Google 


193 


Livre  VI. 

V. 

Quand  toutes  les  racines  d’une  équation , par  exemple  du 
cinquième  degré , font  réelles,  poCtives  & inégales,  fi  l'on  fub- 
Iticue  fa  première  racine,  c'efiàdirela  plus  petite,  dans  fon 
équation  des  limites,  à la  place  de  l’inconnue , la  fomme  tou< 
te  connue  qui  en  viendra  étant  le  produit  des  dificrences  qui 
font  entre  la  première  racine  de  la  propofée  & les  autres,  cha- 
cune de  ces  difforcnces  ayant  le  figne — , & étant  quatre  dans 
notre  exemple,  leur  produit  aura  le  figne  qui  efl  celui  du 
dernier  terme  de  l’équation  des  limites. 

Si  on  fubfiitue  la  foconde  racine  de  la  propofée  dans 
l’équation  des  limites , comme  il  n’y  aura  plus  que  trois 
différences  qui  ayent  chacune  le  figne — , le  produit  des 
différences  qui  font  entre  la  fécondé  racine  de  la  propofée  & les 
autres,  aura  le  figne  c’eft  à dire  le  figne  oppofé  au  précè- 
dent ; ainfi  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubffitu- 
tion  aura  le  figne — . 

On  verra  par  un  fcmblable  raifbnnement  que  la  fubffitution 
de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  dans  l’équation  des  limi- 
tes, donnera  le  figne  } la  fubffitution  de  la  quatrième  don- 
nera le  figne — . 

Et  enfin  la  fubffitution  de  la  cinquième  donnera  le  figne  h». 

Cela  fait  voir  que  la  première  racine  de  la  propofée  eft  plus 
petite  que  la  première  racine  de  l’équation  des  limites. 

Que  la  fécondé  racine  de  la  propofée  furpafle  la  première 
racine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  efl  nooindre  que 
la  fécondé. 

Que  la  troifiéme  racine  de  la  propofée  efl  entre  la  fécondé 
& la  troifiéme  racine  de  l'équation  des  limites. 

Que  la  quatrième  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  troifié- 
me & la  quatrième  de  l’équation  des  limites,  qui  eft  fâ  plus 
grande  & derniere  racine. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  la  propofée  furpafte  la 
quatrième  de  l’équation  des  limites. 

VI. 

- D’où  l’on  vât  que  la  première  racine  réelle  de  l’équation  des 
limites , eft  plus  grande  que  la  première  racine  de  la  propofée, 
& moindre  que  la  foconde  racine  de  la  propofée. 

Oo  iij 
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Que  la  féconde  racine  de  l’équation  des  limites  eft  entre  la 
féconde  & l.i  troiCéme  racine  de  la  propofcc. 

Que  la  tro  Géme  racine  de  l'équation  des  limites  eft  entre 
la  troiGcmc  Ôc.  la  quatrième  racine  de  la  propofée.  > 

Eiiân  que  la  quatrième  & dernière  racine  de  l’équation  des 
limites , eA  entre  la  quatrième  & la  cinquième  ou  demiere  ra- 
cine de  la  propofée^ 

VII. 

Par  confequenC  les  racines  de  l’équation  des  limites  étant 
prifes  de  fuite»  font  des  grandeurs  moyennes  entre  les  racines 
de  la  propofée,  & font  par  coofequent  les  limites  des  racines 
de  la  propofée  qui  font  entre  la  première  &.  la  demiere .. 

VIII. 

Mais  zéro  étant  toujours  moindre  que  la  plus  petite  des  ra> 
cinesde  la  propofée,  & le  plus  grand  cocficicnt  négatif  delà 
ptopofée,  rendu  poGtif  & augmenté  d’une  grandeur  arbitrai» 
re  comme  de  runité , étant  toujours,  une  quantité  plus  grande 
• 47.que  la  plus  grande  des  racines  pofiti  ves , * il  eA  évident  qu’en 
ajoucant  zéro , & ce  plus  grand  coëAcient  ainG  augmenté , aux 
racines  de  l’équation  des  limites , l'on  aura  deux,  limites  pour, 
chacune  des  racines  de  la  propofée.. 

Pour  les  racine t égales. 

Quand  il  y a des  racines  égales  dans  la  propofée».  il  peut 
arriver  trois  cas;  car  ou  bien,  les  racines  égales  peuvent 
être  moindres  que  chacune  des  racines  inégales  ; 2“.  ou  être 
plus  grandes;  3’.  ou  bien  elles  peuvent  être  plus  grandes  que 
quelques  racines  inégales,  05c  moindres  que  les  autres;  par 
exemple  G l’on  fuppofe  deux  racines  égales  dans  une  équation 
du  Gxiéme  degré»,  elles  peuvent  être,  1%  moindres  que  les 
quatre  inégales;  2“.  ou  plus  grandes; 3®.  ou  bien  il  peut  y avoir 
quelques  racines  inégales  moindres  que  les  égales  ».  & les 
autres  inégales  feront  plus  grandes. 

Premier  cas. 

T 1*  E OP  A T I O N des  limites  ayant  une  des  deux  racines 
égales  ûe  la  propofée  du  Gxiéme  degié,  la  fubAitution  de 
chacune  des  racines  égales  dans  l’équation  des  limites  à U 
place  de  l’inconnue  » tonnera  zéro .. 
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' La  fubfHtution  de  la  première  , c’eft  à dire  de  la  plus  peti- 
te des  quatre  racines  inégales  de  la  propofée  dans  Icquatioa 
des  limites , donnera  pour  la  fomme  toute  connue  le  produit 
des  différences  qui  font  entre  cette  première  racine  & toutes 
les  autres  ; & comme  il  y a trois  racines  plus  grandes , il  y 
aura  trois  différences  qiû  auront  chacune  le  ligne  — ; ainff  le 
produit  aura  le  ligne  — . 

La  fubflitution  de  la  féconde  racine  inégale  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites , donnera  pour  la  fomme  toute 
connue  le  produit  des  différences  qui  font  entre  la  féconde  ra- 
cine inégale  de  la  propofée  & toutes  les  autres  > & comme 
il  y en  a deux  plus  grandes  que  la  féconde , il  n’y  aura  que 
deux  différences  qui  ayent  chacune  le  ligne  — , ainfi  le  pro- 
duit aura  le  ligne 

. Par  un  femblable  raifonnement  on  verra  que  la  fubfficution 
de  la  troilléme  racine  inégale  de  la  propofée  dans  l'équation 
des  limites,  donnera  une  fomme  qui  aura  le  ligne  — ; & que 
la  fubftitution  de  la  quatrième  ou  derniere  racine  inégale  de 
la  propofée  , donnera  une  fomme  qui  aura  le  ligne  •+-. 

O’où  il  fuit  , 1” , que  la  quatrième  racine  inégale  de  la 
, propofée  furpafle  la  plus  grande  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes ; que  la  troiliéme  racine  inégale  de  la  propofée  cft  moindre 
que  la  plus  grande  ou  cinquième  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes , mais  elle  en  furpaffé  la  quatrième  ; que  la  fécondé  raci- 
ne inégale  de  la  propofée  ell  moindre  que  la  quatrième  racine 
de  l’équation  des  limites  , mais  elle  en  furpaffé  la  troiliéme  ; 
enfin  que  la  première  ou  plus  petite  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée eff  moindre  que  la  troiliéme  racine  de  l'équation  des  li- 
mites , mais  qu’elle  furpaffé  la  fécondé , c’eft  à dire , celle 
-qui  ell  immédiatement  plus  grande  que  la  racine  égale  com- 
mune aux  deux  équations. 

* ■ a".  Parconléqucnt,  la  3*,  4* , & 5*  racine  de  l’équation 
des  limites  ont  chacune  deux  limites,  elles  font  par  con^uent 
réelles } la  première  l’eff  auffi , étant  la  racine  égale  de  la  pro- 
pofée : La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  eff  donc 
auffi  une  grandeur  réelle,  puilque  les  racines  imaginaires  font 
toujours  deux  à deux . 

3°.  Il  eff  donc  évident  que  la  fécondé  racine  de  l’équatioa 
des  limites  eff  moindre  que  la  première  racine  inégale  de  la 
propolée,  . . . . t 
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Que  la  troifiémc  racine  de  1 cquation  des  limites  f^rpa^Iê  fa 
première  racine  inégale  de  la  propofée , & eft  moindre  que 
la  féconde. 

Que  la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  furpaflè 
la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  , & eft  moindre  que 
la  troilïéme . 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  fur. 
pafle  la  troifiéme  racine  inégale  > & eft  moindre  que  la  qua- 
trième ou  plus  grande  racine  inégale  de  la  propofée, 

4®.  Par  confequent  les  racines  de  l’équation  des  limites  étant 
fubftituées  de  fuite  dans  la  propofée,  la  première  donnera  zé- 
ro , & les  autres  donneront  des  fommes  qui  auront  alternati- 
vement les  fignes  & — , ou  — & .4»  , & l’on  aura  deux 
limites  de  chaaine  des  racines  inégales  de  la  propofée,  en  pre- 
nant pour  dernicrc  limite  le  plus  grand  coëficicnt  négatif  de 
la  propofée  augmenté  de  l’unité. 


Second  cas. 

Si  deux  racines  égales  font  les  plus  grandes  , & qu’on 
i'ubftitue  la  première  ou  la  plus  petite  racine  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites , à la  place  de  l’inconnue  , on 
trouvera  en  railbnnant  comme  dans  le  premier  cas , quelle 
donnera  une  fomme  toute  connue  qui  aura  le  ligne  — , cet- 
te fomme  étant  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  première  racine  de  la  propofée  & les  cinq  autres , & qui 
ont  chacune  le  fignc  — . 

La  fubftitution  de  la  icconde  racine  inégale  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites , donnera  une  fomme  qui  aura  le 
ligne 

La  fubftitution  de  la  troifiéme  donnera  une  fomme  qui  au- 
ra le  figne  — . 

La  fobftitution  de  la  quatrième  , qui  eft  la  plus  grande  ra- 
cine inégale , donnera  une  fomme  qui  aura  le  ligne  -4- . 

lu  fubftitution  de  la  cinquième  & fixiéme  , qui  font  les 
racines  ^ales  , donnera  zéro. 

D’où  il  fuit , 1® , que  la  première  ou  plus  petite  racine  de 
la  propofée  eft  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  l’équation 
des  limites. 

La  fécondé  racine  de  la  propofée  eft  moyenne  entre  la  pre- 
mière & la  fécondé  radne  de  l'équation  des  limites. 

Et 
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• Et  ainfi  de  fuite  ju(qu  à la  quatrième  ôc  plus  grande  racine 
inégale  de  la  propofée,  qui  eft  moyenne  entre  la  troiCémefic 
la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  j & les  deux 
racines  égales  de  la  propofée,  qui  font  la  dnquiéme  & la 
fixiéme , font  chacune  égale  à la  cinquième  racine  de  l'équa» 
Hon  des  limites. 

a®.  Par  confequent  la  première , la  féconde  & la  troifiéme 
racine  de  l’équation  des  limites,  ont  chacune  deux  limites , 
ainfl  elles  font  réelles. 

La  dnquiéme  eft  auffi  une  grandeur  réelle , puifque  c’eft 
la  racine  égale  de  la  propofée . 

La  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  donc  aufti 
réelle;  puifque  les  radnes  imaginaires  ne  peuvent  être  que 
deux  à deux . 

3®.  La  première  radne  de  l’équation  des  limites  eft  moyen- 
ne entre  la  première  racine  de  la  propofée  & la  fécoide 
racine. 

La  fécondé  racine  de  féquation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  fécondé  & la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

‘ La  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  la  quatrième  radne  de  l'équation  des  limites  fuP> 
pafTe  la  quatrième  & plus  grande  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée. ^ 

Ainfi  prenant  zéro  pour  la  moindre  des  limites  de  la  propo- 
fée, de  fubftituant  de  fuite  dans  la  propofée  à la  place  de  l’in- 
oonnue,  zéro , la  première , la  fécondé,  la  troifiéme,  1a  qua- 
trième radne  de  l’équation  des  limites , les  fommes  toutes  con- 
nues qui  en  viendront  auront  alternativement  — & -4- , ou 
H-  & — ; de  i’on  aura  deux  limites  pour  chacune  des  racines 
inégales  de  la  propofée. 

T R 01  s Ie' ME  CAS. 


X_i  O R sqü ’iL  y a des  radnes  inégales  dans  la  propofée, 
moindres  que  les  racines  égales  par  exemple  deux , & qu’il 
y a encore  d’autres  radnes  inégales  plus  grandes  qne  les  ra- 
cines égales , par  exemple  deux  , il  eft  touiours  évident 
qu’en  fubfticuant  la  première , ceft  à dire  la  plus  petite  des 
racines  inégales  de  la  propofée , à la  place  de  l’inconnue 
dans  l’équation  des  limites,  la  fomme  toute  connue  qui 
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en  viendra  , aura  le  figne  — -,  puifqu’clle  eft  le  produit  des 
cinq  différences  qui  font  entre  la  première  rgeine  & les  cinq 
autres  de  la  propofée , Jcfquellcs  différences  ont  chacune  le 
figne  — . 

Si  on  fublfitue  la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  , la 
fomme  qui  en  viendra  aura  le  figne  ^ , étant  le  produit  des 
cinq  différences  qui  font  entre  la  fécondé  racine  & toutes  les 
autres,  defquellcs  différences  la  première  a le  figne*»-,  & cha- 
que autre  le  figne  — . 

Si  on  fubftitue  la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la 
propofée , elles  donneront  zéro  ; pareeque  ce  font  les  deux  ra- 
cines égales. 

Si  on  fubftitue  la  cinquième  racine  de  la  propofée , qui  eft 
la  troifiéme  des  inégales,  la  fbmme  aura  Je  figne — , parce- 
qu’elle  eft  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre  la  cin- 
quième racine  de  la  propofée  & toutes  les  autres,  dont  une 
feule  a le  figne  — , & toutes  les  autres  le  figne  -4- . 

Enfin  fi  on  fubftitue  la  fixiéme  racine  de  la  propofée , qui  efl 
la  quatrième  des  inégales  , la  fomme  aura  le  figne 
, D’où  il  fuit,  1°,  que  la  première  ou  la  plus  petite  des  raci- 
nes de  la  propofée  efl  moindre  que  la  première  racine  déféqua- 
tion  des  limites. 

La  fécondé  racine  de  la  propofée  furpaffe  la  première 
racine  de  l’équation  des  limites,  & clic  eft  moinore  que  la 
féconde . 

La  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée  font  éga- 
les à la  troifiéme  de  l'équation  des  limites  ; puifqu’elles  con- 
nent  zéro, 

La  cinquième  racine  de  la  propofé-e  furpaffe  la  quatrième 
ricine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  eft  moindre  que  la 
cinquième. 

Enfin  la  fixiéme  racine  de  la  propofée  furpaflb  la  cinquième 
& plus  grande  racine  de  l’équation  des  limites. 

2*.  Par  conféquent  la  première  racine  de  l'équation  des  limi- 
tes a deux  limites  ; la  troifiéme  eft  la  racine  égale  commune 
aux  deux  équations. 

La  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  a deux  limi- 
tes, qui  font  la  cinquième  & fixiéme  racine  de  la  propofée.  ' 

Ces  trois  racines  de  l’équation  des  limites  font  donc  réel- 
les. 
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' La  fécondé  & la  quatrième  le  font  aufli , car  il  eft  impofli- 
ble  qu  elles  foient  imaginaires , étant  impoITiblc  qu'il  y ait  une 
grandeur  réelle  entre  deux  racines  imaginaires,  qui  donne  zé- 
ro i & la  troiliéme  & quatrième  racine  de  la  propofèe  don- 
nent zéro , & lônt  entre  la  féconde  & la  quatrième  racine  de 
l'équation  des  limites  » 

Ainli  toutes  les  racines  de  l’équation  des  limites  font  rfelles. 

- 3°.  La  première  ou  plus  petite  racine  de  ré',intian  des  limi- 
tes eft  donc  moyenne  entre  la  première  &.  la  fécondé  racine  de 
la  propofèe. 

La  féconde  racine  de  l’équation  des  limites  furpaffe  la  fécon- 
de racine  de  la  propofèe. 

Ainll  en  prenant  zéro  pour  la  moindre  limite  de  la  première 
racine  de  la  propofèe,  l'on  a les  limites  de  la  première  & de  la 
féconde  racine  inégale  de  la  propofèe. 

La  troifième  racine  de  l'équation  des  limites  efl  la  troifiéine 
& la  quatrième  de  la  propofèe. 

La  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moindre 
que  la  cinquième  racine  de  la  propofèe. 

La  cinquième  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  cinquième  & la  fixiéme  racine  de  la  propofèe 
t Ainfi  en  prenant  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  pro- 
pofée  augmenté  de  l’unité,  l’on  aura  toutes  les  limites  des  ra- 
cines de  la  propofèe . 

x: 

Pour  la  racines  imaginaires, 

X L eft  donc  évident  que  quand  toutes  les  radnes  d'une 
équation  propofèe  font  réelles  & pofïtives,  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  le  font  auiïi  : Par  confequent  s'il  y a des 
racines  imaginaires  dans  l’équation  des  limites  , qui  ne  peuvent 
être  que  deux  à deux  , H y a autant  de  racines  imaginaires 
dans  la  propofèe . ■ . • 

• Mais  il  faut  remarquer  que  quand  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  font  réelles,  ce  n’eft  pas  une  marque  af 
fuiée  qu’il  n’y  ait  point  déracinés  imaginaires  dans  la  propofèe, 
comme  on  le  voit  dans  cet  exemple.  ' . .. 

Soit  l’équation  du  fécond  degré  xx  — zax  = o. 
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dont  deux  racines  font  imaginaires  : qu’on  la  multiplie  par 
l’équation  linéaire  x — a — g = o;Ic  produit  cft  une 
équation  du  trqifiémc  degré  x’  — ^axx  ^aax  — = 

-^ffx  —aff 

-ifg 

I 2 I O 


dont  deux  racines  font  ima- 
ginaires . Qu’on  multiplie 
chaque  terme  du  produit 
par  l’expolânt  du  degré  de 
l’inconnue  de  ce  terme,  & le 
dernier  terme  par  zéro } on 
aura  l’équation  des  limites  , 
qui  étant  divifcc  par  3^,  don- 
ne l’équation  du  a*  degré , 
qui  eft  l’équation  des  limites, 
dans  laquelle  > fi  l’on  fuppofe 
que  le  dernier  terme  aa 
ff  nxjindre 


Jx’  — 6axx  ^aax  = o, 
— 2gxx  •*“  2agx 
-*-ffx 


XX 


20X 


aa  = 


que  le  quarré  de  la  moitié  du  cocfident  — la  — j g du 
terme  » qui  cft  -4-  44  -4- 1 H-  j ^ , ou  qu’il  lui  cft  égal  ; il 
eft  certain  que  les  deux  racines  de  cette  équation  du  fécond 
degré , qui  eft  l’éqiution  des  limites  , feront  toutes  deux 
réelles  & pofitives  r Mais  il  cft  évident  que  le  dernier  terme 
■4-  44  ■+•  J 4g  jff,  fera  moindre  que  | 4g, ^ gg^ 
jffefl  moindre  que 

Ainfi  , dans  ce  cas , l'équation  des  limites  aura  toutes  fes 
racines  réelles,  & cependant  l’équation  propoféc  aura  deux  de 
fés  racines  imaginaires . 

En  voici  un  exemple  en  nombres . Soit  xx 6x  9 = o, 

dont  les  racines  font  imaginaires.  Qu’on  mf.  i 

la  multiplie  par  l'équation  linéaire  . . . x 91  = 0 

on  aura  l’équation  du  3*  degré  x>~ 
dont  deux  racines  font  imagi.  3 
naircs.  Qu’on  la  multiplie  par 
la  progreffion  arithmctiquc,on 


ijxx  64X  — 90  ^ O, 
210. 


30XX  -H  64X  =0, 


aura  le  produit 3x^  — 

qui  étant  divifé par  3x,  fc ré-  

duit  à .....  . .XX  — lox  -4“  21  J = o, 
dont  les  deux  racines  font  réelles,  l’une  étant  x = 5 -hk'3  f» 
& l’autre  étant  * = 5 — y'i  f. 
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Corollaire  XI. 

144.  R E* s les  remarques  precedentes,  il  eft  évident  qu’en 
prenant  zéro  pour  la  plus  petite  des  limites  des  racines  d'une 
équation  quelconque , dont  tous  les  termes  ont  alternative- 
ment -♦-  & — , & le  plus  grand  ccëficient  négatif  de  cette 
équation  , augmenté  d’une  unité  ou  d’un  plus  grand  nom- 
bre , pour  la  plus  grande  des  limites  , & les  racines  de  l’é- 
quation des  limites  pour  les  limites  moyennes}  l’on  aura  tou- 
tes les  limites  des  racines  de  la  propofée,  deux  limites  pour 
chacune . 

' Zéro  & la  première  racine  de  l’équation  des  limites , feront 
les  limites  de  la  première  racine  de  la  propolce.  ' 

La  première  & la  lêconde  racine  de  l’équation  des  limites , 
lieront  les  limites  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée  . 

La  fécondé  & la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  ÿ 
feront  les  limites  de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

£t  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  derniere  racine  de  l’équation  des 
limites  ; cette  derniere  racine  & le  plus  grand  cocficicnt  néga- 
tif de  la  propofée , augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre  nombre, 
feront  les  limites  de  la  derniere  racine  de  la  propofée. 

Ainfi  zéro  étant  fubfiitué  à la  place  de  l'inconnue  dans  la 
propofée  , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  fera  le  der- 
nier terme  de  la  propofée  , avec  ion  figne  qui  cft  dans 
les  équations  des  degrés  pairs  , & — dans  les  équations  des 
degrés  impairs. 

La  première  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfuitc 
fubftituée  dans  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue , la  fomme 
aura  un  figne  oppofé  au  précèdent. 

> La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfuite 
fubftituéc  dans  la  propofée , la  fomme  toute  connue  aura  ut» 
ligne  oppofé  au  precedent}  & ainfi  de  fuite. 

Corollaire  XIL  , 

41  • T lO  R s Qjj’  UNE  des  racines  de  Téquat ion  des  limites , étant 
fubflituée  dans  la  propofée , donne  zéro,  il  y a deux  racines 
égales  dans  la  propofée. 

Si  plufieurs  racines  differentes  de  Féquation  des  limites- 
étant  fubftkuées,  donnent  zéro,  il  y a deux  fois  autant  de 
racines  égales,  deux  à deux,  dans  la  propofée.  * *74. 

P P iij 
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Corollaire  XII l. 

* 4 • T jO  R s QU*  UNE  des  racines  de  réquatioa  des  limites  étant  ' • 
fubditcce  dans  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue  ^ la  fom- 
me  qui  en  vient  n*a  pas  le  ligne  qu’elle  devroit  avoir  , & n’eft 
pas  zéro , il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Si  plufieurs  racines  de  l’équation  des  limites  étant  fublH» 
tuées  dans  la  propofée  les  fommes  qui  en  viennent  n’ont 
pas  le  ligne  qu’elles  devroient  avoir  , li  les  racines,  de  la 
propofée  éroient  toutes  réelles  , ou  ne  font  pas  zéro  , il  y 
aura  deux  fois  autant  de  racines  imaginaires  dans  la  propo* 
fce  y que  1 on  trouvera  de  fois  des  lignes  contraires  à ceux 
qu’on  devroit  trouver. 

Aiiilî  li  l’on  trouve  deux  fois  que  les  racines  de  l'équa- 
tion des  limites  étant  fubftituées  dans  la  propofée,.  donnent 
des  lignes  contraires  à ceux  qu’elles  devroient  donner il  y a. 
quatre  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Corollaire  XIV.  ' . 

^47-î  i’equation  des  limites  pouvant  elle- même  être  conlT- 
dei  ce  comme  une  équation  principale  , li  on  en  multiplie 
chaque  terme  par  l’c.vjxjfant  du  degré  de  l’inconnue  de  ce 
terme  , & le  dernier  terme  par  zéro , le  produit  fera  fon 
équation  des  limites,  à qui  il  faudra  appliquer  tout  ce  qu’oa 
a dit  de  l’équation  des-  limites  ; Et  li  on  continue  de  mul- 
tiplier thaque  terme  de  cette  nouvelle  équation  des  limite» 
par  rc.vp'jlhnt  du  degré  de  l’inconnue  de  ce  terme  & le 
dernier  terme  par  zéro  , on  aura  l’équation  des  limites  de 
l’équation  préced  nte;  en  continuant  cette  operation  jufqu’à 
ce  qu’on  foir  arrivé  à une  équation  linéaire,  l’on  aura  toutes, 
les  limites  diS  ncines  de  toutes  ces  équations  des  limites. 

Car  la  mcinc  de  l’équation  linéaire  avec  zero.&  le  plus 
gran.l  ctêlicienr  négatif  de  l’équation  des  limites  du  fécond 
degré,  augmenté  de  l’iinité  , feront  les  limites  des  racines 
de  cette  équation  du  fécond  degré.  I 

Les  racines  de  celle-ci  avec  zéro  & le  plus  grand  coëficient 
négatif  de  l’équation  du  troifiéme  degré , augmenté  de  l’uni- 
té, feront  les  limites  de  l’équation  des  limites  du  troilléme 
degré  i & ainfi  de  fuite  jufqu’à  l'équation  propofée. 
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SECTION  IL 

Où  Ton  explique  la  méthode  de  trouver  les  limites  des  racines 
d'une  équation  nttmcr'ique  quelconque . 

PROBLEME  I. 

148.  7* ROULER  les  limites  par  ordre  ' de  toutes  les  racines  d'une 
équation  numérique  quelionque. 

On  fuppofë  que  réqu.ation  eft  faiisfni(5Iion,  que  fcnprcm'er 
terme  n’a  pas  d’autre  coëficient  que  l’iinitc,  & que  tous  fes  ter- 
mes ont  alternativement  les  lignes  -H  & — . On  a vu  dans  le 
troifiéme  Livre  les  moyens  de  lui  donner  ces  picparations . 

* 1®.  Il  faut  multiplier  chaque  terme  de  l’équation  piopofce 
par  le  nombre  qui  cft  rc.'cpofant  du  degré  de  l’inconnue  de  ce 
terme,  & multiplier  le  dernier  terme  par  zéro  . II  faut  divi- 
lër  le  produit  par  l'inconnue  linéaire,  & il  fera  l'équation  des 
limites  de  la  propofée,  moindre  d’un  degré  que  la  propofee  , 
& dont  toutes  les  racines  priées  de  fuite  feront  les  limites  des 
racines  de  la  propofée . Il  faut  multiplier  chaque  terme  de 
cette  première  équation  des  limites  par  l’expo/ant  du  degré 
de  l’inconnue  de  ce  terme , & le  dernier  terme  par  2cro  5 & 
le  produit  étant  divifé  par  deux  fois  l’inconnue  ( car  on  trou- 
vera que  tous  les  termes  fe  peuvent  divifer  par  zx  ) fera  la 
fécondé  équation  des  limites > dont  les  racines  feront  les  limi- 
tes de  la  précédente.  11  faut  multiplier  chaque  terme  de  cet- 
te fécondé  équation  des  limites  par  l’cxpofant  du  degré  de 
l’inconnue , & le  dernier  terme  par  zéro;  & pareequ’on  trou- 
vera que  chaque  terme  fe  peut  divifer  par  jr , il  faut  divifer 
le  produit  par  3*;  & l’on  aura  la  troifiéme  équation  des  li- 
mites , dont  les  racines  feront  les  limites  de  la  précédente.  On 
continuera  d’operer  de  cette  maniéré  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arri- 
vé à une  équation  linéaire  ; ce  fera  la  derniere  équation  des 
limites . 

2°.  II  faudra  prendre  zéro  pour  la  moindre  limite  de  l'é- 
quation du  fécond  degré  ; la  racine  de  l’équation  linéaire, 
pour  la  fécondé  limite  ; & le  plus  grand  coëficient  négatif 
■augmenté  de  l’unité  ou  d’un  nombre  arbitraire,  pour  la  troi- 
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liéme  & plus  grande  limite  de  la  même  équation  du  fécond 
degré  ; & l'on  aura  ainfî  toutes  les  limites  des  racines  de 
l'équation  du  fécond  degré. 

il  faudra  prendre  pour  les  limites  des  racines  de  l’équation 
du  troiféme  degré,  zéro,  les  deux  racines  de  l’équation  du 
fécond  degré , & le  plus  grand  cocficient  négatif  de  l'équa- 
tion du  troifiéme  degré  , augmenté  de  l’unité  ; & l’on  aura 
ainfi  toutes  les  limites  des  racines  de  l’équation  du  troifiéme 
degré  , deux  limites  pour  chacune. 

Il  faudra  prendre  de  même  zéro , les  racines  de  l’équation 
du  troifiéme  degré  , & le  plus  grand  cocficient  négatif  de 
l’équation  du  quatrième  degré,  augmenté  de  l’unité  ou  d’un 
autre  nombre,  pour  les  limites  de  l’équation  des  limites  du 
quatrième  degré  ; & l’on  aura  ainfi  deux  limites  pour  cha- 
que racine  de  cette  équation , 

Il  faudra  faire  la  même  chofe  pour  les  équations  fuivan- 
tes  jufqu’à  la  propofée , dont  zéro  , les  racines  de  la  pre- 
mière Quation  des  limites  , & le  plus  grand  cocficient  né- 
gatif de  la  propofée  , augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre 
nombre , feront  les  limites , & il  y en  aura  deux  pour  cha- 
cune des  racines  de  la  propofée. 

On  enfeignera  dans  la  Sedlion  fuivante  la  maniéré  de 
trouver  chaque  racine  d’une  équation  , lorfqu’on  en  a les 
deux  limites. 

Pour  lei  racine f égaki. 

AND  une  des  racines  d’une  des  équat’ions  des  fimites 
étant  fubfiituée  dans  l’équation  qui  la  précédé , donne  zéro 
au  lieu  de  donner  une  fomme  qui  ait  le  ou  le  — , qu’el- 
le doit  avoir,  il  y a dans  ce  cas  des  racines  égales  dans  la 
propofée.  'Voici  la  maniéré  d’en  déterminer  le  nombre. 

Si  une  feule  des  racines  de  la  première  équation  des  limi- 
tes étant  fubfiituée  dans  la  propofée  , donne  zéro , il  y a 
deux  racines  égales  dans  la  propofée. 

Si  deux  racines  étoient  égales  dans  la  première  équation 
des  limites  , il  y auroit  trois  racines  égales  dans  la  propo- 
fée ; & ainfi  de  fuke. 

. Si  deux  racines  de  l’équation  des  limites  , quoiqu’inéga- 
les  entr’clles , étoient  auffi  les  racines  de  la  propofée  , die 
auroit  quatre  racines  égales , deux  à deux. 

Si 
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Si  une  des  racines  de  la  fécondé  équation  des  fimites  étant 
fublHtuée  dans  la  première  équation  des  limites,  donne  zéro , 
il  y a trois  racines  égales  dans  la  propofêe. 

. S'il  y avoir  deux  racines  égales  dans  la  lêconde  équation  des 
limites , il  y auroit  quatre  racines  égales  dans  la  propofêe;  & 
ainfi  de  fuite. 

Si  une  des  racines  de  la  troifléme  équation  des  limites  étant 
fubflituée  dans  la  ftconde  , donne  zéro,  il  y a quatre  racines 
égales  dans  la  propofée  i & ainll  des  autres  qui  fuivent  la  troi- 
liéme  équation  des  limites,  jufqu'à  l'équation  linéaire,  dont 
la  racine  étant  fubflituée  dans  l'équation  des  limites  du  fécond 
degré  qui  la  précédé  , fi  elle  donne  zéro , toutes  les  racines 
de  la  propofée  feront  égales . 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  des  racines  égales  eft  une  fuite 
évidente  de  ce  c^u’on  en  a démontré  dans  la  derniere  Seétion 
du  quatrième  Livre. 

Quand  on  trouve  par  la  méthode  de  ce  Problème , que  là 
propofée  contient  des  racines  égales  , le  plus  court  eft  de  divi- 
ler  la  propofée  par  l’équation  compofée  de  toutes  les  racines 
égales  , & l’on  aura  un  quotient  qui  contiendra  les  feules  ra> 
cines  inégales  de  la  propofée , dont  on  trouvera  les  limites  par 
le  ptemier  article. 


a 


Pour  les  racines  imaginaires. 


A N D une  radne  d’une  des  équations  des  limites  étant 
fubflituée  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’équation  qui  la  pré- 
cédé immédiatement , & dont  Tes  racines  font  les  limites,  la 
fbmme  qui  en  vient  n'a  pas  le  figne  ou  — , qu’elle  devroit 
avoir  fi  les  racines  étoient  toutes  réelles  & inégales  , ôc  que 
'cette  foinmc  n’eft  pas  zéro  > dans  ce  cas  il  y a deux  racines 
imaginaires  dans  l’équation  qui  la  précédé  , & dans  toutes 
les  autres  équations  des  limites  qui  la  précèdent , jufqu^  la 
propofée  , qui  a aufli  deux  racines  imaginaires. 

Si  deux  racines  d’une  des  équations  des  limites  ne  donnoient 
dans  celle  qui  la  précédé  immédiatement , ni  le  figne  qu’elles 
doivent  donner , ni  zéro  , il  y auroit  quatre  racines  imaginai* 
res  dans  la  propofée  ; & ainfi  de  fuite. 

Les  autres  racines  réelles  de  l’équation  qui  précédé  n’au- 
loient  pas  moins  leurs  limites , il  y en  auroit  deux  pour 
chacune , en  prenant  zéro  pour  la  moindre  , le  plus  grand 
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ccèficicnt  négatif  augmenté  de  l’unité , pour  la  plus  grande 
& le*  autres  racines  de  l’équation  des  limites , dont  oo  narle  * 
pour  les  limites  moyennes . ^ * 

Toute  cette  méthode  cil  une  fuite  évidente  de  tout  ce 
qui  précédé. 


Application  du  Proh/?me  à des  exemples. 


Exemple!, 

1^0  ü R trouver  les  limites  des  racines  de  l’équation  du 
troifiéme  degré  . . — 30240=0. 

i“.  On  multipliera  fes  -* 

termes  par  ...  3 2 i oj 


00  div’ifera  le  produit  3*»— izSatat  -*-3744*  * 

pur  X f Sc  l’on  aura  * 

l’équation  des  limites  7xx—2iSx  -h 3744  =:©. 

On  multipliera  les 

termes  par  . . . ^ , 0^ 

& l’on  aura  le  pro- ■ ~ . 

duit 6xx — 2iix  =0, 

qui  étant  divilé  par 

£x  , donnera  , . x — 38  =0»  ’ 

qui  eft  la  derniere  équation  des  limites  , ou  l’équation  Ii« 
neaire  des  limites. 

a*.  Pour  avoir  à prefent  les  limites,  l’on  ôtera  le  coëficient 
du  premier  terme  de  l’équation  des  limites  du  fécond  degré , 
2xx  — 228x  -h  3744  = O , ce  qui  fe  fera  ici  en  divifant 
chaque  terme  par  3 , & l’on  aura  xx  — 76a:  p*-  1248  = o, 
pour  l’équation  des  limites  du  fécond  d^ré . 

Zéro  & la  racine  pf*  38  de  l’équation  linéaire,  lêront  les  li> 
mites  de  la  i'*  racine  de  l’équation  xx  — 76*  -t-  1 148  = o . 

38  & ■+•  77 , qui  eft  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
cette  équation , augmenté  de  l’unité  , feront  les  limites  de  là 
fécondé  racine. 

Ainli  en  fubftituant  zéro  au  lieu  de  x dans  l’équation  xx 
jSx  -1-1248=0,  l’on  aura  1248. 

En  fubUituant  la  fcconde  limite  38  , on  aura  — 196, 

En  fubllituant  la  troifiéme  limite  pt-  77,  on  aura  •+•  1327, 
Et  l’on  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Seftion  fuivante,quc 
les  deux  racines  de  xx  — 76*  pi- 1248  = 0,  font  24  & jz. 
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Ainfi  zéro  & 24  font  les  limites  de  la  première  racine  de 
la  propofée  x»  — 1 14XX  -h  3744V  — 30240  = o $ c'eft  à 
dire , la  première  racine  de  la  propofée  eft  entre  zéro  & 24» 
& en  fublHtuant  zéro  au  lieu  de  l’inconnue  x dans  la  pro- 
pofée, la  fomms  toute  connue  qui  en  viendra,  aura  le  li- 
gne — ; en  fubllituant  24,  la  fomme  aura 

24  & 52  font  les  limites  de  la  fécondé  racine  de  la  pro- 
pofée , & en  fubftituant  52 , la  fomme  aura  — . 

Enfin  52  & le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  propo- 
féc,  augmenté  de  l’unité , qui  efè  30241  , font  les  limites 
de  la  troifiéme  racine  de  la  propofé^,  & en  fubftituant  30241, 
la  fomme  qui  en  viendra  aura 

L’on  a donc  les  limites  de  toutes  les  racines  de  la  propo- 
fée, deux  limites  pour  chacune}  (e  qu’il  fallait  trouver. 

Second  exemple  où  il  y a de»  racines  égales . 

P O U R trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation  du 
troifiéme  degré  . . x»  — jovv  aSSv  — 864=0, 
1 ®,on  multipliera  fes  ter- 

.mes  par  ....  . 3 2 i o, 

& l’on  aura  la  première  ■ ■ 

•équation  des  limites  . . jx*  — 6oxx  288*  =0, 
qui  étant  divifée  par  x, 

donnera ^xx — 6ox  H- 288  =0; 

multipliant  cette  équa- 
tion par 2 I o, 

l’on  aura  la  derniere  — 

équation  des  limites ..  6vv — 6ox  =0, 

qui  étant  divifée  par  6xy 

fe  réduite  à l’équation 

linéaire  . r . . . x — 10  = o . 

2“.  Pour  avoir  les  limites  de  l’équation  du  fécond  degré  3 w 

— 6cx  288  = o , on  divilêra  fes  termes  par  3 , & l’on 

aura  xx  — 20V  96  = o pour  la  première  équation 

des  limites.  Les  limites  de  la  première  racine  de  xx — ^ox 

= o , font  zéro  & la  racine  10  de  la  demierc  équa- 
tion des  limites . Les  limites  de  la  féconde  racine  de  xx 

— 20V  96  = o , font  ro  & fbn  plus  grand  coëficient 

négatif  augmenté  de  l’unité  , qui  eft  2t . On  trouvera  par 
ks  méthodes  de  la  Scélion  fuivantc , que  les  racines  de  la 
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première  équation  des  limites  xx  — lox  ■+•  ptf  = o , font  8 
& iz. 

Ainfi  O,  8 > 12  , 865  , font  les  limites  des  racines  de  la 
prepofée  : mais  pareequ’on  trouve  que  12  étant  fubftitué 
dans  la  propofée  à la  place  de  x , la  fomme  qui  en  vient 
eft  zéro  , & qu’ainfi  1 2 en  eft  une  racine  ; la  propofée  a 
deux  racines  égales  12,  12  , & il  ne  lui  rede  plus  qu'une 
racine  inégale,  dont  les  limites  font  o & 8.  . ; 

Mais  le  plus  court  eft  de  divifer  la  propofée  par  l’équa- 
tion  compefoe  des  deux  racines  égales  12  & 12,  quieftArr 
— 24A;  •+“  144  = O,  & le  quotient  x ■ — .6  = 0,  contiendra 
la  racine  inégale . 

Troifcmc  exemple  cù  il  y a des  racine!  imaginairet. 

Pour  trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation 
du  quatrième  degré  x* — 76a;*-*- 18722:^—- ijizoat ■+■5513^  = 0, 
i%on  multipliera  lès 

termes  par  ...  4 3 2 i o, 

& l’on  aura  la  1"  • ■ - - 


équation  des  limites  4^;*  — zaBx* 
qui  fe  réduit  en  di- 
vilânt  pr  4a;  à . x' 

On  muitiplieracette 
équation  pr  ...  3 

& onaura  la  fécondé  

équation  des  limites  3x* 
qui  étant  divifée  pr 


j744a;a;  — iSI20a;  = Oj 
— ^yxx  -*-^36*  — 37S0  =0. 


3at  , fe  réduit  à . . a^a; 


on  multipliera  cette 
équation  par  . . a i 

&onauraladerniere  

«quation  des  limites  ^xx  • — 38;^ 
qui  étant  divifée  par 
2A;/e  réd  uit  à l'équa- 
tion linéaire 
2 


— 1I4a;a;-*-936a: 

— 38;r 


311  =o\ 


19  =0. 


*.  Pour  avoir  les  limites  des  deux  racines  de  l’équation 
des  limites  du  i*  degré  xx  33a;  3 1 2 = o,  on  prendra 

zéro  pur  première  Umite^  la  racine  19  de  l’équation  linéaire 
des  limites  x — = o , pour  féconde  limite  ; & le  plus 

gr^d  ajèficient  négatif  de  l’équation  xx  — 382^  -*-312  =o, 
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augmenté  de  Tunité  , qui  eft  39,  pour  la  troiûémc  limite . 
Ainfi  les  trois  limites  feront  o,  19,  39  • 

On  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Seélion  fuivante , en  le 
fervant  de  ces  limites , que  les  deux  racines  de  la  lêconde  équa» 
tion  des  limites  xx  — 38^?  •+■  3 1 z = o,  font  i a & 26 . 

Ainli  les  limites  de  la  première  équation  des  limites  x^ 
57xx“*“  ^i6x  — 3780  =0,  feront  o,  12,  26,  3781,  par 
le  moyen  defquelles  on  trouvera  que  les  racines  de  la  premiè- 
re équation  des  limites  x*  — 3?xx  ÿ^6x  — 3780  = o, 
font  6,  21,  30. 

Par  confequent  les  limites  des  racines  de  la  propofée  x* 
~—y6x’-i‘  iSyixx — I5izor-t-35i36  = o,font  0,6,21,30 
15 121.  Cf  auiifaîloît  trouver . 

£n  fubltituant  zéro  dans  la  propolee  au  lieu  de  or , la 
fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme , & elle 
a le  ligne  . 

En  fubllituant  la  Icconde  limite  6,  la  Ibmme  a le  ligne  — . 
En  fubllituant  la  troifiéme  limite  2 1,  la  Ibmmea  le  ligne 
En  fubllituant  la  quatrième  limite  30,  la  fomme  qui  devroit 
avoir  le  figne  — , a encore  le  ligne  C’ell  une  marque  cer- 
taine qu’il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  propofée , & 
deux  racines  réelles , dont  on  trouvera  par  les  méthodes  de  la 
Seélion  fuivante , que  la  première  e(l  4,  & que  la  féconde  eft 
incommenfurable , plus  grande  que  8,  & moindre  que  9. 

R E M A R Q_U  E. 

P O U R faire  concevoir  clairement  la  méthode  du  Problè- 
me , on  a choili  des  exemples  dont  les  équations  des  limites 
euflènt  ces  deux  conditions  : 1°.  qu'elles  fe  trouvalTent  fans 
fradlions,  le  coêficient  de  leur  premier  terme  étant  undi- 
vifeur  exaél  de  tous  les  autres  termes  : 2°.  que  toutes  les 
racines  des  équations  des  limites  fulTent  commenfurables . 
Quand  ces  deux  conditions  ne  fe  trouvent  pas , qui  eft  le 
cas  le  plus  ordinaire  , on  verra  à la  lin  de  la  S'eélion  fuivante 
le  moyen  de  trouver  , noQob(lant  cela  , les  limites  qu'on 
cherche. 


Q.q  “j 
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THEOREME  II. 


1 on  a îei  limitei  des  racines  dune  donation  , tro»‘ 

ver  les  limites  des  racines  de  toute  équation  en  laquelle  on  trans- 
formera la  première. 

pAR  exemple  on  a l’équation  — 30240 

= 0,  dont  on  connoit  les  limites  o,  24,  52,  24241;  on  veut 
la  transformer  en  une  autre , foit  en  fuppofant  par  exem- 
ple X — qui  fc  réduit  à «f  =;»  10, 

ou  X 10  =y  x=y  — 10, 

ou  10 — X —y  x = io — 7, 

ou  lOAf  =y  . x = -^ 

ou  fr  =y  ^ x=ioyf 

ou  enfin  de  quelqu’autre  maniéré  qu’on  voudra . Subfii- 
tuant  enfuite  la  valeur  de  x pri/è  dans  quelqu’une  de  ces  équa- 
tions où  X e.^  linéaire,  au  lieu  de  x dans  la  propofée,  l’équa- 
tion qui  naîtra  fera  la  transformée. 

Pour  avoir  les  limites  des  racines  de  la  transformée,  il  faut 
fubllituer  les  limites  fucceflivement  à la  place  de  x dans  l’équa- 
tion où  Ateft  linéaire»  & qui  a fervi  à faire  la  transformation; 
& les  valeurs  dey  toutes  connues  qui  viendront  de  ces  fubdi- 
tutions , lcront  les  limites  des  racines  de  la  transformée  ; par 
exemple  en  fubflituant  o à la  place  de  x dans  l’équation 
X — 10=7,  on  aura  o — 10=7}  ainfi  la  première  limi- 
te  de  la  transformée  fera  — 10. 

En  fubflituant  24,  on  aura  la  fécondé  limite  24  — 10 
= 14=7. 

En  fubllituant  52,  on  aura  52  — 10  = 42  =7  , atnfi  la 
troifiême  limite  de  la  transformée  fera  42 . 

11  en  eft  de  même  des  autres  transformations. 


Démonstration. 

• X évident  par  la  transformation,  * que  les  racines  de  la 
transformée  font  les  racines  mêmes  de  la  propofée , dimi- 
nuées ou  augmentées  de  la  grandeur  jconnue  10  , ou  de  telle 
autre  qu’on  voudra , ou  multipliées  ou  divifées  par  cette 
meme  grandeur  , &c.  Par  confequent  fi  l’on  diminue , ou  fi 
l’on  augmente , ou  fi  l’on  multiplie , ou  fi  l’on  divife , &c, 
chaque  limite  de  la  propofée  de  la  même  maniéré  , U efl 
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▼Ifible  que  les  grandeurs  qui  en  viendront , feront  les  limites 
des  racines  de  la  transformée , c eft  à dire  , ces  racines  feront 
des  grandeurs  moj  enncs  entre  ces  limites. 

Mais  en  fubHituant  chaque  limite  des  racines  de  la  pro.' 
polee  à la  place  de  x , dans  l’équation  qui  a (êrvi  à la  tranfbr» 
mation  , dans  laquelle  équation  x ell  linéaire,  il  e(l  évident 
que  les  limites  de  la  propofée  font  diminuées  ou  augmentées  de 
la  grandeur,  par  exemple  lo  , dont  les  racines  de  la  propofct 
font  diminuées  ou  augmentées  dans  la  transformée;  ou  bien 
quelles  Ibnt  multipliées  ou  divifées , &c.  par  la  même  gran- 
deur lo,  par  laquelle  les  racines  de  la  propofôe  font  mul- 
tipliées ou  divifées,  &c.  dans  la  transformée.  Les  grandeurs 
qu’on  trouve  par  ce  Problème  font  donc  les  limites  de  la 
transformée . 

Corollaire. 

S.ï  l’on  transforme  une  équation  propofec  x^  — i ï^xx  , &c. 
en  une  autre  dont  les  racines  foient  celles  de  la  propofée , 
diminuées  chacune  d'une  des  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée, par  exemple  de  24,  qui  efl  la  plus  petite  des  deux 
limites  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée , en  fuppofant 
X — 24  =y  i il  cft  évident  que  la  plus  petite  des  deux  limi- 
tes de  la  féconde  racine  de  la  transformée  fera  zéro  ; la  fécon- 
dé limite  fera  la  différence  qui  efl  entre  la  limite  24  & la  limi- 
te fuivante  32,  c’eft  à dire  fa  fécondé  limite  fera  28;  & les  li- 
mites des  racines  fuivantes  de  la  transformée , fi  elle  en  a plu- 
fleurs , feront  les  différences  qui  Ce  trouvent  entre  la  limite  24 
& chacune  des  limites  fuivantes  de  la  propofée. 

R E M A R Q^U  £ 5. 

I. 

QIüand  on  trouve  par  le  Problème  précèdent  une  gran- 
deur  négative  pour  la  première  limite  de  la  première  ra- 
cine d’une  transformée;  comme  on  a trouvé  la  grandeur  néga- 
tive— 10 , il  faut  prendre  zéro  pour  première  limite  de  la  pre- 
mière racine  de  la  transformée,  & non  pas  la  grandeur  néga- 
tive — 10  : Cela  efl  plus  commode  dans  la  pratique. 

■ II. 

Quand  toutes  les  racines  d’une  équadon  font  pofitives, 
ou  toutes  négatives  & réelles,  comme  le  coëficienc  du  fécond 
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terme  en  efl  la  fbmme , fi  l’on  prend  le  tiers  de  ce  coëficicnt  ,ïî 
cllceftdu  troifiéme  degré,  le  quart  fi  elle  eft  du  quatrième 
degré , & ainfi  de  fuite  ; cette  grandeur  fera  une  limite  moyen* 
ne,  au  mcins  entre  la  plus  petite  & la  plus  grande  des  racines . 

Ainfi  la  plus  petite  des  racines  eft  entre  zéro  & cette  limite 
moyenne;  & la  plus  grande  des  racines  eft  entre  cette  limite 
moyenne  & le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  propofee, 
augmenté  de  Tunité  ou  d'un  autre  nombre. 

On  pourra  trouver  la  plus  petite  & la  plus  grande  racine  de 
la  propofee  en  fe  fervant  de  ces  limites  par  les  méthodes  de  la 
Seétion  fui  vante. 

Avertissement. 

EUX  qui  ccmmencent  & ceux  qui  ne  fçavent  pas  le  cal-, 
cLil  des  diftcrences,  doivent  paffer  à la  Scétion  fuivante. 

THEOREME  V. 

' ES  rachet  de  ré'iuation  des  limites  formée  par  la  rrutbode 
du  premier  Problème  y font  les  véritables  limites  des  racines  de 
la  propojée  dont  elle  eft  Féquation  des  limites , c’eft  à dire , elles 
font  les  véritables  limites  moyennes  entre  la  plus  petite  & la  plus 
grande  racine  de  la  propofee. 

P oo  R bien  entendre  ce  Theôrcme  , il  faut  remarquer,  i*, 
que  dans  une  équation  propofée  comme  xx  — y6x  *4-1248 
O,  dont  les  racines  font  24ÔC  52,  toutes  les  grandeurs  qui 
font  entre  24  & 52,  comme  25, 26,  27, 28,  &c.  font  des  gran- 
deurs moyennes , ou  des  limites  entre  la  première  racine  24& 
la  féconde  racine  52;  & que  la  fubflitution  de  chacune  de  ces 
grandeurs  à la  place  de  x dans  la  propofée , donnera  différen- 
tes femmes  toutes  connues  , dont  chacune  aura  toujours  le 
même  ligne  — . 

■'  2°.  Que  les  femmes  toutes  connues  qui  naiffent  de  la  fubfli- 
tution de *4- 2 y,  26,  27,  &c.  vont  toujours  en  augmentant, 
ccfl  à dire , celle  qui  vient  de  la  fubffitucion  de  25  ell  moin- 
dre que  celle  qui  vient  de  la  fubflitution  de  i6,  & celle-ci 
moindre  que  celle  qui  vient  de  la  fubflitution  de  275  & elles 
vont  ainfi  en  augmentant  jufqu’à  la  fubflitution  de  la  limite  38 
trouvée  par  le  premier  Problème , qui  donne  une  fomme  qui 
efl  la  plus  grande  de  toutes. 

Et 
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■ Et  ftibftituant  enfuitc  3p,  40,  41,  41  & les  autres  nombres 
fijivans , les  fommes  toutes  connues  qui  naiflènt  des  fubdi- 
tutions  vont  en  diminuant , celle  qui  vient  de  la  /ubditution 
de  39  étant  plus  grande  que  celle  qui  vient  delà  fub/litution 
de  40,  & celle-ci  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  fubftitu- 
tion  de  41,  & ainfi  de  fuite  juiqu^  la  fubftitution  de  la  raci- 
ne 52  qui  donne  zéro. 

Or  j’appelle  la  véritable  limite  la  grandeur  38,  qui  eft 
celle  de  toutes  les  limites  qui  font  entre  la  racine  24  & la 
racine  52,  qui  étant  fubftituée  dans  la  propofée , donne  la  plus 
.grande  fomme  toute  connue , les  autres  limites  donnant  cha- 
cune de  moindres  fommes  toutes  connues  : Et  je  dis  que  les 
limites  qu’on  trouve  par  le  Problème , c’eft  à dire  les  racines 
de  l’équation  des  limites , font  les  véritables  limites  moyennes 
des  racines  de  la  propofée  entre  la  première  & la  demiere  ra- 
cine de  la  propofée  ; c’ell  à dire , qu’étant  fubflituées  dans 
la  propofée , les  fommes  toutes  connues  qui  eft  viennent,  font 
plus  grandes  que  celles  qui  viennent  de  la  lubflitution  des 
autres  limites,  qui  ne  font  pas  celles  que  j’appelle  les  véri- 
tables , & lefquelles  véritables  limites  fc  trouvent  par  le  pre- 
mier Problème. 

’ Pour  le  démontrer,  i”,  il  âut  fuppolêr  dans  le  fécond 
membre  d’une  équation  propolce  , comme  x>  — 
i4- 3744X  — 30240  = 0,  dont  les  racines  font  12,42,^0, 
au  lieu  de  zéro , une  grandeur  indéterminée/ , & l’on  aura 

— ii4xA?-t-  3744X  — 30240=/. 

> 2*.  Il  faut  concevoir  diftinÂement  que  x reprefentant  tous 
les  nombres  imaginables  qu’on  peut  fubftituer  à fâ  place 
dans  le  premier  membre  , y reprefente  routes  les  fommes 
connues  qui  naîtront  de  la  fubflitution  de  chacune  de  ces  gran- 
deurs à la  place  de  x. 

Et  pour  concevoir  diflinélement  toutes  ces  grandeurs  que 
reprefente  / , il  faut  commencer  par  la  fubftitution  de  zéro 
à la  place  de  a?  ; & .allant  fucceffivement  par  ordre  , il  fout 
concevoir  qu’on  fubfhtue  à la  place  dex,  après  la  fubflitu- 
tion  de  zéro , un  nombre  fi  petit  qu’il  diflire  de  zéro  moins 
qu’aucune  grandeur  donnée , quelque  petite  qu’elle  puifie 
être , & cette  grandeur  moindre  qu’aucune  grandeur  donnée , 
eft  ce  qu’on  appelle  une  graneieur  infinimeat  petite , ou  une 
différence . 
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Il  faut  enfuite  concevoir  qu'on  fubftitue  après  la  grandeur 
precedente  une  autre  grandeur  plus  grande , mais  qui  ne  Air- 
pafle  la  precedente  que  d’une  grandeur  infiniment  petite , ou 
d’une  différence. 

Concevant  ainfi  de  fuite  qu’on  fubftitue  des  grandeurs 
par  ordre  qui  ne  fe  furpaflent  que  d’une  grandeur  infiniment 
petite , on  concevra  en  même  temps  que  les  fommes  toutes 
connues  qui  naiflent  pr  ordre  de  ces  fubffitutions  , vont  tou- 
jours en  diminuant , & font  reprelèntées  par  y , & que  le 
premier  y furpflè  le  fécond  d’une  grandeur  infiniment  pe- 
tite, le  fécond  furpfle  le  troificme  d’une  grandeur  infini- 
ment petite , & ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  que  concevant 
que  la  première  racine  de  la  propfee  — iinxx-*-  3744^? 
— 30340  =y  , qui  eft  J2,  étant  fubffituée  à la  place  de  at, 
la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  eff  zéro;  ainfi ^ reprefétv* 
te  alors  zéro,  & n’eff  aucune  grandeur  réelle , &,  n'a  point  pr 
confequent  alors  de  différence. 

Continuant  de  concevoir  qu’on  fubftitue  à la  place  de  xî 
un  nombre  qui  furpfle  la  première  racine  12  d’une  gran- 
deur infiniment  petite^  & enfuite  une  autre  qui  furpaflé  le  pré^ 
cedent  d’une  différence,  & ainfi  de  fuite,  on  concevra  en  m&t 
me  temp  que  7 , qui  eft  toujours  égale  à chaque  fomme  toute 
connue  qui  vient  de  chacune  de  ces  fubftitutions , devient  en- 
core une  grandeur  réelle  qui  va  en  augmentant  d’une  grandeur, 
infiniment  ptite , jufqii'à  ce  que  concevant  qu’on  fubftitue  la 
première  limite  qui  eft  34,  > devient  la  plus  grande  fomme 
toute  connue  que  puiffent  donner  les  fubftitutions  fucceffives 
de  chacun  de  tous  les  membres  qui  font  entre  la  première  ra- 
cine X 2 & la  fécondé  racine  43 . . 

Et  concevant  qu’on  fubftitue  enfuite  une  grandeur  qui 
furpffe  la  véritable  limite  24  d’une  différence,  & enfuite 
une  autre  qui  furpffé  la  précédente  d’une  différence  , & ainfi 
de  fuite , y repreféntera  les  fommes  toutes  connues  qui  naif> 
font  de  ces  fubftitutions,  qui  vont  en  diminuant,  &;  dont 
chacune  furpffé  celle  qui  la  fuit  d’une  différence , jufqu’à 
ce  que  concevant  que  l’on  fubftitue  à la  place  de  x la  fécondé 
tadne  42,  l’on  conpive  en  même  temps  que  la  fomme 
toute  connue  qui  naît  de  cette  fubftitution  eft  zéro  , & 
qu’ainfi  y reprefénte  alors  zéro  , & n’eft  aucune  quantité 
réelle . 
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■ On  continuera  le  même  raifonnement  fur  les  fublHtutioiis 
des  grandeurs  qui  font  entre  la  fécondé  racine  42  & la  troifié- 
me  racine  60 , & fur  les  Ibmmes  reprcfcntccs  par^  qui  en  naî- 
tront ; & ainfi  de  fuite  dans  les  équations  des  degrés  plus  éle- 
vés ; & enfuite  . ’ , 

3*.  On  remarquera  que  dans  les  fubftitutions  des  grandeurs 
qui  font  entre  deux  racines  de  la  propofée , par  exemple  des 
grandeurs  qui  font  entre  la  première  racine  i z & la  fécon- 
dé 42  , à la  place  de  x , les/ , c cft  à dire  les  grandeurs  que 
reprefente/,  vont  toujours  en  augmentant  d'une  difFcrencc 
jufqu’à  la  fubftitution  de  la  véritable  limite  24. 

• Que  dans  la  fubftitution  de  24 , l'augmentation  cclTe  , ceft 
à dire  qu’elle  eft  nulle  ou  égale  à zéro,  & qu’ainli  la  différen- 
ce de  J'  eff  nulle  dans  cette  fubffitution. 

Et  qu'enffn  dans  la  fubffitution  des  grandeurs  fuivantes , 
julqu’à celle  de  la  racine 42,  au  lieu  d’augmentation,  c’eff 
une  diminution  , & les^  vont  en  diminuant  jijfqu’à  ce  qu’ils 
deviennent  zéro  dans  la  fubffitution  de  la  fécondé  racine  42 . 

' D’où  il  fuit,  pour  la  démonffration  du  10*  Theorcme,  que 
lorfque  l’augmentation  ou  la  différence  de  / eft  égale  à zéro , 
alors  la  valeur  de  x eff:  celle  qui  étant  fubffituée  à fa  place 
dans  la  propofée , donne  une  fomme  qui  eff  la  plus  grande  de 
toutes  celles  que  donne  la  fubffitution  des  autres  grandeurs 
moyennes  entre  deux  racines , & que  cette  valeur  de  x eft  la 
Véritable  limite  entre  ces  deux  racines. 

' Pour  trouver  donc  les  véritables  limites  des  racines  , il  nd 
6ut  que  prendre  la  grandeur  qui  exprime  la  différence  de/ , 
la  fuppofer  égale  à zéro,  & les  racines  de  l’équation  qui  naî- 
tra de  cette  fubffitution , c’eft  à dire  les  valeurs  de  x dans  cet- 
te équation , feront  les  véritables  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée . 

Or  le  calcul  des  différences  apprend  que  pour  prendre 
la  différence  de  ;v'  — it<^xx  3744*  — 30240  = >, 
il  faut  multiplier  3 z i o, 

chaque  terme ■ ■ ~ 

par  l’cxpolant  ^xxdx  — 2iSxdx  ^ ^ji^dx  = d/ 
de  fon  inconnue  , & par  la  différencielle  ax  ; qu'il  faut  multi- 
plier le  dernier  terme  par  zéro  , & écrire  au  fécond  membre 
d/  au  lieu  de  / , & divifer  chaque  terme  par  x , & l’on  aura 
la  différence  ^xxdx  — 2i8xdx  ^j^^dx  = d/. 

Rr  ij 
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Il  faut  cnfuite  fuppofcr  = o , & l’on  aura  ixxJx 

— ri^xdx  H-  = O. 

Il  faut  divifer  chaque  terme  par  <3Îv,  & Ton  aura  l’équa- 
tion ixx  ■ — izSa’  J744.  = O)  ou  divifant  par  3,  xx — -jéx 

1 248  = O , dont  les  racines  étant  fubftituées  dans  la  pro- 
pofée  à la  place  de  x , les  fommes  toutes  connues  qui  en 
naîtront  , feront  plus  grandes  que  toutes  celles  que  pour- 
ront donner  les  fubftitutions  des  autres  grandeurs  moyennes 
entre  les  racines  de  la  propofée. 

Par  confequent  les  racines  de  l’équation  des  linakcs,  qui 
eft  la  m?me  que  celle  qu’on  vient  de  trouver,  font  les  véri- 
tables limites  des  racines  de  la  propofée . Ce  qu'il  fallait  dé' 
montrer. 

Corollaire  I. 

1 P I . S*  ^ conçoit  dans  x’  — iiqxx  •*“  3744^?  ■ — 30240  — / , 
que  y reprefente  les  plus  grandes  fommes  toutes  connues 
que  donnent  les  fubflitutions  fucceffives  des  véritables  limi- 
tes des  racines  de  la  propofée , c’eft  à dire , par  ce  dixiéme 
Theorême  , les  fommes  que  donnent  les  fubflitutions  fuc- 
ceflives  des  racines  de  l'équation  des  limites  xx  — 76;e 
»+•  1 248  = o ; & qu’on  tranfpofe  y dans  le  premier  mem- 
brci  les  racines  de  l’équation  des  limites  xx  — j6x  1248 
==  O , feront  des  racines  exades  de  l’équation  — i jqxx 
-t-  3744A:  — 30240  — y = O ; car  les  racines  24  & 52  de 
l’équation  des  limites  étant  fubflituées  l’une  après  l’autre 
dans  l’équation  x^  — i iqxx  3744X  — 30240  — y = a, 
h fomme  qui  viendra  de  la  1"  fubflitution  fera  77769 
&y  reprefentant  cette  même  fomme  là  , l’on  aura  7776 

— 7776  = 0,  abfi  la  première  racine  24  de  l’équation  des 

L'mites  étant  fubflituée  à la  place  de  x dans  1 équation  x^ 
- — 1I4XX  3744X  — 30240  — 7 = 0,  donne  zéro  ; 24 

cfl  donc  une  racine  de  cette  équation.  La  fomme  qui  vien- 
dra de  la  fubflitution  de  52  fora  — 3200}  & y reprefen- 
tant cette  même  fomme  , — y lira  égal  à 3200$  ainfi 
l’on  aura  — 3200  *4-  3200  = o , i.a  fécondé  racine  52 
de  l’équation  des  limites  étant  fubflituée  à la  place  de  as 
dans  x’  — J14XX  -4“  3744A:  — 30240  — y = o , don- 
nant zéro  9 cfl  donc  une  racine  de  cette  équation. 
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Corollaire  II. 

.;*D  'où  il  fuit  que  chaque  équation  linéaire  comme  x — î4 
= O,  — 52  =:  O,  dont  le  premier  terme  cft  a?,  & le  fécond 
l’une  des  racines  de  l’équation  des  limites , eft  un  divifeur 
exadl  de  l’éqùation  x*  — ii/^xx  3744A?  — 30240  — y 
= O , & de  l’équation  des  limites  xx  — t6x  1248  = o , 
en  fuppofant  que  y reprefente  par  rapport  à^:  — 24  = 0, 
la  fomme  toute  connue  -4-  7776  , que  donne  la  fubftitution 
de  24  à la  place  de  * dans  la  propofee  , & que  7 reprelèntc 
par  rapport  àx  — 52  = 0,  la  fomme  toute  connue  — 3200 
que  donne  la  fubllitution  de  52  à la  place  de  x dans  la  pro- 
pofee. 


Corollaire  III. 


IJ3 


. _A.pRe's  averir  tranfpofé  7 du  fécond  membre  dans  le  pre- 
mier membre  d’une  équation  Af*  — x 14XX  3744*  — 30240 

= O , li  on  la  divife  par  fon  équation  des  limites  xx  — 76* 
^ 1 248  = O , & apres  être  arrivé  à un  relie  où  x ait  un  de>- 
gré  de  moins  que  dans  le  divifeur  xx  — 76*  1248  = o , 

on  divilë  ce  divilèur  par  ce  premier  relie  ; & qu’on  continue 
la  méthode  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun , 
jufqu’à  ce  qu’on  Ibitarrivé  honrefte^y  — 45  767  24883  2cx> 

= o , dans  lequel  ne  fe  trouve  plus,  & qui  n’a  d'inconnue 
que  7 , & qu’on  fuppofe  ce  relie  77  — 457^7  24883200 

égal  à zéro , & le  dernier  divilêur  où  x ell  linéaire  .aufli  égal 
à zéro  , qui  ell  — 392^?  17184  — *7  = o » ou  -*•  ^pix 

— i7i84-t*7  = o.  Il  fuit  du  Corollaire  précèdent  que  le 

relie,  ou  l’équation 77  — 45767  24883200  = o,  (qui  fera 

toujours  du  même  degré  que  l’équation  des  limites  , conune 
l’operation  le  démontré  , ) aura  pour  lès  racines , où  pour 
les  valeurs  de  7,  les  fommes  toutes  connues  que  donnent  les 
fubllitutions  fuccelTives  des  racines  de  l'équation  des  limites 
à la  place  de  x dans  la  propofée , qui  font  ici  777^  & 

— 3200;  & en  mettant  fucceflîvement  ces  valeurs  de7  dans 
le  dernier  divilêur  où  x cil  linéaire , c’en  à dire  dans  392* 

■ — 17184  = 0,  l’on  aura  les  deux  équations  linéaires  x — 24 

■4-7 

= o , X — j2  = o , qui  font  les  divifeurs  communs  aux 

Rr  iij 
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équations — ii4xx  3744.x  — J0240  = o,  où/  repre* 

—y 

fente  fiicccflîvcmcnt  -t-  7776  & — 3*00,  Sx.  xx  — -jGx 
-4-  1248  = 0 , & qui  contiennent  les  racines  de  l'équation 
des  limites  xx  — -jôx  1248  = o. 

Ce  Corollaire  e(t  une  fuite  évidente  du  précèdent  & de 
la  méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de 
deux  équations  : car  les  racines  de  /y  — 45  76/  248  8 3 200 

= o , font  telles  , qu’étant  fubAituées  à la  place  de/  dans 
le  dernier  divifeur  où  x efe  linéaire  , qui  efe  3922-  — 17184 

= 0,  &dans  — ii4Ar;e-*-  37442? — 30240  = 0,  l’équa* 

tion  linéaire  eft  changée  en  deux  autres  , qui  divifent  exaéle- 
ment  l’équation  des  limites  , & qui  par  confequent  en  con* 
tiennent  les.  racines  ; Sx  ces  memes  équations  linéaires-  divi<  ' 
fent  aufli  exaélement  ** — iX42f2?  -h  37442?  — 30240  =0, 

—y 

où  l’on  fuppofe  à la  place  de  7 , fes  deux  valeurs  -t-  7776 
— 3200. 

Corollaire  IV. 

Pour  les  racines  égales. 

équation  qui  a des  racines  égales  r*  — léx*’ 

•4“  7^xx  — ^4x  16  = Of.  dont  l’équation  des  limites  eft 

— izxx  ^ iSx  — 16  = 0 ; qu’on  mette 7 à la  place  de 
zéro,  (conformement  à la  fuppoution  du  a'  Corollaire  qui 

Eécede,  ) l’on  aura  x*  — i6x*  7rxx  — 64X  16  ==/. 

es  racines  de  l’équation  des  limites  étant  fubftituées  fucceffi- 
vement  à la  place  de  x dans  cette  équation , les  fommes  tou- 
* iji.tes  connues  qui  en  viendront  feront  les  valeurs  dc7  *;  par  con- 
fequent les  racines  égales  étant  communes  à la  propofée  &à 
l’équation  des  limites , il  y aura  tout  autant  de  valeurs  dey 
égaJes  à zéro  , qu’il  y aura  de  ces  racines  communes.. 

Corollaire  V. 

Qui  contient  une  méthode  pour  connaître  quand  une  équation: 
propofée  a des  racines  égales . 

D où  il  fuit  & du  troifiéme  Corollaire , que  C l’on  tranf 
pofe  7 dans  le  premier  membre  ; qu'on  cherche  enfuite  le 
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plus  grand  divifcur  commun  ce  x*  — i6x’  •4»  jzxx  — 6^x 
-♦-16  = 0,  & de  l’équation  des  limites  jr’  — i2xx  36^ 


— 1^  = 0,  & qu’on  continue  l’operation  julqu^  ce  qu’on 
foit  arrive  à un  relie  où  * ne  fe  trouve  plus , & qui  n’ait 
pour  inconnue  que  y , en  fuppofant  ce  relie  égal  à zéro  ; il  y 
aura  autant  de  y égaux  à zéro  dans  l’équation  de  ce  relie  , 
qu'il  y a de  racines  communes  à la  propoléc  — i6x^ 
•4-  "J2XX  — 16  = 0,  & à l’équation  des  limites 

• — ï2*';v  36^? — = O,  ce  qui  marquera  qu’il  y a des 

racines  égales  dans  la  propofée } c’ell  à dire  , y auroit  trois 
dimenCons  dans  l’équation  laite  du  relie  , fi  les  quatre  ra- 
cines  de  la  propofée  étoient  inégales  , mais  au  lieu  de  ce- 
la , y n’aura  que  deux  dimenfions , s’il  y a une  racine  corn.- 
mune  à la  propofée  & à l’équation  des  limites  ; y n’aura 
qu’une  dimenfion  dans  l’équation  du  relie  , s’il  y a deux 
racines  communes  ; & y iê  trouvera  entièrement  égale  à 


zéro  dans  l’équation  faite  du  relie , fi  toutes  les  racines  de 
l'équation  des  limites  font  aulfi  les  racines  de  la  propolee , 
^ que  les  quatre  racines  de  la  propofée  Ibient  égales . '■ 

Dans  cet  exemple  on  trouve  pour  relie  y — 144  = 0j 
ce  qui  fait  connoître  qu’il  y a deux  racines  communes  à la 
propofée  & à fon  équation  des  limites,  & que  la  propofée 
contient  par  conlcquent  des  racines  égales. 

O*où  l’on  voit  que  pour  connoître  fi  une  équation  propo- 
lee  contient  des  racines  égales , il  n’y  a qu’à  ajouter  — y à 
fbn  dernier  terme , & enfuite  cherche!  le  plus  grand  divi- 
lëur  commun  de  cette  équation  Sa  de  Ion  équation  des  lû 
mites  ; & continuer  l’operation  julqu’à  ce  qu’on  ait  un  re- 
lie qui  n’ait  que  y pour  inconnue , & fuppofer  ce  relie  égal 
à zéro.  Si  l’inconnue  y ell  au  même  degré  dans  cette  équa- 
tion , qu’ell  x dans  l’équation  des  limites , c’ell  une  marque 
qu’il  n’y  a pas  de  racines  égales  dans  la  propofée:  Si  l’incon- 
nue y ell  a un  degré  moindre  dans  cette  équation  du  relie 
que  celui  de  x dans  l’équation  des  limites , c’elt  une  mar- 
que qu’il  y a des  racines  égales  dans  la  propolee. 
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SECTION  III. 

0«  l'o»  explique  differente:  méthode:  pour  trouver  les  racine: 

(T une  équation  lorf qu'on  a deux  limites  pour  chacune. 

( 

PROBLEME  III.  ; 

I J A N D on  a deux  limites  d'une  racine  d une  équation  ntt- 

merique  , Pane  moindre  & l'autre  plus  grande  que  cette  rac'u 
ne  ; ou  , ce  qui  revient  au  meme  , lorfque  la  fubjUtution  de 
l'une  enfuite  de  l autre  d la  place  de  l'inconnue,  donne  de: 
fommes  toute:  connue:  dont  les  /ignés  font  dfferen:  ; trouver 
cette  racine  quand  elle  efl  commenjurable  i en  trouver  une  va^ 
leur  approchée  quand  elle  eft  incommenfurable  ; & continuet 
Papproximathn  tant  qu'on  voudra. 

PREMIERE  Méthode  par  substitution 

ou  PAR  DIVISION. 

^)n  appliquera  la  méthode  à un  exemple  en  l’énonfant 
pour  la  rendre  plus  claire. 

Il  faut  trouver  les  racines  de  — 76^  1 248  = o ; ',1e* 

limites  de  la  plus  petite  font  zéro  & 38  ; la  première  étant 
fubftituée  donne  & la  fécondé  derme  — } les  limites  de 
la  plus  grande  font  38  & 77  ; la  première  étant  fubftituéc 
donne  — , & la  fécondé  donne  . 

^ 1®.  On  prendra  la  différence  des  deux  limites  , & l’on 
ajoutera  la  moitié  de  cette  différence  , prife  en  nombres 
entiers,  à la  moindre  limite,  ce  qui  donnera  une  fomme; 
ainfi  la  dif&rence  des  deux  limites  zéro  & 38  de  la  pre- 
mière racine  , eft  38  , dont  la  moitié  eft  19  , & la  fom- 
me de  la  moindre  limite  zéro  & de  cette  moitié,  eft  19. 
La  différence  des  deux  limites  38  & 77  eft  39  , dont  la 
moitié  eft  19  ou  20  ^ on  prendra  laquelle  on  voudra  , 
quand  la  différence  eft  un  nombre  impair  : on  ajoutera  cet- 
te moitié  à la  moindre  limite  38 , & la  fomme  fera  57  ou 
58  , il  nimporte  pas  laqùelle  on  prenne. 

2®.  On  fubftituera  la  fomme  qu’on  vient  de  trouver  à la 
place  de  l’inconnue  x dans  la  propofoe  ; ainfi  on  fubftituera 
•♦■19  pour  la  première  racine,  & 57  pour  la  fécondé; 

ou, 
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ou  ] ce  qui  revient  au  même , on  divifera  l’équation  propo- 
fée  par  l'équation  linéaire  a:  moins  cette  fomme  , c'eft  à dire 
par  ^ = O , pour  trouver  la  première  racine , & par 
X — 57  = o , pour  trouver  la  fécondé  . On  remarquera  le 
(igné  de  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fublHtu- 
tion  , ou  du  relie  qui  viendra  de  la  divilion , ôc  s’il  ell  con- 
forme au  ligne  que  doit  donner  la  première  limite , ou  à 
celui  que  doit  donner  la  féconde  limite  ; par  exemple  en 
fubllituant  ip  , on  trouve  le  ligne  •*-  conforme  au  ligne 
que  donne  la  moindre  limite  zéro  des  deux  limites  o & 38 
de  la  première  racine  ) en  fubllituant  57  » on  trouve  le  li. 
gne  conforme  au  ligne  que  donne  la  plus  grande  limi- 
te 77  des  deux  limites  38  & 77  de  la  féconde  racine. 

3”.  On  lailTera  à prefeot  comme  inutile  celle  des  deux 
limites  d’une  racine  dont  la  grandeur , fubUituée  à la  pla- 
ce de  x , a donné  le  ligne  , & on  prendra  cette  grandeur 
à fa  place  pour  être  une  des  limites  de  la  racine  qu’on 
cherche  , avec  l’autre  limite  dont  la  grandeur  fubllituée 
n’a  pas  donné  le  ligne. 

Dans  notre  exemple  en  cherchant  la  première  racine  de 
la  propolce  dont  zéro  6c  38  font  les  limites  , la  gran- 
deur 19  ayant  donné  le  ligne  de  la  moindre  limite  zéro  , 
c’efl  à dire  -4-  , la  limite  zéro  fera  déformais  inutile  pour 
trouver  la  première  racine } on  prendra  à fa  place  la  gran- 
deur 19  qui  a donné  le  même  ligne  >4-  de  la  première  li- 
mite zéro,  & la  féconde  limite  fera  38. 

On  trouve  de  même  en  cherchant  la  fécondé  racine , que 
la  grandeur  57  étant  fubllituée  à la  place  de  x,  donne  le 
ligne  >4-  de  la  plus  grande  des  deux  limites  38  & 77  de  la 
fécondé  racine  > ainli  il  faut  laiflfer  la  plus  grande  limite  77 
comme  inutile;  & prendre  à fa  place  la  grandeur  57  pour  la 
plus  grande  limite,  & la  plus  petite  38  demeure  la  même. 

Il  faut  à prefent  chercher  la  première  racine  de  la  propo- 
fée  entre  les  nouvelles  limites  19  ^ 38 , & la  fécondé  entre 
les  limites  38  & 57 , en  faifanc  une  operation  fcmblable  à 
celle  du  premier  & du  fécond  article , c’ell  à dire  en  pre- 
nant, pour  trouver  la  valeur  de  la  i'*  racine,  la  moitié  de  la 
différence  de  fes  deux  limites  19  & 38,  laquelle  moitié  ell  9, 
l'ajoutant  à la  moindre  limite  ip  , ce  qui  donnera  la  fomme 
a 8,  & fubllituant  cette  grandeur  a8  à la  place  de  x dans  la 

SC 
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propofce  : & comme  la  fommc  qui  en  vient  a le  (îgne  — 
qui  eft  celui  que  donne  la  fubflitution  de  la  plus  grande 
limite,  il  faut  lailTer  la  limite  38  comme  inutile,  & met- 
tre à ih  place  28  pour  la  plus  grande  limite  de  la  premiè- 
re racine,  dont  la  plus  petite  limite  lêra  19  ; & continuer 
l’cpcration  en  ajoutant  la  moitié  en  nombres  entiers  de  la 
diflèrence  p des  deux  dernieres  limites  19  & 28  , laquelle 
moitié  eft  5 ou  4 , à la  plus  petite  limite  1 9 , ce  qui  don- 
nera la  Icnime  24  , & fubftituant  cette  grandeur  24  à la 
place  de  x dans  la  propofée  : Et  comme  on  trouve  que  la 
lomme  qui  en  vient  eft  acro  , la  grandeur  24  eft  la  plus 
petite  racine  de  la  propofée. 

On  cherchera  la  fécondé  racine  comme  on  a fait  la  pre- 
mière , en  prenant  9 qui  eft  la  moitié  de  la  difiêrence  19 
qui  fe  trouve  entre  les  deux  dernieres  limites  38  & 57  de 
la  fécondé  racine  de  la  propofée  , & ajoutant  cette  moi- 
tié 9 à la  moindre  limite  , la  fomme  fera  47  , qui  étant 
fubftituée  à la  place  de  x dans  la  propofée  , donne  le  li- 
gne — conforme  à celui  qui  vient  de  la  fubftitution  de  la 
moindre  limite  38  . On  lailfera  la  limite  38  comme  inuti- 
le , & on  prendra  à la  place  47 , & la  plus  grande  limite 
fera  encore  57;  ainli  les  deux  limites  de  la  lèconde  racine 
feront  47  & 57 . On  prendra  5 , qui  eft  la  moitié  exaéle 
de  leur  dilTercnce , qui  eft  10 , on  l’ajoutera  à la  moindre 
limite  47 , & la  fomme  fera  52  ; on  fubftituera  52  à la 
place  de  x dans  la  propofée , & l’on  trouvera  que  la  fem- 
me qui  en  vient  eft  zéro  ; ce  qui  fera  voir  que  la  gran- 
deur 52  eft  la  lèconde  racine  de  la  propofée. 

R E M A R Q^U  E. 

Jl  eft  vilible  qu’en  cherchant  une  racine  , par  cette  mé- 
thode , entre  deux  limites , entre  lefquelles  cette  racine  eft 
une  grandeur  moyenne  , on  augment  à chaque  operation 
la  plus  petite  limite,  ou  l'on  diminue  la  plus  grande;  c’eft 
pourquoi  on  arrive  enfin  à trouver  la  racine  même , quand 
elle  eft  commenfurable.  Mais  quand  en  fuivant  la  méthode, 
on  arrive  à deux  limites,  l’une  moindre,  & l’autre  plus  gran- 
de que  la  racine , ou  qui  donnent  par  leur  fubftitution  des  li- 
gnes diflcrcns,  qui  ne  diflèicnt  entr'clles  que  de  l’unité,  il  eft 
certain  que  la  racine  eft  incommcnfurable  ; car  on  fuppofe 
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l’équation  /ans  fradlions , & que  /bn  premier  terme  n’a  pas 
d’autre  coêficient  que  l’unité;  ain/i  fa  racine  étant  entre  deux 
nombres  qui  ne  difièrcnt  que  de  l’unité,  elle  ne  peut  pas-ccre 
un  nombre  entier;  & on  a démontré  ^ qu’une  fraétion  ne  ‘ 
peut  pas  être  la  racine  d’une  telle  équation  » 

Continuation  de  la  première  méthode. 

4*.On  continuera  d’augmenter  par  la  méthode  la  moin- 
dre limite , & de  diminuer  la  plus  grande  limite  de  la  ra- 
cine qu’on  cherche  , jufqu’à  ce  qu’on  trouve  une  grandeur 
qui  étant  fubftituée  à la  place  de  l’inconnue,  donne  zéro  ; 
ou  , quand  la  racine  eft  incommenfurable,  juiqu’à  ce  qu’on 
ait  trouvé  deux  limites , l’une  moindre  que  la  racine  , & 
l’autre  plus  grande  , qui  ne  différent  entr’elles  que  de  l’uni- 
té ; & alors  la  moindre  limite  fera  la  valeur  approchée  de 
la  racine , plus  petite  que  la  racine  , & la  plus  grande  li- 
mite fera  la  valeur  approchée  plus  grande  que  la  racine  ; 
& l’une  & l’autre  valeur  approchée  ne  différent  pas  de  la 
racine  exadle  de  Tunité  entière. 

- Pour  continuer  l’approximation  , on  fe  férvira  ordinaire- 
ment de  la  troifiéme  méthode  qui  fuit  , comme  étant  la 
plus  courte,  mais  on  le  pourra  faire  auffî  par  cette  premiè- 
re , le  calcul  en  fera  un  peu  plus  long;  on  prendra  7,  qui 
eff  la  moitié  de  la  différence  des  deux  demieres  limites,  qui 
ne  différent  entr’cllcs  que  de  l’unité , & on  l’ajoutera  à la 
moindre  des  deux  demieres  limites  ; on  fubffituera  cette 
grandeur  à la  place  de  l’inconnue  , & on  la  prendra  au 
lieu  de  la  limite  dont  elle  donnera  le  ligne  . Enfuite  on 
prendra  h moitié  de  la  différence  qui  eff  entre  cette  nou- 
velle limite  & l’autre  limite  qui  eff  demeurée  > on  ajou- 
tera cette  moitié  à la  moindre  de  ces  deux  limite»,  & la 
femme  fera  la  grandeur  Iqu’il  faut  fubffituer  à la  place  de 
l’inconnue  dans  la  propofée,  & on  prendra  cette  grandeur 
au  lieu  de  la  limite  dont  elle  donnera  le  figne. 

On  continuera  ainfi  de  trouver  des  valeurs  qui  appro- 
chent de  plus  en  plus  à l'infini  de  la  racine  exaéle , qu'on 
ne  peut  pas  trouve:  autrement , puilqu’cllc  cft  incommea- 
furable . 


Sf^‘ 
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Exemple  oà  les  racwes  font  mccmsaenfurahles . 

Pour  trouver  les  radnes  de  l’équation  xx  — aox  ■♦■65 
= O,  dont  la  première  a pour  limites  zéro  & 10,  la  fecon> 
de  10  & 21  : 1*.  on  prendra  la  moitié  de  la  différence  des 
limites  zéro  & 10  , laquelle  moitié  efl  5 , 00  l'ajoutera 
à zéro , & la  femme  fera  ^ ; on  fubflituera  5 à la  place 
de  X dans  la  propofée  , & l'on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  — 10  > ainfi  s donnant  le  ligne  — de  la  plusgratv 
de  des  deux  limites  o & 10  , on  prendra  5 pour  la  plus 
grande  limite  au  lieu  de  10  ^ & zéro  demeurera  pour  la 
moindre  limite. 

On  prendra  la  plus  grande  moitié  en  nombres  entiers  de 
la  différence  des  limites  o & 5 , cette  moitié  eff  j , on  la 
fubflituera  à la  place  de  ;r , & elle  donnera  14;  ainfi  ; 
donnant  le  ligne  de  la  mtxndre  des  deux  limites  zéro  & j ^ 
on  prendra  3 pour  la  moindre  limite  au  lieu  de  zéro , & la 
plus  grande  fera  5 ; on  ajoutera  i , qui  cil  la  moitié  de  la 
différence  de  ces  deux  limites  3 & 5 , à la  plus  petite  3 , & 
on  fubflituera  la  fomme  4 au  lieu  de  at  > & l’on  trouvera 
qu’elle  donne  la  fomme  «h  x , qui  a le  meme  ligne  ■+•  que 
donne  k moindre  limite. 

L’on  a donc  les  deux  limites  4 & 5 , qui  ne  diflfèrent 
que  de  l’unité  , dont  l’une  donne  & l’autre  — ; ainU 
la  première  racine  de  la  propofée  cil  plus  grande  que  4 , 
& moindre  que  y , & elle  cft  incommenfurable . 

Pour  en  trouver  la  valeur  en  fraélions  qui  en  approche 
tant  qu’on  voudra,  on  prendra  qui  «fl  la  moitié  de  la  dif- 
férence I des  deux  limites  4 & y , on  l’ajoutera  à k moindre 
limite  4 , & la  (bmme  fera  4t  = 7 i fubllituera  à la 
place  de  x dans  la  propofée,  & on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  — 4^  , qui  a le  ligne  — que  donne  la  plus  grande 
des  deux  limites  4 & y 5 ainlî  on  prendra  4-j  = ^ au  lieu 
de  5 & les  deux  limites  ou  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière racine  feront  4 & 47  , On  prendra  ^ qui  eft  la  moitié 
de  k différence  7 de  ces  deux  limites  4 , 47  ; on  ajoutera 
cette  moitié  7 à la  plus  petite  4,  6c  la  fomme  47  = fe- 
ra k grandeur  qu’on  fubllituera  à la  place  de  * dans  la  pro- 
poféc,  & on  trouvera  la  fomme  — i-j-J»  qui  a le  ligne  que 
donne  la  plus  grande  des  deux  limites  4,  47  ; ainli  on  pren- 


Digitized  by  Google 


L I V R E VI.  jiy 

dra  4;  au  lieu  de  la  plus  grande  limite  , & 4 demeurera 
pour  la  plus  petite. 

On  continuera  l’approximation  en  ajoutant  ^ , qui  ell  la 
mdcié  de  la  difiêreoce  des  deux  dernieres  limites  4,  4-,  à 
la  moindre  4 î & l’on  fubftituera  la  fomme  4f  = à la 
place  de  x dans  la  propofée  ; & l’on  trouvera  la  lommc 
— 3 encore  le  ligne  que  donne  la  plus  grande  li* 

mite  4^  ; ainlî  on  prendra  4f  pour  la  plus  grande  limite  , 
au  lieu  de  4^ , & 4 demeurera  la  moindre  limite. 

Pour  continuer  l’appro.ximation , on  ajoutera  quieft 
la  moitié  de  la  différence  des  deux  limites  4 , 4f , à la  moin- 
dre limite  4 , & on  fubftituera  la  fomme  47V  = ff  . à la 
place  de  x dans  la  propofée  , & on  trouvera  la  fomme 
toute  connue  -H  ^ , qui  a le  même  ligne  que  donne  la 
fubflitution  de  la  moindre  limite  4 ; ainfi  47V  une  va- 
leur approchée  de  la  première  racine  moindre  que  la  pre- 
mière racine , & 4I  fera  une  valeur  approchée  de  la  mê- 
me racine  plus  grande  que  cette  racine,  qui  e(t  entre  47--^ 
& 4r  • 

Un  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  : mais  l’ap- 
proximation qu’on  vient  de  faire  fufhc  pour  faire  concevoir 
la  méthode. 

- a”.  On  appliquera  la  même  méthode  à la  recherche  de 
la  fécondé  racine  de  la  propofée  , donc  les  limites  font  10 
& 21  } & après  avoir  trouvé  qu’elle  efl  entre  15  & i5  , 
on  continuera  l’approximation  en  fraétions  , en  ajoutant  à 
la  moindre  limite  i$  , la  moitié  de  la  différence  qui  eff  en- 
tre 15  & id,  c’eff  à dire  7;  & on  fubftituera  la  fomme 
157  à la  place  de  xr  dans  la  propofée,  & le  refte  comme 
dans  l’approximation  de  la  première  racine. 

Cette  première  méthode  eft  évidente  après  tout  ce  qui 
précédé , puifqu’elle  en  eft  une  fuite  ncccllàirc,  & clic  n’a 
pas  befoin  de  démonftrafion . 

Seconde  méthode  par  le  moyen  de  la  tram  format  ion , qui  fert 
d diminuer  & À augmenter  les  ratine t . 

PouR  rendre  la  méthode  plus  facile  à entendre,  00 l’ap- 
pliquera à un  exemple  en  l'énonçant  , & l’on  fera  en  mê- 
me temps  les  raifonnemens  qui  la  démontrent. 

Sf  iij 


Analyse  démontré' e 

Soit  1 équation  xx  — j6x  -+■  1 248  = o , dont  il  faut  trou- 
ver la  plus  petite  lacine  par  cette  méthode  ; les  limites  de  la 
première  racine  font  la  plus  petite  19,  qui  étant  fubftituée  à la 
place  de  x , donne  une  forame  toute  connue  qui  a le  figne  h-  j 
la  plus  grande  38,  qui  étant  fublUtuée  à la  place  de  ;e , donne 
une  /ômnie  qui  a le  figne — . 

11  faut  commencer  par  la  moindre  limite  ipi  & fuppolêr 
H-  19  •+■  une  indéterminée  f = x , ôc  fubftitucr  19 
= X à la  place  de  x dans  la  propofée , comme  on  le  voit 
dans  l’exemple  figuré  ; le  dernier  terme  de  la  traoformée 
qui  en  viendra  , aura  toujours  le  même  figne  que  don- 
ne la  moindre  limite  dans  notre  exemple  il  a le  li- 
gne h- . 

• 3S.  Il  eft  évident  * que  par  cette  première  transformation , l’on 
diminue  la  première  & plus  petite  racine  dont  on  fait  la  re- 
cherche , de  la  grandeur  1 9;  ainfi  on  la  peut  déjà  concevoir 
comme  partagée  en  deux  parties , dont  l’une  e(l  la  moindre 
limite  10,  & l’autre  eft  la  plus  petite  racine  de  la  transfor- 
mée , dont  il  faut  continuer  fa  recherche . Il  eft  de  même  évi- 
dent qu’ôtant  la  moindre  limite  19  de  la  plus  grande  38,1a 
difî'ercnce  19  furpafic  la  première  racine  de  la  transformée, 
puifque  38  furpafle  la  première  racine  de  la  propofée;  ainfi  il 
faut  prendre  la  moitié  en  entiers  9 ou  lo,  il  n’importe  pas  la- 
quelle , de  la  dificrcnce  19,  & fuppofer  cette  moitié  9 une 
nouvelle  indéterminée  g , égale  à la  première  indéterminée/, 
& fubliituer  p -t-g  = f à la  place  de  / dans  la  première 
transformée. 

Lafecende  transformée  qui  vient  de  cette  fublHtution , ayant 
jo.Ie  figne  — au  dernier  terme , on  cft  afluré  * que  la  premiè- 
re racine  de  la  première  transformée  efl  devenue  négative 
dans  la  féconde , ik  qu’ainfi  on  l'a  trop  diminuée  en  la  dimi- 
nuant de  9 . 

On  fçait  donc  déjà  que  la  première  racine  de  la  propofée 
efl  plus  petite  que  19  -4-  p = 28,  & que  la  grandeur  dont 
elle  efl  plus  petite  que  28,  efl  moindre  que  9.  C’efl  pour- 
quoi il  faut  diminuer  la  première  racine  de  la  fécondé  trans- 
formée qui  efl  négative  , d’une  grandeur  moindre  que  çi. 
c’ell  à dire,  il  faut  prendre  la  moitié  de  p en  entiers  qui 
efl  4,  la  rendre  négative  , fuppofer  — 4 une  nouvelle  in- 
déterminée b , égale  à l’indéterminée  g,.  & fubflituer  — 4 
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^ ^ à la  place  de  g dans  la  fécondé  transformée  : £t 

comme  l'on  trouve  que  le  dernier  terme  de  la  troifiéme 
transformée  qui  vient  de  cette  fubftitution,  eft  zero>  il  eft 
évident*  que  la  grandeur  4 eft  juftement  celle  dont  la  pre-*j7. 
micre  racine  de  la  leconde  transformée  avoit  été  trop  diminuée , 

& qui  étoit  devenue  négative  par  cette  diminution;  & qu’ainfi 
4 eft  la  grandeur  qu’il  faut  ôter  de  28,  pour  avoir  la  racine 
qu’on  cherche,  qui  eft  par  confcquent  19  9 — 4=>4- 

Ce  qu  'il  falloit  trouver. 

Exemple  figuré  pour  trouver  la  pim  petite  racine  de  Vé quation 
XX  — yôx-t- T248  =0,  dont  la  moindre  limite  ejl  19,  qui 
étant  fiibflitnée  la  place  de  x,  donne  une  fomme  qui  a le 
figne^*-,  & dont  la  plus  grande  limite  ejl  38,  qui  donne  le 
figne—. 

'■  E ATION  PROPOSïfE. 

XX  — 76;r  1248  = o. 

Il  faut  commencer  par  la  moindre  limite  19,  & fiippo- 


icr 

' f^=X 

\ 

XX 

76  Af 

•+•  1248 

= .4.351  .4- 38/ H-// 

= 1444—715/ 

= 1 248 

Il  faut  ôter  la  moindre  limite 
ip  de  la  plus  grande  38,  & 
prendre  la  moitié  en  entiers, 
qui  eft  9,  de  la  différence  qui 
eft  1 9,  & fuppofer 

\Prem'iere 

tranifor- 

mée. 

165  38/.4-J/ 

-â 

■4»  165 

= .f8i  -*-i8g  •*‘gg 

=—342  — 385 
= .+•  155 

9 ayant  donné  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  — de  la  plus  grande  li- 
mite 38,  il  faut  prendre  la 
moitié  de  9 en  entiers,  qui  eft 
4,  & lui  donner  le  figne  — , 
& fuppofer 

Seconde 

transfor- 

mée. 

1 

— 86— 20g -H  55 

' —^’^b  = g 

r 

a, 

— 20g 
—96 

= .+*i5— 8A  •hhb 
= 4*  80  — loh 
=—96 

Digitized  by  Google 


3i8  Analyse  démontré' e. 

Etant  arrivé  à une  transfor  Troifiéme 
tnée  dont  le  dernier  terme  tramfor-  o — lîb  bh 
cftzero,  la  racine  eft  com-  mée. 

menfurable  , & elle  eft  égale  à la  fbmme  des  grandeurs  con- 
nues des  équations  linéaires  qui  ont  lêrvi  aux  transformationsj 
ainfi  X — 4 = 24 . Ce  <}u 'il falloit  trouver , 

En  diminuant  la  première  racine  de  la  propofée  par  les 
transformations,  on  diminue  aufti  la  lêcondej  ainfi  en  ajou- 
tant la  première  racine  24  à la  racine  28  de  la  derniere  trans- 
formée qui  eft  linéaire , la  fomme  25  eft  la  fécondé  racine  de 
la  propoîce , dont  cependant  on  va  faire  la  recherche  par  la 
méthode , pour  la  faire  mieux  concevoir. 

On  trouvera  donc  de  même  que  la  fécondé  racine  eft  52,  on 
en  voit  les  operations  dans  l’exemple  figuré. 


Pour  trouver  la  plus  grande  racine  de  xx  — 76X  1 248  = o, 

dont  la  plut  petite  limite  e/l  j8,  epui  étant  fuh/lituie  ^ donne  le 
figne  ■ — , /<*  plus  grande  eji  77,  ^ui  étant  fubflituée , donne 

le  /igné 


^)n  fuppofera  -4-38-^/i=x 

XX 

— 76* 
•*"  1248 

— h-i444H-7<5/m-// 

= _2«88  — 76/ 

= •+•  1248 

On  ôtera  la  moindre  limite 
38  de  la  plus  grande  77,6c on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
19  de  la  différence  39,6c  on 
fuppofera 

Première 

transfor- 

mée. 

— 196H-// 

i9^-g=/ 

ff 

— 196 

= -H  361 -t- 38^-»-^ 

=. — 195 

•^19  donnant  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  de  la  'plus  grande  li- 
mite 77,  on  prendra  en  en- 
tiers la  moitié  9 de  19, 6c  on 
fuppofera . 

Seconde 

transfor- 

mée. 

165  ■ 

1 

gs. 

265 

==«t*8i  — lih-srbb 
=. — 342  lih 

= ■»- 

— 9 
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9 donnant  au 
terme  de  la  transformée  le 
figne  — de  la  moindre  limi- 
te , on  prendra  en  entiers  la 
moitié  4 de  9|  & on  fuppo 
fera 


•H  4. 


VI, 

T roifi/me 
transfor- 
mée. 


— 96  lob^^hb 


• ii 

‘ 8oH«2oi 
■96 


' n 


Etant  arrivé  à une  tiansfor-j  4^  trans- 1 ^ ^ 

niée  dont  le  dernier  termelforaée.  1 
eft  zéro,  la  racine  qu  on  cherche  eft  commcnfurable , &elle 
eft  égaleàla  fomme  des  grandeurs  connues  des  équations  linéai- 
res qui  ont  fervi  aux  transformations  ; ainfi  la  plus  grande  ra- 
cine de  la  propofée  eft  38  •♦■19  — 9*+"4=52* 

Ce  (juilfalhit  trouver. 


(ontmuation  de  la  metbode  quand  la  racine  qu'on  cberche 
ejï  incommenfurahle . 

T iORSQo’EN  cherchant  une  radne  par  cette  méthode, 
on  arrive  à une  transformation  où  l’on  eft  obligé  pour  conti- 
nuer , de  prendre  la  moitié  de  l’unité , la  racine  qu’on 
cherche  eft  incommenfurable , n’étant  pas  un  nombre  en- 
tier, puifqu’on  trouveroit  une  transformée  dont  le  dernier 
terme  ferdt  zéro;  c’eft  à dire,  on  trouveroit  la  racine  exac- 
tement , fi  elle  étoit  un  nombre  entier  ; elle  ne  peut  pas  être 
aufli  une  fraQiion , * car  on  fuppofe  la  propofoe  fans  fraélions,  • 
& que  fon  premier  terme  n’a  pas  d’autre  cocficient  que  l’unité. 
Dans  ces  cas  la  fomme  de  toutes  les  quantités  connues  des 
équations  linéaires  qiû  ont  fervi  aux  transformations,  eft  la 
valeur  approchée  en  nombres  entiers  de  la  radne  qu’on 
cherche. 

On  continuera  tant  qu’on  voudra  l’approximation  en 
prenant  7,  c’eft  à dire  la  moitié  de  l’unité  précédée  du 
ligne  ou  — , félon  que  le  dernier  terme  de  la  deraiere 
transformée  aura  le  figne  de  la  moindre  ou  de  la  plus  grande 
limite , c’eft  à dire  dans  le  premier  cas , & — dans  le 
fécond  ; & on  fuppofcra  ou  — t une  nouvelle  indé- 
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terminée,  égale  à l’indéterniinée  de  la  dernierc  transformée  i 
& le  relie  comme  dans  l’exemple  figuré  qui  fuit. 

Exemple  figure'. 

Pof/r  trouver  la  plus  grande  racine  de  kx  — 20X  h-  55  = o , 
dont  la  moindre  limite  efl  10  , ç«/'  étant  fubflituée  à la  place 
"de  X,  donne  le  figne  — ; & la  plus  grande  efl  21,  qui  donne 
le  figne 


fuppofcraiM»io 

XX 

— 20* 
^55 

= *4«  rpo  2of-^ff 

= 200 20/ 

On  ôtera  la  moindre  limite 
10  de  la  plus  grande  21,  on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
6 du  relie  II,  & on  fuppofera 

Première 

\tramfor- 

jw/e. 

-3S*-*-// 

fî 

-*35 

= -♦-36 -H  lig’^gg 
=—35 

Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  ligne  •+- 
de  la  plus  grande  limite  , le 
nombre  6 eft  trop  grand , il 
faut  en  prendre  la  moitié  3, 
& fuppolcr 

Seconde 

transfor- 

mée. 

■♦-I  H-  12^  M-gg 

— 3 

gg 

^12g 

I 

1=  9 — 6b  «s»  bh 

=: — ^6<^2^b 

!=  H-  I 

Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  ligne 
— de  la  moindre  limite,  on 
ôtera  3 de  d,  & on  prendra 
la  moitié  du  relie  3 en  en- 
tiers , qui  elt  2,  & on  fuppo- 
fera 

Troifiéme 
transfor- 
mée. ■ 

1 

— 6b»^  bb 

•H  2 i = è 

bb 

6b 

— 26 

= H-  4 4/  « 

= H-  12  éi 

= — 2tf 
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Le  dernier  terme  ayant  le] 
ligne  — de  la  moindre  limi 
te , on  ôtera  2 du  refte  pré 
cèdent  3,1!  reliera  r,  dont  i]| 
faut  prendre  la  moitié  7 , & 
fuppofer 


Qj^atrU- 

metrans- 

[formée. 


«•ï  10  lOi  H"  H 


ii-  ^ = » 

ii 

roi 
— 10 

= 5 loé 

= — 10 

Le  dernier  terme  ayant  en-l  Cinquié- 
core  le  ligne  — , il  faut  ôterj/wr  tram- 
- du  dernier  relie  i,  & piea- formée . 
dre  la  moitié  du  relie  la-[ 
quelle  ell  & fuppofer  | 

— s 1 -H  114 

1 

kk 

•<-  iiA 

-4i 

= -♦-■^•♦-111 

=-4i 

Le  dernier  terme  ayant  en-| 
core  le  ligne  — , ii  faut  ôter| 
~ du  dernier  relie  ~ , il  rclle- 
ta  ^ , dont  il  faut  prendre  la 
moitié  T , & fuppoler 

Sixième 

tranfor- 

mie. 

— ifr"*"  Il  7 

-I-  i -H  m=.t 

Il 

1 JLÎ, 

* 17 

= ^ ^ OT  mm 

= rr  V-»M 

ï TT 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne  — de  la  moin- 
dre limite , la  fomme  de  tou- 

Septième 

tranfor- 

ntèe. 

tes  les  grandeurs  connues  des  équations  linéaires  qui  ont 
lcrvi  aux  transformations,  cil  une  valeur  approchée  moin- 
dre que  la  racine  qu’on  cherche  ; ainfi  — 3-Wi 

ell  une  valeur  approchée  moindre 
que  la  racine  qu’oiv  cherche,  qiû  ell  moyenne  entre  15  ? 
èc  16.  On  peut  continuer  l’approximation  tant  qu’on  vou- 
dra, en  ôtant  t du  dernier  & prenant  la  moitié  du 

Tt  ii 
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refte  | > laquelle  moitié  cft  7V,  & Aippofant-t-  tV"*'»=w, 
&c.  Quand  zéro  eft  une  des  limites  de  la  racine  qu’on  cherche, 
il  faut  prendre  la  moitié  de  la  plus  grande  limite , & fuppofer 
cette  moitié  pofitive  plus  une  indéterminée , égale  à l’inconnue 
de  la  propofée , & continuer  l’operation  comme  dans  les  exenv 
pies  precedents. 

Par  exemple  fi  l’on  cherche  la  première  racine  de  xx 
— aox  •♦-65  = 0,  donc  la  moindre  limite  efl  zéro , qui  étant 
fubfiituéeà  la  place  de  l’inconnue , donne  *4-,  & la  plus  grande 
limite  eft  10,  qui  étant  fiibftituéc  donne  — , il  ûut  prendre  la 
moitié  de  10  qui  eft  y,  & fuppofer  •*-  5 & faire 

l’operation  comme  dans  les  exemples  précedens. 

Cette  fécondé  méthode  eft  démontrée  par  les  raifonnemens 
qu’on  a faits  en  l'énonçant  > 

T roiftéme  méthode  par  le  moyen  de  la  tramfarmatm , qui  fèr$ 
à multiplier  les  racines  d'une  équation . 

Avertissement. 

1 j8. Ç~jETTE  méthode  fert  à trouver  une  valeur  approchée 
d’une  racine  d’une  équation  qui  en  dificre  moins  que  de  , ou 
iTT , ou  , ou  ■rs-l  .To , &■  ainfi  à l’infini . 

On  peut  l’appliquer  immédiatement  à la  recherche  d'une 
racine  dont  on  a deux  limites  , l’une  moindre  & l’autre  plus 
grande  que  cette  racine:  mais  pour  éviter  la  longueur  du  cal- 
cul , il  eft  mieux  de  trouver  par  la  première  méthode  , avant 
de  le  lèrvir  de  cette  troifiéme  , deux  valeurs  en  entiers  appro- 
chées de  la  racine,  qui  ne  diffèrent  entr’elles  que  de  l’unité,  & 
il  faut  enfuite  lè  fervir  de  cette  troifiéme  méthode  pour  trou- 
verdes  valeurs  en  fradlions  décimales  qui  approchent  tant  qu’on- 
voudra  de  la  racine. 

i”.  11  faut  mettre  un  zéro  devant  le  coëficient  du  fécond 
terme,  c’eft  à dire,  multiplier  ce  coëficient  par  10,  fi  l’on 
veut  une  valeur  approchée  qui  ne  différé  de  la  racine  que 
de  7L-;  il  faut  mettre  deux  zéros,  fi  l’on  veut  une  valeur  qui 
ne  diffère  que  de  ; il  faut  mettre  trois  zéros,  fi  l’on  veut 
une  valeur  qui  ne  diffère  que  de  ‘le  fuite. 

Il  faut  mettre  devant  le  coëficient  du  troifiéme  terme 
deux  Ibis  autant  de  zéros  qu'on  en  a mis  au  fécond  terme 
devant  celui  du  quatriénae  terme  « trois  fois  autant  de  zéros; 
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devant  le  coèficient  du  cinquième  terme  , quatre  fois  au- 
tant de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme  , & ainû 
de  fuite . 

Par  exemple  fi  l’on  a mis  deux  zéros  au  fécond  terme  , il 
en  faut  mettre  deux  fois  deux  , c’eft  à dire  quatre  zéros  au 
troificme  ; trois  fois  deux  , c’eft  à dire  fix  zéros  au  quatrième 
terme , & ainfi  de  fuite . 

a”.  Il  faut  mettre  devant  chacune  des  deux  limites  autant 
de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme. 

3®.  II  faut  enfuite  par  la  première  méthode  , trouver  deux 
valeurs  approchées  de  la  racine  qu’on  cherche , qui  ne  difïè- 
rent  entr’clles  que  de  l’unité. 

4®.  Enfin  il  faut  écrire  chaque  valeur  fur  une  ligne  pour  les 
numérateurs  , & écrire  au  deffous  de  chacune  pour  dénomi- 
nateur , Tunité  avec  autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond 
terme . Ces  deux  fraélions  font  les  valeurs  approchées  qu’on 
cherchoit. 

Exemple. 

pou  R trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine de  XX  — 20X  -4-  6y  = O , qui  n’en  diffère  pas  de 
dont  on  a par  la  première  méthode  les  deux  limites  appro- 
chées en  entiers  4 & s , qui  ne  different  entrielles  que  de  l’uni- 
té ; I®.  on  mettra  trois  zéros  au  fécond  terme,  & fix  au  troi- 
fiéme,  & l’on  aura  la  transformée  xx  — 20000X  65000000 

= O , dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée  , multipliées 
chacune  par  1000.  2®.  On  mettra  autant  de  zéros  devant  cha- 
cune des  limites  4 & 5 , qu’on  en  a mis  au  fécond  terme , & 
l’on  aura  4000  & 5000  pour  les  limites  de  la  transformée. 

3°.  On  cherchera  par  la  première  méthode  deux  valeurs  ap- 
prochées en  entiers  , qui  ne  diffèrent  entr’elles  que  de  l’unité  , 
de  la  première  racine  de  la  transformée,  dont  la  moindre  li- 
mite eft  4000 , qui  donne  H- , & la  plus  grande  5000  , qui 
donne  — , & l’on  trouvera  que  ces  valeurs  font  4094  & 4095. 
4°.  11  faut  écrire  ces  valeurs  en  fraction,  & leur  donner  1000 
pour  dénominateur  , & l’on  aura  pour  ic*  va- 

leurs approchées  de  la  première  racine  de  la  propofée  xx 
— 20X  •+•  tfy  = O , dont  la  première  Îv’-J-  eft  moindre  que 
cette  racine , & la  foconde  eft  plus  grande,  & l’une  & 
l’autre  n’en  different  pas  de  - . 
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Il  efl  fi  flicile  d’appliquer  cette  méthode  à tous  lescxem» 
pies  qu’on  voudra  , qu’il  efi  inutile  d’en  grofilr  ce  traité . 

Démnflration  de  cette  méthode. 

T <ES  racines  de  la  transformée  font  les  racines  de  la  propo- 
fée,  multipliées  chacune  par  looo'^;  les  limites  de  la  pre* 
♦'^'“^•micre  racine  de  la  propofée,  qui  font  4 & 5 , étant  multi-» 
‘ pliées  par  1000 , font  les  limites  de  la  première  racine  de  la 
transformée  * ; par  confequent  les  valeurs  40^4  & 4095 
qu’on  trouve  en  employant  la  première  méthode,  font  les  va* 
leurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  transformée  ; il 
efl  donc  évident  qu’en  divifant  ces  valeurs  par  1000 , les  frac* 
tions  qui  en  naîtront  feront  les  valeurs  approchées  de  la  pre* 
miere  racine  de  la  propofée. 

Il  efl  clair  que  cette  démonflratlon  efl  generale , & qu’on 
ne  l’a  appliquée  à un  exemple  que  pour  la  rendre  plusfàdle 
& plus  courte. 

j^atriéme  méthode  par  le  moyen  de  la  trantformathn,  qui  fert 
à diminuer  ét  â augmenter  les  racines  des  équations , mais 
d'une  maniéré  un  peu  differente  de  la  fécondé  metbode. 


*J9 


Q Avertissement. 

OIQU’ON  puiflè  fefervir  de  cette  méthode  pour  ap- 
procher à l'infini  d’une  racine  d’une  équation  , lorfqu’on  en 
connclt  deux  limites  quelconques , l’une  moindre  & l’autre 
plus  grande  que  la  racine  , avec  le  ligne  que  donne  chacune 
de  ces  limites  , étant  fubflituées  dans  l’équation  à la  place  de 
l’inconnue  , & même  lorfqu’on  ne  connoît  qu’une  des  deux  li- 
mites de  la  racine  qu’on  cherche , pourvu  qu’on  fçache  fi  elle 
efl  moindre  ou  plus  grande  que  cette  radne,  & le  ligne  qu’el- 
le donne  , étant  fubllituée  dans  l'équation  à la  place  de  l’in- 
connue; cependant  on  abrégera  de  beaucoup  le  calcul , fi  l’on 
trouve  pat  la  première  méthode  les  limites  qui  ne  different 
pas  de  la  racine  qu’on  cherche  de  l’unité  entière  j c’ell  à dire  > 
qui  ne  different  entr’clles  que  de  l’unité  . 

On  appliquera  cette  méthode  à un  exemple  en  l’énonçant 
pour  la  faire  mieux  concevoir , & l’on  fera  dans  les  opera- 
tions qu’elle  preforit , les  raifonnemens  qui  en  font  la  démoo- 
ftration , qu’on  mettra  dans  la  dernicre  évidence  dans  les  re- 
oaarques. 
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Soit  propofc  de  trouver  par  cette  méthode  les  racines  de 
l^uatioii  X*  — -4-  ippSxx  — • 1493  jjr  5000  =0, 

qui  font  toutes  incommenfurables;  la  première  & plus  petite 
racine  eft  moindre  que  l’unité,  & elle  ell  plus  grande  que  ^ , 
qui  étant  fubdituée  à la  place  de  x,  donne  une  fomme  toute 
connue  qui  a & elle  eft  moindre  que  qui  donne  — i 
la  fécondé  eft  entre  12  qui  donne  — , & 13  qui  donne  >4-  > 
la  3*  racine  cil  entre  31  qui  donne  *4-  , & 33  qui  donne  — ; 
la  4*  eft  entre  34  qui  donne  — , & 35  qui  donne 

Pour  trouver  celle  de  ces  racines  qu’on  voudra  , par 
exemple  la  fécondé  qui  eft  entre  12  qui  donne  — , & 13  qui 
donne  1”,  on  fuppofera  la  moindre  limite  12  plus  une 
indéterminée/,  égale  à x,  & Ton  aura  ii»4-/=Af;fi  on 
vouloir  fefervir  de  la  plus  grande  limite  13  , on  fuppoforoic 
13  — / = Af . On  fubftituera  dans  la  propofée  iz  jf=  x, 
à la  place  de  x : ( En  voici  l’operation . ) 

X*  =-4-20736  -4-5^12/  -4-864/''  -4-48/'-4-/+ 
— 8ox’  = — 138240  — 34560/ — 2880/'' — îoP 

•4-  i998xx=  -4-  287712  -4-47951/  •4-1998/'' 

— 14937*= — 1751244 — ï45>37/ 

-♦-5000  =-4-yooo 


=—4036  — i8/r  _32/t^-/+; 

—Pff  —”P 


& l’on  aura  la 
transformée 

on  la  fuppofera  ^ ^ 

reprefentéepar 

Il  eft  évident  * que  les  racines  de  la  transformée  font 
celles  de  la  propofoe , diminuées  chacune  de  la  quantité  12  , 
parcequ’elles  font  toutes  poHtives.  Ainft  la  première  ou  plus 
petite  racine  de  la  propofôe  étant  moindre  que  1 1 , elle  eft 
trop  diminuée  pour  demeurer  pofttive,  & elle  eft  devenue 
négative  ; & la  fécondé  racine  qu’on  cherche  étant  dimi> 
nuée  de  1 2 dans  la  transformée , elle  eft  encore  pofitive , & 
fa  grandeur  dans  la  transformée  eft  exaélement  le  refte  de 
la  féconde  racine  de  la  propofée  , dont  on  a ôté  la  gran- 
deur 1 2 ; c’eft  à dire , le  refte  de  la  fécondé  racine  de  la  pro- 
pofée , apres  en  avoir  ôté  12  , eft  la  plus  petite  des  racines 
qui  relient  pofitives  dans  la  transformée  ; d’où  l’on  voit  que 
pour  avoir  la  valeur  approchée  de  la  fécondé  racine  de  la 
propofée  , il  faut  trouver  la  valeur  approchée  de  la  plus 
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petite  des  racines  pofitives  de  la  transformée,  ajouter  cette 
valeur  approchée  à la  quantité  12  , & la  ibmme  fera  la 
valeur  approchée  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  cette  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine de  la  transformée  , c’eft  à dire  la  plus  petite  valeur 
de/  dans  la  transformée  , il  y a deux  maniérés:  Et  pour 
faire  des  formules  pour  l’une  & pour  l’autre  de  ces  maniè- 
res , il  fout  fe  fervir  de  l'équation  littérale  o = — r 5/ 

— Pff— 

Première  maniéré  de  trouver  la  valeur  approthée  de  f 
J_jA  première  maniéré  eft  de  fe  fervir  d’abord  des  deux 
derniers  termes  fculs  ^ <if  — r = o de  la  transformée , en 
négligeant  tous  les  autres  dans  lefquels  les  puiffances  de  / 
vont  en  diminuant , puifque  / eft  moindre  que  l’unité  , ÛC 
de  fuppofer  ces  deux  derniers  termes  égaux  a zéro  ; & l’on 
aura  f=j- 

Cette  valeur  de  / eft  un  peu  trop  petite  > car  puifque  r 
”P  ileft  viftble  que/=— 

^ que  f , puifque  le 

dénominateur  de  la  première  eft  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur de  la  féconde  ; ainfi  on  corrigera  la  première  valeur 
de/  = en  mettant  cette  valeur  de/,  au  lieu  de/,  dans 

& i*OD  aura  / = — , 

7 f fl 

c’eft  la  formule  dont  il  fout  fe  fervir  pour  trouver  la  valeur 
de  / par  cette  première  maniéré. 


Cette  formule  de  la  valeur  de/  = 
qu’on  peut  aufli  exprimer  par  / = 


_r^ 

1 1t  1' 
■ q^r 


q—^ — «f-Ç» 

7 « ma  m*  * 


q* — pqqr — nqrf^P  g 
donne  une  valeur  un  peu  trop  petite;  car  le  confequent  de 

la  fraction  r — , eft  plus  grand  qu’il  ne 


a — 


9* 


devrait  être,  puifque  fi  l’on  conçoit  la  véritable  valeur  de/, 
qui  furpafté  f , à la  place  de  j dans  le  confequent  de  la  frac- 


tion 


1-r 


I il  eft  vifiblc  que  les  grandeurs 
s •Il  ^ négatives 
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négatives  — ^ du  confequcnt , feroient  plus  grandes 

quelles  ne  font i ainfi  elles  ôteroient  une  plus  grande  quan- 
tité de  la  grandeur  , que  n’en  ôtent  les  grandeurs  néga- 


-C La  valeur  de  f=- 


tivcs  , . — , f 

a—  JT- 

. ^ f . îî  f * 

eA  donc  plus  petite  qu’elle  ne  devroit  être,  puifque  le  déno- 
minateur en  eft  plus  grand  qu’il  ne  devroit  être. 

Pour  avoir  la  valeur  approchée  de  f par  cette  formule  , 
qui  eft  ce  qu’on  cherche  , on  mettra  dans  cette  formule 

/ = f-,  ou  plutôt  dans  celle-ci,  qui  eft 


JL L"  ^ 


^ 1 If 

toute  préparée  / = 


fr 


, les  grandeurs 

T — f f f'"  — 

numériques  de  la  transformée,  à la  place  des  lettres  qui  les 
reprefentent,  & l’on  aura/=  > ou  bien 

en  réduifont  cette  fra(5lion  en  fraélion  décimale, ce  qui  eft  plus 


commode  pour  le  calcul , on  aura  / = — î ~ 

O,  75^40’.  La  valeur  approchée  par  cette  première  maniéré 
de  la  fécondé  racine  de  la  propoféc  , eft  donc  12  , 7564o\ 

Seconde  manière  de  trouver  la  valeur  approchée  de  F. 

T lA  fécondé  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  la 
plus  petite  des  racines  pofitives  , reprefentée  par  /,  de  la 
transformée,  qui  eft  reprefentée  par  o = — r 4/  — pff 
— np  f*  t eft  de  fc  fervir  des  trois  derniers  termes  feuls 
0 = — f’^‘lf' — pff  cette  transformée,  en  négligeant 

d’abord  les  autres  — nf  comme  très  petits  par  rapport 
aux  trois  derniers  , & de  fuppofer  que  ces  trois  termes  font 
une  équation  du  Iccond  degré  o = — r — pff-y  ou 
bien  en  tranfpofant , pour  rendre  le  terme  — pff  politif , 
l’on  aura  pff — r = o,  qui  Ce  réduit  Àff  — f/  •*“  7 
= o ; on  prendra  enfuite  par  la  méthode  qui  fort  à refoudre 
les  équations  du  fécond  degré , la  plus  petite  des  deux  raci- 
nes de  cette  équation,  qui  eft/=  y/-f^  — 7,  qu’on 

peut  aufli  exprimer  ainfi  /=  ; c’eft  la 

^ Vu 
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formule  dont  il  faut  fe  fervir  d’abord  pour  trouver  par  cette 
fécondé  maniéré  la  valeur  approchée  de  f qu’on  cherche  ,, 
en  fublHtuant  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée 
à la  place  des  lettres  qui  les  reprefentent  ; & l’on  trouvera 
en  foifânt  le  calcul , & fe  fervant  des  fradlions  décimales , 
—y/k^9—pr_ 268 3,5’  — ?»  » ^ ♦ — 716^9 _ 

^ P 18  ~ 


O,  75îp”; ainfi  on  a déjà / = — ^=0,  75  39”, 

Il  faut  coniger  cette  valeur  qui  eft  trop  petite  ; car  difpo- 
fant  ainfi  la  transformée  pff  — <jf  — f*  = o , ou’ 

bien  ff  ■ — ^ regardant  cette 

équation  comme  du  fécond  degré  , dont  le  premier  terme 
eft/j^,  le  fécond  — & le  troifîéme  ^ L -4-  i 

on  trouve  en  la  refolvant , que  la  plus  petite  de  fes  deux  ra- 
cines cft  /=  -y  — j — "T» 

s exprimer  ainfi  f = . , , 


Or  il  eft  évident  que  — 7 » cft  plus  grande  què 
— y — h première  étant  ôtée  de  laifTe 

donc  un  refie  qui  eft  moindre  que  le  refte 

^ 7 — "T  ‘f"  * 

fécondé,  étant  ôtée  de  > ainfi  la  première  valeur / = -^ 
— ijy  — 7 , eft  plus  petite  qu’il  ne  faut . 

Pour  la  corriger  on  fuppofcra/=  rn^ 

& on  fubftituera  i»  à la  place  def  dans  le  fécond  membre 

^^f=-î} — 7 — & l’on  aura  la  formule 

corrigée  / = — , qui  fe  peut 

aufli  exprimer  de  cette  maniéré  pour  la  commodité  du  cal- 
cul , f==  — pr  — Mpm>  pw4. 

Pour  trouver  par  cette  formule  la  valeur  approchée  de/, 
qui  eft  ce  qu’on  cherche  , on  fubftituera  dans  cette  formule 
a la  place  des  lettres , les  grandeurs  numériques  de  la  trans- 
formée que  reprefentent  ces  lettres  ; & à la  place  de  w , 

la  grandeur  -tiZ ^ ^ qui  notre 
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exemple  à o , 7S3i>’’' , & Ion  trouvera  en  employant  les 
fradlions  décimales  , la  valeur  approchée  qu’on  cherche  , 


if  — — /»•  — 


O,  75^41609’ 


Cette  valeur  de  f,  ou  de  la  plus  petite  des  racines  pofitivet 
de  la  transformée  précédente  , cfl  encore  un  peu  plus  petite 
que  cette  racine  s car  il  eft  évident  que  m étant  moindre 
que  la  valeur  exaéie  de/ dans  la  transformée  , la  grandeur 
négative  — ^ elt  moindre  que  la  grandeur  ^ , en  fuppo- 
fant  que  f reprefente  fa  valeur  exaéte  i par  conlëquent  la 
grandeur  négative  — ^ , étant  moindre  qu'il  ne  faut  dans 

— J — i/a*  cette  grandeur  entière,  a pour 

ainli  parler  , une  plus  grande  grandeur  pofitive  qu’elle  ne 
devroit  avoir  ; elle  ôte  donc  plus  qu’elle  ne  devroit  ôter 


de  la  grandeur  , d’oh  il  fuit  que  la  quantité  totale 

fuppofe  égale  à/,  eft 
cependant  un  peu  plus  petite  que  la  valeur  exaéte  de/ ; ainft 
la  valeur  approchée  de/,  qu’on  trouve  par  cette  féconde  ma- 
nière , qui  eft /=  O,  73,^41609’''“,  eft  un  peu  plus  petite 
que  la  valeur  cxaéle  de  /. 

! Joignant  cette  valeur  de /à  la  moindre  limite  12  , l’on  a 
12  , 75^41609”"'  pour  la  valeur  approchée  de  la  fécondé  ra- 
cine de  la  propofée. 

; On  peut  continuer  l’approximation  de  cette  féconde  ra- 
cine à Tinfini  par-  cette  quatrième  méthode , comme  on  le 
va  voir.  Mais  il  eft  bon  de  remarquer  auparavant  que  fi  l’on 
ne  pouvoir  pas  s’afTurer,  comme  on  l’a  fait,  que  la  valeur 
approchée  de  / qu’on  a trouvée  par  ces  deux  maniérés,  fût 
moindre  ou  plus  grande  que  fa  valeur  exaifte , on  le  pour- 
roit  toujours  en  fubfticuadt  cette  valeur  approchée  de  / à 
la  place  de  / dans  la  transformée  } car  fi  la  fbmme  toute 
connue  qui  en  viendrent , avoit  le  ligne  de  la  moindre  limi- 
te, ou , ce  qui  eft  la  même  chofé , celui  du  dernier  terme 
de  la  transformée,  il  eft  évident  que  la  valeur  approchée 
feroit  moindre  que  la  valeur  exadle  de/.  Si  cette  fomme 
avoit  le  ligne  de  la  plus  grande  limite  de  la  racine  dçnt  on 
fait  la  recherche , ou  , ce  qui  eft  la  même  chofé  , le  ligne 
oppofé  à celui  du  dernier  terme  de  la  trans&rm^  i U eft 

Vu  ij  ' ' ■ 
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évident  que  la  valeur  approchée  fcroit  plus  grande  que  la  va- 
leur exaefte  de  f. 

11  faut  auffi  remarquer  que  fi  l’on  s’étoit  Icrvi  de  la  plus 
grande  limite  13,  au  lieu  de  la  moindre  limite  12,  pour  trou, 
ver  la  fécondé  racine  de  la  propofJe , & que  l’on  eût  fuppofé 
13  — f = X pour  la  première  transformée,  il  faudroit  ôter 
de  13  la  valeur  approchée  de  / au  lieu  de  l’ajouter  à 12  ^ 
comme  on  l’a  fait  fe  iêrvant  de  la  moindre  limite  12. 

Continuât  jon  de  F approximation  de  la fécondé  racine  de  la  propofeCf 
eu  continuation  de  la  quatrième  méthode . 

Pour  continuer  l’approximation  de  la  fécondé  racine, 
on  luppofera  la  valeur  approchée  de  f qu’on  vient  de  trou- 
ver par  l’une  ou  l’autre  des  deux  manières  précédentes  plus 
une  indéterminée  g , égale  à / ; ce  qui  donnera  o , 75640’ 
g =/,  ou  O , 75^41609’"*  g =f  ; on  fubffituera 

cette  valeur  de  / à fa  place  dans  la  transformée  precedente , 
& l’on  trouvera  une  fécondé  transformée. 

Si  la  valeur  approchée  de  f ctoit  plus  grande  que  y,  on 
fuppoferoit  pour  trouver  la  fécondé  transformée  , cette  vi> 
leur  de/ moins égale  à /. 

Comme  il  ne  s’agit  ici  que  de  faire  concevoir  clairement 
la  méthode,  pour  rendre  le  calcul  un  peu  moins  long,  on 
ne  prendra  que  le  dernier  chifre  7'  ou  de  la  valeur  de/ 
qu’on  a trouvée,  pour  la  valeur  approchée  de  /,  & l’on  fup- 
pofera  7'  -4-  9 =/;  on  fubllituera  cette  valeur  de  / à fa 
place  dans  la  transformée  precedente  , comme  on  le  voit 
ici: 

f*  =-*-o,  2401"-4-I,  372"’^  -^2, 

— 32/  =—10,97(5'“— 47, 04  "g  _67,2'gg 

— 18/r  =— 8,  82"  — 25,2’^ 

"+■53^7#= -♦•3756,9'  ■♦■5367s 

—4036  = — 4036 


Oii  trouvera  la 
transformée  ' 
on  la  ruppofera 

reprefciuée  par  o r *♦“^5  — Pgg  ' — 

Il  eft  évident  par  les  raifonnemens  qu’on  a fâirs  fur  la 
première  transformée  , que  la  plus  petite  valeur  pofitive 
de  g,  c’eft  à dire  la  plus  petite  des  racines  pofitives  de  ccuc 


= — 298,6 5 59"-f-  5 295, 1 3 2'”^— 8 2,26"gg— 29,2  'g*  g* -, 

^g*. 
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fèconJe  transformée  , eft  exaflement  ce  qui  reftc  de  la  valeur 
de  la  fécondé  racine  de  la  propofce , après  en  avoir  ôté  12,  & 
encore  la  valeur  approchée  de  f dans  la  première  transformée  s 
aind  il  faut  pour  continuer  l'approximation  Je  la  fécondé  racU 
ne  de  la  propofce,  trouver  la  valeur  approchée  de  la  plus  pe- 
tite racine  g de  cette  fécondé  transformée . 

. Pour  la  trouver  par  la  première  maniéré,  on  fe  fervira 

de  la  formule  g = , ou  plutôt  de  la 

a JIL 

^ 1'  îî  î 

formule  g — — , qui  efl  plus  propre 

— p^jr  — nqrr  ^ r’  ^ ‘ 

^iir  le  calcul  ; & on  trouvera  en  fubnituant  dans  cette  for- 
mule , au  lieu  des  lettres , les  grandeurs  numériques  de  la 
foconde  transformée , qui  font  reprefentées  par  ces  lettres , 
g = o,  05^441’"  ; ainfi  en  ajoutant  cette  valeur  approchée 
de  ^ à 12,  7'  qu’on  a deja  , la  valeur  approchée  de  la  féconds 
racine  de  la  propotée  fera  12,756441"  , qui  eft  un  peu  plus 
petite  que  la  véritable  fécondé  racine  de  la  propofce. 

Pour  trouver  la  valeur  de  g par  la  fécondé  maniéré , on 


fe  fervira  d’abord  de  la  formule  g = i-f ^ * 

P 

on  fubflituera  dans  cette  formule  à la  place  des  lettres , les 
grandeurs  numériques  de  la  fécondé  transformée , reprefen- 
tées par  ces  lettres,  & on  trouvera^  = o,  05^4+080331''  ; 
& fuppofant  enfuite  la  lettre  ot  = ^ = o,  05644080.331" 

?=  * ^.LrZ.?r. , on  prendra  la  formule  corrigée 


P 

cette  formule  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée, 
à la  place  des  lettres  qui  les  repreientent  ; on  y fubflituera 
auffi  la  -valeur  de  m = o,  056440  &c,  à la  place  de  m,  & 
on  trouvera  g =0,05644179448074402'"';  on  ajoutera 
cette  valeur  approchée  de  g- aux  parties  la,  j'  de  la  fécondé 
racine  de  la  propofce , qu’on  a déjà  trouvées , & l’on  aura 
pour  la  valeur  approchée  de  cette  fécondé  racine  at—  12, 
75644179448074402'"  ‘ . Cette  valeur  approchée  dl  de  très 
peu  plus  petite  que  la  véritable. 
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3°.  On  peut  contiiuier  l’approximation  de  la  féconde  raeînè 
de  la  propofée,  en  Aippolant  la  valeur  approchée  de  ^ qu’on 
vient  de  trouver , plus  une  ncuvdJe  incérermine'e  h , égale  à 
g -,  & fubflituant  cette  valeur  de  ^ à fa  place  dans  la  /cconde 
transformée,  il  en  viendra  une  troifiéme  transformée  ; on  trou- 
vera la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  racine  pofîtive  b de: 
cette  troifiéme  transformée,  par  laquelle  on  voudra  des  deux 
formules  precedentes,  & ainlï  à l’inHni. 

R E M A R QJT  E. 

ET  T E quatrième  méthode  convient  avec  la  fécondé  dans 
la  première  operation,  par  laquelle  on  trouve  la  première 
transformée,  mais  elle  en  efl  différente  dans  la  maniéré  de 
trouver  les  valeurs  approchées  de  la  plus  petite  racine  pofiti- 
ve  de  chacune  des  transformées , par  le  moyen  des  formules 
qu’on  a expliquées.  Le  calcul  de  cette  quatrième  méthode  eft 
long , mais  en  récompenfc  on  approche  à chaque  cperatioa 
extrêmement  de  la  racine  qu’on  cherche. 

Ceux  qui  veulent  fe  la  rendre  familière  , peuvent  l’appli- 
quer à la  recherche  de  la  première , de  la  troifiéme  & de  la 
quatrième  racine  de  la  propofe'e.  i 

Corollaire  de  la  quatrième  méthode.. 

^ léQ.PouR  avoir  les  formules  des  équations  de  chaque  degré,. 

qui  fervent  à trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  raci- 
ne pofîtive  de  chacune  des  transformées,  on  fuppofera  que  k 
reprefente  l’indéterminée  ou  l’inconnue  de  chacune  des  transe 
formées , & que  ces  transformées  font  reprefentées  par  les 
équations  littérales  qui  fuiventr 
o=...  q...pk...  r.kk  ...  k! 
o = ...r  ...qk...  pkk...nk}  ,..k* 
o = ...  s ...  rk....qkk  ...pk}  ...nk*  é* 
o = ,..t  ...sk.:  rk,i...qkl  ...pk*  • 

On  ne  met  pas  la  formule  du  fécond  degré,  dont  on  trouve 
facilement  les  racines  approchées , par  la  methcxle  qui  efl 
particulière  aux  équations  du  fécond  degré  : On  ne  met 
pas  les  lignes,  mais  feulement  des  points  entre  les  termes , 
pour  marquer  que  les  lignes  de  ces  équations  generales  pour 
chaque  degré  , doivent  être,  déterminés  par  les  Agnes  des 
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transformées  qu’on  trouve  , c’eft  à dire  leur  être  femblablcs  : 
On  ne  mettra  pas  les  Cgnes  devant  les  grandeurs  des  for- 
mules fui  vantes  pour  la  même  raifon.  Enfin  on  ne  met  pas 
les  équations  qui  pafient  le  fixiéme  degré , dont  on  a rare- 
ment befoin  , chacun  peut  les  ajouter,  & leurs  formules  , ce 
qui  cft  facile. 


formules  de  la  première  mantere. 
Pour  le  troificme degré  k.  = 

Pour  le  quatrième  degré  4 = ^ 


•îî- 


Pour  le  cinquième  degré  k = n-  7 
Pour  le  fixiéme  degré  k = 

formules  de  la  jeconde  maniéré. 

Pour  le  troHiteie  degr^  • 

Formules  corrigées. 


Formules  par  où  il  faut 
commencer. 

k — iiL T = w. 


Pour  le  cjuatrifœe  depé. 


Pour  le  cinquième  degré . 


k = 


— n_ 


Pour  le  fixiéme  degré. 


^ «...  rt 


I ...i».;.  r»»'- 

=m.\k  = — î T~ 


,fri>r 


' Pour  fe  forvir  de  ces  formules , il  faut  d’abord  fuppofer  la 
plus  petite  limite  de  la  racine  dont  on  veut  trouver  la  valeur 
approchée,  plus  une  nouvelle  indéterminée/,  égale  a 1 incon- 
nue de  l’équation  propolce  . fOn  fuppofe  que  la  limite  ne 
difi'ere  pas  de  la  racine  qu’on  cherche  d’une  unité  entiere . ) 
faut  fubllituer  la  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propolee , 
l’on  aura  la  première  transformée.  . 

Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  des 
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racines  pofitives  de  cette  transformée  » on  fuppofêra  que  cette 
transformcc  eft  repre/cntée  par  l’équation  generale  qui  lui  con- 
fient ; dans  le  troifiéme  degré , par  k’  •••  nkk , &c.  & ainfi  des 
autres.  On  fuppofêra  que  l’inconnue /de  cette  transformée  eft 
reprefentée  par  la  lettre  k des  formules. 

Si  l’on  veut  fê  fervir  des  formules  de  la  première  maniéré, 
on  fubftituera  dans  la  formule  du  degré  de  la  propofée  , les 
grandeurs  numériques  de  la  transformée,  à la  place  des  Lttres 
qui  les  reprefentent;  & après  la  fubftitution,  on  aura  la  va- 
leur approchée  qu’on  cherche. 

Si  l’on  veut  fe  fervir  des  formules  delà  fécondé  manière, 
il  faut  faire  deux  operations:  i°.  11  faut  fubftituer  dans  la  for- 
mule  du  degré  qui  convient  à la  transformée  , par  laquelle  on 
a marqué  qu’il  falloir  commencer , les  grandeurs  numériques 
de  la  transformée , à la  place  des  lettres  qui  les  reprefententi 
& après  la  fubftitution , on  aura  la  valeur  qu’on  cherche; 
mais  il  la  faut  corriger . On  nommera  cette  valeur  non  corri- 
gée m ; Z®.  & on  fubftituera  dans  la  formule  corrigée  la  valeur 
de  »;,  & les  valeurs  des  autres  lettres  de  la  formule,  à la  pla- 
ce de  ces  lettres  ; & ce  qui  viendra  de  la  fubftitution  fera  la 
valeur  approchée  qu’on  cherche.  • 

Pour  continuer  Tapproximation , on  fuppofêra  la  valeur 
approchée  qu’on  vient  de  trouver  plus  une  nouvelle  indéter- 
ininée  g , égale  à rindéterminée /de  la  première  transformée. 
Si  la  valeur  approchée  furpaffoit  la  véritable  valeur  de/,  on 
fuppoferoit  cette  valeur  moins  g , égale  à /.  On  fubftituera 
cette  valeur  de  / à /à  place  dans  la  première  transformée , & 
il  en  viendra  une  fécondé  transformée  : on  trouvera  la  va- 
leur approchée  de  la  plus  petite  racine  pofitive  g de  cette 
transformée  par  les  formules , comme  on  a trouvé  la  valeur 
approchée  de/,  & on  continuera  l’approximation  tant  qu’on 
voudra . 

La  fomme  de  la  limite  de  la  racine  qu’on  cherche  , qui  a 
fervi  à la  première  operation , & de  toutes  les  valeurs  appro- 
ché-es  des  inconnues  des  transformées , prifes  de  fuite,  fera  la 
valeur  approchée  de  la  racine  qu’on  cherche . 

L’exemple  qu’on  en  a donné  fuffit  pour  faire  concevoir  l’ap- 
plication des  formules. 


Avertissement 
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' Avertissement. 

O N pourrait  chercher  une  racine  ncgative  d’une  équatioa 
propofée  par  les  méthodes  précédentes , en  employant  des  limi- 
tes négatives}  mais  comme  il  eft  facile  * de  f'aiic  en  forte  que*^^- 
les  racines  négatives  d’une  équation  propoiee  deviennentpofi- 
tives,  en  changeant  les /ignés  des  termes  pairs,  il  vaut  mieux 
chercher  les  racines  par  les  limites  pofitives,  cela  accoutume 
â une  même  méthode,  Sc  la  rend  plus  facile. 

Remarquer  fur  cette  quatrième  methoJe  d approximation ^ 
qui!  faut  fe  rendre  familières, 

I. 

■^^^ETTE  méthode  fait  trouver  une  racine  d’une  équation 
propofée  par  parties,  que  l’on  découvre  les  unes  après  les  au- 
tres; elle  fuppo/c  qu’on  fçait  par  une  autre  voyc  la  première 
partie  de  la  racine , qui  en  diffère  très  peu  : mais  elle  fait  trou- 
.ver  les  autres  parties  par  des  transformées,  dont  les  racines po- 
.lïtives  font  les  racines  pofitives  de  la  propofée,  diminuées  cha- 
cune de  la  fbmme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine  dont 
on  fait  la  recherche  , & dont  les  racines  négatives  font  les  né- 
gatives de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  même  fem- 
me ; & quand  la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine 
dont  on  fait  la  recherche  , furpaffe  cette  racine,  ou  furpaffe 
auffi  d’autres  racines  pofitives  de  la  propofée,  la  racine  de  la 
propo/ce  dont  on  fait  la  recherche , & toutes  ces  autres  raci- 
^ nés  pofitives , font  devennues  négatKes  dans  la  transformée  où 
. cela  fe  rencontre } puifqu’elles  ont  été  trop  diminuées  ; & il  ne 
leur  refie  à chacune  dans  cette  transformée , que  l’exc'és  dont 
. la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine  qu’on  pourfuit, 
furpaffe  chacune  de  ces  racines  pofitives  de  la  propofée  -,  & cet 
excès  cfl  négatif. 

Ainfi  C l’on  appelle  a la  première  partie  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche  i b,  h fécondé  partie;  c,  la  troifiétne,  & ainfl 
de  fuite; la  première  partie  a efl  fuppofée  connue  d’ailleurs,  & 
elle  fort  à trouver  la  fécondé  partie  b , en  transformant  l’équa- 
tion propofée , par  exemple  — nxx  ^px  — 4 — o,  par  la 
■ fuppofition  de  a •«-/  =^x,  & par  la  fubfUtution  de  cette  va- 
. leur  de  ar  à iâ  place  d^  la  propofée . 
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On  remarquera  fur  cette  première  transformée,  x*,que 
les  racines  poficives  de  la  propofée , & par  confequent  celle 
que  l’on  cherche  , font  diminuées  chacune  de  la  grandeur  a\ 
ainfi  chacune  des  racines  pofitives  de  la  première  transfor- 
mée , cil  precilêment  l’exccs  des  racines  pofitives  de  la  pre- 
pofée  plus  grandes  que  a fur  cette  grandeur  ai  ôc  fia  furpaf- 
fe  quelques  racines  pofitives  de  la  propofée  , elles  devien- 
nent négatives  dans  la  transformée , & l’excès  de  a fur  ces 
racines  pofitives  de  la  propoice , eft  precifément  leur  valeur 
négative , pour  ainfi  parler , dans  la  transformée  > & les  au- 
tres racines  négatives  de  la  transformée  étant  augmentées 
chacune  de  a , leur  valeur  dans  la  transformée  cfl  la  fomme 
de  chacune  des  racines  négatives  de  la  propoice  & de  la 
grandeur  a. 

2*.  Par  confequent  le  terme  tout  connu , ( qu’on  nommera 

* Il 9‘  ici  le  premier , ) de  la  transformée  , étant  * la  fomme  toute 
connue  qui  vient  de  la  grandeur  a , fubftituéc  à la  place  de  x 
dans  la  propofée;  cette  fomme  ou  ce  premier  terme  cil  le 
produit  des  difièrences  qui  font  entre  chacune  des  racines 
pofitives  de  la  propofée  & la  grandeur  a , par  les  racines 
négatives  de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  gran- 
deur 

II. 

1(5  2,.  La  première  transformée  fait  découvrir  la  fécondé  par- 
tiel» de  la  racine  de  la  propofée,  dont  on  fait  la  recherche, 
par  la  première  maniéré  de  la  quatrième  méthode  ; c’ed  le 
quotient  qu’on  trouve  en  divifant  le  premier  terme  tout 
connu  de  la  première  transformée  par  le  coëficient  du  terme 
fuivant , c’eft  à dire  du  terme  où /^eft  linéaire , ( qu’on  nom- 
mera ici  le  fécond  terme,  ) ou  , ce  qui  revient  au  même,  cette 
.fécondé  partie  b eft  une  fraélion  dont  le  numérateur  ell  le 
.premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  dont  on  a 
changé  le  ligne , ( car  pour  trouver  cette  fraétion , on  a fup- 
pofé  le  premier  terme  égal  au  fécond  , ce  qui  change  le  ligne 
;du  premier  terme;  & dégageant  f dans  cette  équation  , t)n 
trouve  la  fraélion  dont  on  vient  de-  parler  , ) <5c  le  dénomina- 
teur eft  le  coeficient  du  féconde  terme  de  la  transformée: 
Mais  comme  le  premier  terme  n’cft  pas  égal  au  feul  fécond 
terme,  mais  à tous  les  autres  termes  ,< quand  on  veut  avoir 
la  féconde  partie  è de  la  racine  plus  approchante  de  la  veri- 
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table , il  faut  ajouter  au  dénominateur  de  cette  fraflion  le  pro- 
duit du  coëficient  du  troifiéme  terme  par  cette  fradlion , le 
produit  du  coëficient  du  quatrième  terme  par  le  quarré  de  cet- 
te fraétion  , & ainll  de  fuite,  en  obfervant  d’ajouter  ces  pro- 
duits au  dénominateur  avec  les  fîgoes  qu’ont  les  coëficients  dans 
la  transformée;  & la  fraétion  qui  naît  de  cette  operation , eft 
la  féconde  partie  h de  la  racine  qu’on  cherche  plus  approchante 
qu’elle  n’auroit  été . 

Pour  trouver  la  trerifiéme  partie  c,  il  faut  faire  une  fécondé 
transformée  en  fuppofant  b •*‘g=f,  & fubftituer  cette  va- 
leur de  / à fa  place  dans  la  transformée  précédente  ; & l’on  au- 
ra la  fécondé  transformée,  qui  fêrvira  à faire  découvrir  la  troi- 
fiéme  partie  c de  la  racine  qu’on  cherche , de  la  meme  maniéré 
que  la  première  transformée  a fervi  à faire  trouver  la  fécondé 
partie  b. 

Cette  troifiéme  partie  de  la  racine  qu’on  cherche , fervira 
de  même  à former  une  troifiéme  transformée,  en  fuppofant 
c b = g t & fubftituant  cette  valeur  de^  àfâ  place  dans 

la  fécondé  transformée  > & cette  troifiéme  transformée  fera 
trouver  la  quatrième  partie  d de  la  racine  qu'on  cherche , ôc 
ainfi  de  fuite  à llnfini . 

III. 

On  fera  fur  chacune  de  ces  transformées , par  rapport  à la 
transformée  qui  la  précédé  immédiatement , les  mêmes  re- 
marques qu’on  a faites  fur  la  première  transformée  par  rap- 
port à l’équation  propoféc  dont  elle  eft  la  transformée  immé- 
diate ; & on  remarquera  de  plus,  i*,  que  fi  le  premier  terme 
d’une  transformée  fe  trouvoit  égal  à zéro , l’on  auroit  la  raci- 
ne exaéle  de  l’équation  propofée  qu’on  cherche,  qui  fèroit  éga- 
le à la  fomme  de  toutes  les  parties  de  cette  racine  qui  ont  été 
découvertes , jufqu'à  la  transformée  où  cela  arrive . Car  la 
derniere  partie  découverte  étant  fubfticuée  à la  place  de  l’in- 
connue dans  la  transformée  qui  précédé  celle  dont  le  premier 
terme  eft  égal  à zéro , donneroit  une  fomme  toute  connue 
égale  à zéro , puifque  cette  fomme  eft  égale  à ce  premier  ter- 
me ; ainfi  elle  feroit  la  racine  exaéle  de  cette  transformée  qui 
précédé  celle  dont  le  premier  terme  eft  égal  à zéros  l’on  au- 
toit  donc  precifément  ce  qui  manquoit  aux  parties  déjà  dé- 
couvertes de  la  racine  qu’on  cherchoit  ; par  confequent  on  l’au- 
roit  entière. 

X.x  ij 
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2*.  Quand  le  premier  terme  d’une  cransfbràiêe  a un  figne 
diffèrent  de  celui  du  premier  terme  de  la  transformée  qui  la 
précédé  immeüatement , dans  ce  cas  la  partie  quia  fêrvi  à 
faire  la  transformée  oClcela  fe  rencontre,  eft  plus  grande  que 
la  partie  de  la  racine  que  l’oi>  cherche  ; car  fi  cette  partie 
étoic  plus  petite  que  la  partie  que  l’on  cherche,,  elle  donneroic 
au  premier  terme  de  la  transformée  le  Cgne  du  premier  ter- 
•izx.n^e  de  la  transformée  précédente*;  fi  elle  étoit  égale,  el-> 
Iitia.ttquu.\s  donneroit  zéro;  & donnant  un  figne  diffirent , elle  cil 
plus  grande. 

D’üîi  l’on  voit  que  fi  c’en  par  exemple  la  troifiéme  partie 
qui  change  le  figne  de  la  troifiéme  transformée,  fiippoféque 
c fût  poûtive , l’on  trouvera  par  la  méthode  même  la  qua- 
trième partie  d négative  ; & dans  ce  cas  il  faudra  fuppo- 
fer  — d i=.  h , pour  faire  la  quatrième  transformée  ; par- 
eeque  la  racine  pofitive  dont  on  foilbit  la  recherche , étant  de- 
venue négative  dans  la  troifiéme  transformée,  la  troifiéme  par- 
tie c fe  trouve  plus  grande  qu’il  ne  fout;  aiofi  il  fout  la  dimi- 
nuer dans  la  transformée  fuivantc^ 

IV. 

164.  On  peut  ra porter  Immédiatement  chaque  transformée  à 
^ l’équation  propolee  ; bn  raportera  ici  à l’équation  propofée , 
la  troifiéme  transformée  qui  cft  faite  par  la  fuppofition  de 
c .+•  é = g , & par  la  fuhftitution  de  cette  valeur  de  g à fa 
place  dans  la  fécondé  transformée  ; & ce  que  l’on  en  dira , 
pourra  facilement  s’appliquer  aux  transformées  les  plus  reculées 
de  l’équation  propofée  ^ 

Si  l’on  fuppofoit  la  fomme  de  toutes  les  parties  déjà  décou- 
vertes de  la  racine  qu’on  cherche , plus  une  nouvelle  inconnue 
i,  égale  à l’inconnue  de  l’équation  propofée , par  exemple  fi  l’oa 
fuppofoit  A = Af,  (on  a mis  une  ligne  fura-h-b 

•4-f  pour  marquer  qu’on  regarde  cette  fomme  comme  une  fou- 
le grandeur , ) & qu’on  fublliruât  cette  valeur  de  x à fa  place 
dans  réquation  propofée,  la  transformée  qui  en  viendroit,  fe- 
soit  precifément  la  troifiéme  transformée sc’eft  à dire  la  trans- 
formée que  l’on  a trouvée  en  fubffituant  c^h=g,  à la  place 
de  g-  dans  la  féconde  transformée . ‘ 

“ Car  les  racines  pofitives  de  la  transformée  qui  viendroit 
de  la  fubflitution  de  a^b^c  h-  fi  = x , à la  place  de  r 
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dans  la  propofée  , feroient  les  racines  poHcives  de  la  propo- 
/ce  diminuées  chacune  de  la  grandeur  a i c\  les  néga- 
tives de  la  transformée  feroient  les  négatives  de  la  propoféc 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  ^ ^ -h  c ; & s’il  fe 
trouvoit  que  la  grandeur  a h c furpadât  quelques  ra- 
cines poûtives  de  la  propofée  , ces  racines  ferwent  devenues 
négatives  dans  la  transformée  , de  chacune  de  ces  racines 
négatives  ferait  l’excès  de  a -^b  fut  chacune  des  racines 

politives  de  la  propofée , qui  /croient  moindres  que  b 
c.  Or  en  cor./iderant  avec  attention  la  fuite  des  transfor- 
mations , depuis  la  propofee  jufqu’à  la  troifiéme  dont  h effe 
l’inconnue , on  verra  clairement  que  les  racines  pofitives  & 
négatives  de  la  troiliéme  transformée  , font  preci/ement  les 
mêmes  racines  dont  on  vient  de  parler . Par  confequent  la 
troi/iéme  transformée  eft  precifément  la  meme  transformée 
qu’on  trouveroit  en  fubdituant  immédiatement  dans  l'équa- 
tion propo/ce  a b c à la  place  de  x. 

O’oh  il  fuit  au/n  que  ü l’on  fub/îituoit  avec  des  /ignés 
contraires  la  fomme  de  toutes  les  parties  qu’on  a déjà  dé- 
couvertes de  la  racine  qu’on  cherche  plus  l’inconnue  x,  à la 
place  de  linconnue  b,  dans  la  troi/iéme  transformée,  l'équa- 
tion qui  en  viendrait,  ferait  exaélement  l’équation  propofée > 

par  exemple  G l’on  fuppo/è  — a — b — r-*-Ar  = A,  & 
qu’on  fubflitue  cette  valeur  de  b à fa  place  dans  la  troi/ié- 
me  transformée  , l'équation  qui  en  naîtra  , fera  l'équation 

t pjo^'/ec;''* 

^ • . V. 

1 (î  J.  Si  la  grandeur  a qu'on  prend  pour  la  première  partie  de  la 
racine  qu’on  cherche  , étoit  la  limite  en  de/Tus , c’c/l  à dire  , 
£ a furpa/Ibit  la  racine  qu’on  cherche  > il  faudrait  fiippofer  , 
pour  faire  la  première  transformée , a — f =x , & fubfli- 
tuer  cette  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propofée  , Et  l’on  fe- 
rait fur  cette  transformée  & fur  les  fuivantes  desremarq;^ 
fêmblables  à celles  qu’on  a foites  en  fuppo/ânc  que  la  premiè- 
re partie  a de  la  racine  qu’on  cherche  , e/l  moindre  que  cette 
racine.  Mais  il  e/l  mieux  de  prendre  la  première  partie  a plus 
petite  que  la  racine,  pour  s’accoutumer  à une  même  méthode. 

Ou  bien  , pour  fuivre  la  même  méthode  ^ on  fuppo/cra' 
« / = X , quoique  a furpaflè  la  racine  qu’on  cherche  » 

Xx  ii] 
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cxi  fubftituera  a dans  ta  propofée  à la  place  de  *■ , & le 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  qui  en  vien- 
dra , aura  un  figne  oppofé  à celui  du  premier  terme  tout 
connu  de  la  propofée  > ce  qui  fera  trouver  la  fécondé  par- 
tie l>  négative  ; & pour  faire  la  fécondé  transformée  , on 
fuppofcra  — • y g — f' 

Avertissement. 

remarques  que  fur  la  première  maniéré 
qu’on  a donnée  dans  la  quatrième  méthode  de  trouver  par 
le  moyen  de  chaque  transformée  , la  partie  de  la  racine 
qu’elle  doit  faire  découvrir , quoiqu’elles  puiffeot  auffi  con- 
venir à la  féconde  maniéré;  pareeque  cette  fécondé  manié- 
ré renfermant  le  ligne  radical  , & obligeant  à l’extrac- 
tion des  racines  , le  calcul  en  eft  plus  embaraffant  , & on 
peut  moins  facilement  s'en  fervir  dans  rappro.\imation  des 
racines  des  équations  littérales. 

Il  faut  fe  rendre  ces  remarques  & la  quatrième  méthode 
bien  familières,  & la  première  maniéré  qu’on  a donnée  dans 
la  quatrième  méthode , de  trouver  par  chaque  transformée 
la  partie  de  la  racine  qu’elle  doit  faire  découvrir  , afin  de 
concevoir  clairement  la  méthode  d’approximation  des  racines 
des  équations  littérales  qu’on  doit  donner  dans  le  7*  Livre , 
qui  n'aura  pas  befoin  de  dêmonflration , n’étant  qu’une  ap- 
plication de  cette  quatrième  méthode. 

' La  quatrième  remarque  donne  lieu  à une  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode  , qu’on  appellera  une  cinquième 
méthode  d’approximation  , pour  faire  mieux  diftinguer  ces 
deux  maniérés  de  pratiquer  la  quatrième  méthode. 

Ç'tnqtiiéme  metbode  pour  trouver  les  valeurs  approchée)  tant  prêt 
qu'on  voudra  des  racines  des  équationsi  ou  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode. 

i66,  partagera  en  deux  parties  l’inconnue  de  l’équation 

propofée  dont  on  veut  trouver  les  racines  ; par  exenrple  fi 
on  veut  chercher  la  première  racine  de  l'équation  xx  — 20x 
•+•  = O,  qui  efl  entre  4 & y,  on  fuppofera  E y = x, 

B reprefentera  la  partie  de  la  racine  que  l’on  connok  déjà  » 
& à mefure  qu’on  découvrira  les  parties  de  la  racine  qu’on 
clicrchc  , on  fuppofera  que  £ reprefente  toutes  ces  parties 
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déjà  découvertes  ; y reprefcntera  ce  qui  rcfle  à découvrir 
de  la  racine  qu'on  cherche . 

On  fubftituera  £ -♦-_)<  à la  place  de  x dans  la  propofée, 
& l’on  aura  l’équation  EE  •*^iEy  -t-  = o,  qui  reprefetv 

— 2o£ — loy 

tera  toutes  les  transformées  qui  doivent  fervir  à découvrir 
les  parties  de  la  racine  qu’on  cherche  , les  unes  apres  les 
autres  à l’infini  : on  l’appellera  la  transformée  indéterminée  . 
On  fuppofe  la  première  partie  4 de  la  racine , connue  daiU 
leurs . Pour  trouver  la  fécondé  partie . 

2®.  On  fuppofera  que  £ reprefente  4 , & on  fubfiituera  4 
à la  place  de  £ dans  la  transformée  indéterminée , & l’on 
aura  i — ny  jy  = o\  pour  trouver  la  valeur  de  y,  on 
fera  une  équation  du  premier  & du  fécond  terme , qui  don- 
nera y = -^.  C’eft  la  fécondé  partie  de  la  racine  que  l’on 
cherche  ; ou,  ce  qui  cfi  la  même  chofe,  on  divifêta  le  pre- 
mier terme  par  le  coëficient  du  lêcond  > & changeant  le  li- 
gne du  quotient,  l’on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine. 

Si  on  vouloit  une  féconde  partie  plus  approchée , on  feroit 
ce  raifonnement  > comme  dans  la  quatrième  méthode  . Le 
premier  terme  i n’efl  pas  feulement  égal  au  fécond  iiy , 
.mais  — I = — ainfi y = ; & mettant  la 

valeur  de  = tV déjà  découverte , à la  place  dey  dans  le 
fécond  membre,  on  auroit/=  , qui  eft  une  valeur  un 
peu  plus  approchée.  Mais  pour  éviter  la  longueur  du  calcul, 
on  prendra  ici  > = , pour  la  fécondé  partie  de  la  racine . 

• 3",  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine,  on  fuppo- 

• fera  que  £ dans  la  transformée  indéterminée  , reprefénte  la 
fomme  47V  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes  , & 
que  y reprefénte  ce  qui  en  rcfle  à découvrir:  On  fubflitue- 
ra  dans  cette  transformée  47ÎJ-  = ^ à la  place  de  £ , & 

. l’on  aura  ^ — ^y  yy  -=0.  On  diviféra  le  premier 
terme  par  le  coëficient  — du  fécond  terme  , & 

changeant  le  ligne  du  quotient , on  aura  ttTï"  I»* 

■ troifiéme  partie  de  la  racine  qu’on  cherche . 

4®.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  racine,  on  fup- 
pofera dans  la  transformée  indéterminée , que  £ reprefente 
. la  fomme  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes  , 4 iV 
0“  fubflituera  cette  valeur  de  £ à fa 
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place  dans  la  transformée  indéterminée;  & prenant  enfuite 
le  quotient  du  premier  terme  de  l’équation  qui  en  viendra, 
divifé  par  le  cccficienC  du  fécond  terme,  & changeant  le 
£gne  de  ce  quotient , ce  fera  la  quatrième  partie  qu’on 
cherche. 

On  peut  continuer  cette  approximation  à l’infini . Cet 
exemple,  qui  n’cft  pas  compofé  , fuffit  pour  faire  concevtnr 
clairement  cette  méthode  , qui  eft  démontrée  par  la  qua- 
triéme  méthode  , & par  les  remarques , & furtout  la  4'. 

11  eft  évident  que  la  partie  de  la  racine  reprefentée  par  E , 
ne  fait  qu’augmenter , pendant  que  celle  qui  eft  reprefentée 
•par  y , ne  fait  que  diminuer. 

Pour  fc  rendre  cette  méthode  familière  , on  peut  conti- 
nuer l’approximation  précédente  ; & chercher  la  fécondé 
radne  de  la  propofee,  qui  furpaftê  15  , & qui  eft  moindre 
que  t6.  On  peut  auffi  chercher,  par  la  même  méthode, 
les  racines  de  l’équation  — lyoox  31400  =0, 
dont  la  plus  petite  eft  entre  tz  & 13  ; la  2* , entre  44  & 
45  ; & la  3*  , entre  57  & 58. 

On  va  faire  id  l’application  de  cette  cinquième  métho- 
de à l’approximation  des  racines  des  puiflànces  numériques 
imparfaites, 

Vfage  de  la  cinquième  metbode  d'approximation  dei  racinei  des 
équation!  ^ pour  trouver  lei  valeuri  approchées  tant  prés  qu’on 
voudra  des  racines  des  puiffances  numériques  imparfaites . 

167.  fuppofe  qu’on  a trouvé  par  la  méthode  de  l’extradiion 
des  racines  de  l’arithmetique , la  racine  de  la  plus  grande 
pu’iftatxre  parfaite  contenue  dans  la  puiftance  numérique 
.imparfaite  } ce  fera  la  première  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche , qui  ne  diffère  pas  de  la  radne  véritable,  qui  eft 
incommenmrable,  d’une  unité  entière;  il  faut  trouver  les 
autres  parties  de  cette  racine  > & en  continuer  l’approxima- 
tion à l’infini  , ou  autant  prés  qu’on  voudra  de  la  vérita- 
ble racine  , qu’on  ne  peut  pas  exprimer  par  nombres . 

1”.  On  fuppofeta  que  la  radne  de  la  plus  grande  puiftance 
parfaite  contenue  dans  la  puiftance  numérique  imparfaite 
dont  on  cherche  la  racine,  eft  reprefentée  par  £ , & l’excès 
de  la  puiftance  numérique  imparfeite  fur  la  plus  grande 
. puiftance  parfaite  qui  y eft  contenue , eft  reprefenté  par  D : 

ces 
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ces  deux  nombres  font  fuptxjfés  connus.  Ainfi  EE  D fera 
l’exprefllon  de  toutes  les  (econdes  puiiTances  numériques  im- 
parfeites  ; £»  £) , celle  de  toutes  les  troifiémes  puiflances  ; 

£♦-*-£),  de  toutes  les  quatrièmes  ; £*-»•£),  de  toutes  les 
cinquièmes  ; & ainli  de  luite. 

Z®.  On  fuppofera que  E^  x reprefentent  les  deux  parties 
de  la  racine  qu’on  cherche  ; fçavoir  £ , celle  qui  eft  connue } 
& X , celle  qui  eft  inconnue  & que  l’on  cherche  ; ce  qui  don* 
nera  les  équations  fuivantes  : £ ^ x=y/EE  p,  pour  les 
fécondes  puiflances:  £ «<■  * = ^£^  -♦-  £>,  pour  les  troifiémes: 
£ ^-  a?  = y£®  D,  pour  les  quatrièmes;  & ainfi  de  fuite. 

3“.  On  Otera  les  incommenfurablcs  de  ces  équations  , & 
Ton  aura  — Z>  2Ex  -*■  xx  = o ^ pour  les  fécondes  puif- 
fânees  ; — D -h  lEEx  jExx  h-  = o,  pour  les  troifié- 
mes;  — D /f.E’x  6EExx  ■+■  ^Ex^  x*  = o , pour  les 

quatrièmes  ; — D ^ ^E*x  loE’xx  loEEx’  •^^Ex* 

«H  Ar’  = O , pour  les  cinquièmes  ; — D •+■  6£’a?  •+■  i^E^xx 

2o£***  •+•  \^EEx*  ■+"  6Ex^  -H  X*  = Of  pour  les  fixiémesj 
& ainfi  ides  autres  fuivantes  . 

Ces  équations  feront  les  transformées  indéterminées , com- 
me dans  la  cinquième  méthode  , chacune  pour  fon  degré . 
E repreféntera  d'abord  la  première  partie  de  la  racine  qu’oa 
cherche  ; & fubftituant  cette  première  partie  à la  place  de  £, 
on  trouvera  la  fécondé  partie  comme  dans  la  s*  méthode  ; 
puis  fubfiituanc  la  fbmme  des  deux  premières  parties  à la 
place  de  £ > on  trouvera  la  troifiéme  ; après  fubftituant  la 
fomme  des  trds  premières  parties  à la  place  de  £ , on  trou- 
vera la  quatrième  partie  ; & ainfi  à l’infini. 

68.  Le  premier  terme  D eft  toujours  entièrement  connu  quand 
on  commence  l’operation , puifque  c’eft  le  refte  connu  de  la 
puiflànce  numérique  impamite  , qui  demeure  après  avoir 
ôté  de  cette  puifTance  imparfaite  la  plus  grande  puifTance 
parfaite  qui  y eft  contenue. 

Quand  on  a trouvé  la  fécondé  partie  de  la  racine  par  la 
fubftitution  de  la  première  partie , qu’on  fuppofé  connue , à 
la  place  de  £ , pour  avoir  la  fécondé  valeur  de  D , il  faut 
fubftituer  cette  fécondé  partie  de  la  racine  qu’on  vient  de 
trouver,  à la  place  de  laifTcr  la  première  partie  fubfti- 
tuèe  à la  place  de  £ ; éc  la  fomme  toute  connue  qui  vient 

Yy 
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• 1 ip.de  cette  fubrtitution  , eft  le  fécond  D * , qui  doit  lervir  pour 
trouver  la  troifiéme  partie . 

Quand  on  aura  trouvé  cette  troifiéme  partie  par  la  fubfti- 
tution  de  la/omme  des  deux  parties  déjà  découvertes,  à la 
place  de  E dans  l'équation  transformée  indéterminée  , oit 
l’on  a laifTé  la  valeur  du  D precedent , il  faudra  fubdituer 
cette  troifiéme  partie  à la  place  de  x , & la  fomme  toute 
connue  qui  viendra  de  cette  fubditution,  fera  le  troifiéme  D, 
ou  la  troifiéme  valeur  de  D , qui  doit  fêrvir  pour  trouver  la 
quatrième  partie . 

Quand  on  aura  découvert  cette  quatrième  partie  par  la 
fubditution  de  la  fomme  des  trois  premières  parties  déjà 
connues  à la  place  de  £,  il  faudra  fubdituer  cette  quatrié* 
me  partie  qu’on  vient  de  découvrir  à la  place  de  x , & la 
Ibmme  toute  connue  qui  naîtra  de  cette  fubditution  , fera 
le  4*  I>,  ou  la  4*  valeur  de  D , qui  doit  fervir  à dtire  dé« 
couvrir  la  5*  partie;  & ainli  à l’infini. 

Ou  bien  pour  avoir  la  valeur  de  D , qui  fert  à trouver 
chaque  partie , par  exemple  la  quatrième,  il  n’y  a qu’à  éle- 
ver a la  même  puifTance  dont  on  cherche  la  racine , la  fon> 
me  de  toutes  les  parties  déjà  trouvées  , par  exemple  des 
trois  premières , & ôter  la  puidance  de  cette  fomme  de  la 
puidànce  numérique  imparfaite  propofée  ; le  rede  fera  la 
valeur  de  D qu’on  cherche . 

On  peut  faire  comme  dans  la  quatrième  méthode  , des 
formules  generales  dans  chaque  degré  , pour  trouver  les 
parties  de  la  racine  qu’on  cherche  , les  unes  après  les  au- 
tres, la  première  partie  étant  fuppofée  connue. 

Formules  generales  four  Tapproximathn  des  racines  de$_ 
puiffdnces  numériques  imparfaites. 

170,  T)ôur  les  racines  des 

JL  fécondes  puiHances  • * 

Tour  les  racines  des  troi- 
licmes  puilTanccs  . . « ^ 

Pour  les  racines  des 
quatrièmes  puillances  . , * 


D 

H- 


D 

E 9Ë* 

D 


Cl  . DD  . D* 

^ ^ U T TIë: 
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Pour  les  racines  des 


D 


cinquièmes puiflances  ..*=  — 7 ^47 

On  peut  facilement  trouver , comme  dans  la  4'  méthode  , 
les  formules  pour  les  puiflances  fuivantes  à l’infini , fi  l’on 
en  a befoin. 

Pour  trouver  par  le  moyen  de  ces  formules  la  racine 
cubique  , par  exemple  de  la:  i“.  le  plus  grand  cube  con- 
tenu dans  12,  eft  8,  dont  la  racine  cubique  cft  2;  ainfi  2 = £j 
ii=z=8h-4  = £’-*“D,  &le  premier  0=4,  L’équation 
indéterminée  du  troificme  degré  , qui  reprefente  toutes  les 
transformées  qui  feront  trouver  les  parties  de  la  racine  qui 
fuivent  la  première  qui  eft  2 , cft  — D jEEx-^  ^Exx  -4-  x* 
= O : La  formule  qui  lêrt  à trouver  c*es  parties  reprefentées 

par  »,  déduite  de  cette  équation , eft  x = 

3££-4--^  H- -j4- 

Ces  choies  fuppofées  : 

2°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  racine  , on  fubfti- 
tuera  dans  cette  formule  4 à la  place  de  D , & z à la  place 


de  £;  & l’on  aura  la  fécondé  partie  = 1 = -32. 

12  -f  2 ^ 127* 

Pour  avoir  la  féconde  valeur  de  D , qui  fervira  à trouver 
la  troifiéme  partie  de  la  racine , on  fubftituera  dans  l’équa- 
tion D -4-  3 EEx  3 Exx  X*  = 0 , 4 à la  place  de  D ; 
a à la  place  de  £ j & à la  place  de  » ; & l’on  aura  — 4 

-*•  12  X -H  6 X -4-  ==  — frifl-H»  P°"  ** 

conde  valeur  de  D , qu’on  trouveroit  auffi  en  élevant  la  fbn»- 
me  des  deux  parties  déjà  trouvées  a -4-  ^ à la  3*  puiflance , 
& retranchant  cette  3*  puiflance  de  la  propofée  12 , le  refte 
feroit  la  féconde  valeur  de  D. 

3“  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  radne  qu’on  cher- 


che, il  &ut  fubftituer  dans  la  formule  x — 

à la  place  de  , fa  valeur  qu’on  vient  de  trouver  , & à la 
place  de  £ , la  fomme  2 -4-  des  parties  de  la  racine  déjà 
découvertes  , &c. 

On  peut  continuer  l’approximation  à linfini;  ces  operations 
fufEiênt  pour  faire  clairemeot  concevoir  la  méthode . 

Y y ij 
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ï y I , Si  l’on  veut  des  formules  oîi  i!  faut  extraire  la  racine  qaaw 
rée  , on  les  formera  comme  dans  la  quatrième  méthode  ; 
dits  font  inutiles  pour  tirer  les  racines  des  quarrés  impar< 
faits.  Voici  la  maniéré  de  les  former  pour  trouver  les  valeurs 
approchées  des  racines  troifiémesdes  troiCémes  puiffances  im« 
parfaites  , dont  l’équation  indéterminée  cft  . — D 3££a> 
H-  lExx  x’  — = o.  Il  faut  faire  une  équation  des  trois 
premiers  termes,  & l'on  aura  — £>  •+•  ^EEx  ^Exx  = o,  ou 

bien  xx‘*"Ex=  d'ou  l'on  tire  x= — — 
C’eft  la  formule  par  oîi  il  faut  commencer  pour  trouver 
chaque  partie  de  la  racine  qu’on  cherche , la  première  par» 
tie  étant  fuppofee  connue  : Et  pour  rendre  cette  partie  de 
la  racine  encore  plus  approchante , on  fuppofera  cette  pre- 
mière valeur  de  chaque  partie  = m,  ôc  enfuite  on  con- 
fiderera  Féquation  indéterminée  entière  — D lEEx 
•4-  ■^Bxx  X*  = o , comme  étant  du  fécond  degré  , l’or- 
donnant ainfî  }Exx  jEEv  — D — ou  plutôt  xx  Ex 

— d’où  l’on  tirera  x= — \EE-^  ~ — 

Sc  mettant  dans  le  z'  membre  la  valeur  de  x déjà  trouvée  , 


qu’on  a fuppofee  =/w,  on  aura  a- = — ^E  ^EE-^~  — ^ 

C’eft  la  formule  corrigée  , qui  à chaque  operation  fera  trou- 
ver uœ  partie  très  approchante  de  la  racine  qu’on  cherche. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  pour  découvrir  les 
parties  de  la  racine  d’une  quatrième  puiflance  imparfaite  , 
U faut  commencer  , en  cherchant  chaque  partie  , par  la 

formule  x~  — -j£  j££  -h  ~ ; & cette  partie  étant 

découverte  par  cette  forntwle  , on  la  fuppofera  = wi , & on 
rapprochera  encore  plus  par  cette  formule  corrigée  x = 

lE  -££  — — 

Pour  la  cinquième  puiffance  , on  commencera  par  h for- 
mule x = — 5^  -♦-'^^££•4-  & après  avoir  trouvé 

h valeur  de  la  partie  qu’on  cherche  par  cette  formule , on 
h fuppofera  = m , & on  fe  fervira  enfuite  de  la  formule 


(Corrigée  * = —^E  v'-^EE 


E ïïE  ici’* 

Il  efl  facile  de  trouver  les  formules  pour  l’approximation 
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des  racines  des  puiflanccs  numériques  imparfaites  plus  élevées , 
n i’  on  en  a befoin . 

Pour  fe  fervir  de  ces  formules  dans  l’approximation  des 
racines  des  puifl'ances  imparfaites , par  exemple  pour  appro- 
cher de  la  racine  cubique  de  ii  = 8 •+•  4 : i“.  on  fubftitucra 
dans  la  formule  par  où  il  faut  commencer , la  première  par-* 
fie  de  la  racine  qui  e(l  2,  à la  place  de  £,  & 4 à la  place 
de  D , & l’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche  . Pour  l'approcher  davantage  , on  la  fuppofera  cette 
iêconde  partie , reprefentée  par  m , & on  la  fubftituera  avec 
les  precedentes  valeurs  de  £ & de  D dans  la  formule  corri- 
gée  , & Ibn  aura  la  fécondé  partie  de  la  racine  très  ap- 
prochée . 

Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  racine , on  cherche- 
ra la  fécondé  valeur  de  D,  comme  aux  articles  168,  169;  on 
fubllituera  cette  valeur  de  i)  à fa  place  dans  la  formule  par  où 
il  faut  commencer , & la  fomme  des  deux  parties  de  la  racine 
déjà  découvertes , à la  place  de  £ ; & on  aura  la  troifiéme 
partie  de  la  racine  . Pour  la  corriger , c’eft  à dire  pour  la  ren- 
dre plus  approchante , on  la  regardera  comme  reprefentée  par 
m & on  la  fubfUtuera  avec  les  valeurs  precedentes  de  Z>  & 
de  £ dans  la  formule  corrigée  ; & l’on  aura  la  troifiéme  par- 
tie de  la  racine  très  approchante . On  réitérera  l’operation 
tant  qu’on  voudra  : mais  le  calcul  en  étant  plus  pénible  que 
celui  qu’il  faut  employer  dans  l’ufàge  des  premières  formules, 
on  peut  fe  contenter  de  ces  premières  formules;  & il  fuffit  ici 
d’avoir  fait  concevoir  clairement  la  formation  & l’ufage  des 
unes  & des  autres . 


SECTION  IV. 


Oit  l'on  enfeigne  â refondre  toute!  les  équatiom  numérique/. 


171 


P PROBLEME  IV. 

■ -^X^SOUDRÉ  toute  équation  numérique  de  quelque  dcÿrd 
qu’elle  pu'ijfe  être , lorfqu'elle  na  qu'une  inconnue . 


(^’Est  à dire  trouver  ks  racines  commenfnrabtes  d’une 
équation  numérique  , lorfqu’elle  en  a de  commenfura- 
bles  ; trouver  les  valeurs  approchées  des  mcines  incommcn» 
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furables  , & en  continuer  I approximation  à l'infini  > détermi- 
ner fi  die  a des  racines  imaginaires  ; & fi  la  propofée  a de  ces 
racines^  en  déterminer  le  nombre. 

^ On  fijppofc  que  l’équation  propofée  n’a  point  de  fiaéïions  ni 
d’incommenfurables;  que  fon  premier  terme  n’a  pas  d’autre 
• cocficient  que  l’unité  ; quelle  a tous  fês  termes , & qu’ils  ont 
alternativement  les  fignes  -♦-  & — . 

Méthode. 

Il  faut  trouver  pr  le  premier  Problème  * toutes  les 
équations  des  limites  de  l'équation  propofée . ^ 

2®.  La  racine  de  l’équation  linéaire  des  limites  fera  la  limi- 
te moyenne  des  deux  racines  de  l’équation  des  limites  du  fe- 
cond  degré  ; zéro  & fon  plus  grand  coêficient  négatif  rendu 
pofitif  «St  augmenté  de  l’unité  , en  feront  les  limites  extrê- 
mes . Par  le  moyen  de  la  limite  zéro  & de  la  limite  moyen- 
ne , on  trouvera  la  première  & plus  petite  racine  de  l’équation 
des  limites  du  fécond  degré , pr  les  méthodes  du  troifiémo 
Problème  fi  elle  eft  commcnfurable , ou  fa  valeur  approchée 
fi  elle  eft  incommenfurable . On  trouvera  de  même  en  fe 
fervant  de  la  limite  moyenne  & delà  plus  grande  limite  ex- 
trême , la  fécondé  racine  de  la  même  Quation  , ou  fa  valeur 
approchée. 

Les  racines  de  l’équation  des  limites  du  fécondé  degré , oit 
leurs  valeurs  approchées , feront  prifes  pur  les  limites  moyen- 
nes des  racines  de  l’équation  des  limites  du  degré  ; zéro  & 
fon  plus  grand  coêficient  n^atif  augmenté  de  l’unité  , en  fe- 
ront les  limites  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces. 
limites  les  racines  de  cette  équation  ou  leurs  valeurs  appro 
chées  y qu’on  prendra  pur  les  limites  moyennes  des  racines 
* deféquation  des  limites  du  quatrième  degré,  dont  zéro  & le 
plus  grand  ccëficient  négatif  augmenté  de  l’unité  feront  les 
limites  extrêmes . On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  limites  les 
racines  de  cette  équation  du  quatrième  degré , ou  leurs  va- 
fcurs  approchées , qui  feront  les  limites  moyennes  des  racines 
de  l’équation  des  limites  du  cinquième  degré;  zéro  & le  plus 
grand  coêficient  négatif  de  cette  équation  du  cinquième  de- 
gré augmenté  de  l’unité , feront  les  limites  extrêmes , & par 
le  moyen  de  ces  limites  on  trouvera  les  racines  de  cette  équa- 
tion ou  leurs  valeurs  approchées. 
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Continuant  ces  operations  jufqu’à  l’équation  propo(ce,de 
quelque  degré  qu’elle  foit,  on  en  trouvera  toutes  les  raci. 
nés  lorfqu’elles  font  commenrurablcs , ou  leurs  valeurs  ap> 
prochées. 

3®.  Si  l’on  trouve  qu’une  des  limites , c’eft  à dire  une  des 
racines  d’une  équation  des  limites,  étant  fubdicuée  dans 
l’équation  du  degré  immédiatement  plus  elevé  , à la  place  de 
l’inconnue , donne  zéro  ; c’ell  à dire , 11  ces  deux  équations 
ont  une  racine  commune,  il  y a des  racines  égales  dans  la  pro- 
pofée  : on  a marqué  dans  le  premier  Problème  la  maniéré  d'en 
déterminer  le  rrombre . 

4*.  Lorlque  la  racine  d’une  équation  des  limites  étant 
fubftituêe  à la  place  de  x dans  l’équation  immédiatement  plus 
élevée  d’un  degré , ne  donne  ni  zéro , ni  une  Ibmme  toute 
connue  qui  ait  le  ligne  ^ ou  — que  doit  donner  cette  ra«- 
cine  prife  pour  limite  moyenne , il  y a des  racines  imaginai- 
res dans  la  propofée  ; & comme  les  racines  imaginaires  font 
toujours  deux  à deux  , il  y en  a deux  Ibis  autant  que  cela  ar- 
rive de  fois. 


Application  de  la  metbode  aux  exemples'. 


Exemple  I. 

Pour  trouver  les  racines  de  x*  — 8oar^  •+*  i998;ifA?  — 14937*^  5000  o 

I®.  on  en  trouvera  par  le  pre- 
mier Problème  les  équations  ^3  2 i o; 

des  limites  , comme  on  les 

voit  ici  : r 4**  — 240^?»  -4-  ^99^xx  — i493?x  = o 

V équation^  ou  — 240a’A?  3996a;  ■ — 14937  =0 

des  limites . 32  i o. 


1 la*  — 48oxa  399^a  = o 
oul2aa— 480^  -^3995  =0, 

a*  équation  encore  en  divilânt  chaque 

des  Imites  / trouve  un 

divilcur  exaét  : 

XX  40^  333 

^ 2 ' ' 1 O.'  • 

3*  équation  f 2xx  40a  = o 
• deslim'ttes.K^QM  x — ao  =0. 
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- 2°.  On  prendra  la  racine  20  de  l’équation  Kneaire  x — 10 

= O,  pour  la  limite  moyenne  des  deux  racines  de  la  féconde 
équation  des  limites  xx  — 40X  3J3  = o;  & l’on  pren- 

dra zéro  & le  plus  grand  coëficient  négatif  augmente  de 
l’unité  pour  les  limites  extrêmes  ; & les  limites  des  racines  fe- 
ront O,  20, 4t. 

• I On  cherchera  par  la  première  méthode  du  3'  Problème,  * 
la  première  & plus  petite  racine  de  xx  — 40;e  -+-333=0, 
en  fe  fervant  des  limites  o & 20;  ôc  l’on  trouvera  que  cette  ra- 
cine eft  incommenfurable , & qu’elle  cft  entre  1 1 qui  donne 
H-  14,  & 12  qui  donne  — 3 . On  prendra  pour  la  valeur  ap- 
prochée tle  cette  première  racine  1 1 ou  i z . 

On  trouvera  de  même  en  fe  lêrvant  des  limites  20  & 41, que 
la  fécondé  racine  e(l  incommenfurable , &.  qu'elle  elV  entre  28 
qui  donne,  étant  fubflituée  à la  place  de  , la  fomme  toute 
connue  — 3 A 29  qui  donne  14.  On  prendra  pour  la  valeur 
approchée  de  cette  fécondé  radne  28  ou  29. 

Aiiili  0, 12,  i8i  le  plus  grand  ccëhcient  négatif  de  la 
première  équation  des  limites  4*?’  — 2^oxx  399<ï^ 

— 14937=  O,  feront  les  limites  de  cette  équation.  Pour 

avoir  ce  plus  grand  coëficient  négatif , il  ûut  divilcr  tous  les 
termes  par  le  coëficient  4 du  premier  terme,  afin  d’avoir  l’é- 
quation  x^  — 6o;va;  •+•  999at  — 3734  T “ premier 

terme  n’a'  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité  ; & fes  limites  fe- 
ront o,  12, 28,  3736. 

On  trouvera  par  la  première  tnethode  du  troifiéme  Problê- 
- me , en  fe  fervant  des  limites  o & 12,  que  la  première  & plus 
petite  racine  eft  entre  5 qui  donne  le  ligne  — , & 5 qui  donne 
le  figne  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine s ou  ^ . 

On  trouvera  de  même  en  fe  fervant  des  limites  1 2 & 28, 
que  la  feconde  racine  efi  entre  21  qui  donne -+-,  & 22  qui 
donne—.  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  fe- 
conde racine  21  ou  22. 

On  trouvera  en  fe  fervant  des  limites  28  & 3736,  que  la 
troifiéme  racine  eft  entre  34  qui  donne — 24  l,  & 35  qui  don- 
ne -+-  605  2 . On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine 34  ou  35;. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  propofée  foat  o,  d,  21, 
34,14938.  " ■ ■ ; 
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On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troifiérae  Problè- 
me, en  fe  fêrvant  des  deux  limites  o & 6,  que  la  première  & 
plus  petite  racine  de  la  propofée,  eft  entre  zéro  & l’unité  ; & 
fi  on  fe  lêrt  enfuite  de  la  troifiéme  méthode,  on  trouvera  qu  el< 
le  eft  entre  ~ & car  7—  donne  & jV  donne  — . 

On  trouvera  de  même  , en  le  fervaot  des  deux  limites  6 
& 21,  que  la  fécondé  racine  de  la  propofée  efi  entre  12  qui 
donne  — , & 13  qui  donne 

On  trouvera,  en  fe  férvant  des  deux  limites  ii  & 34,  que 
la  troifiéme  racine  de  la  propofée  ell  entre  32  qui  donne  -t>, 

& 3î  qui  donne  — . 

Enfin  on  trouvera  en  fe  fervanC  des  deux  limites  34  & 
14938,  que  la  quatrième  & plus  grande  racine  de  la  propofée 
cfi  entre  34  qui  donne  — , & 3;  qui  donne  -h. 

Ainfi  les  quatre  racines  de  la  propofée  font  incommenfura- 
bles;  la  première  ou  plus  petite  furpafiTe  — , & ell  moindre 
que  tV  qui  lôut  fes  valeurs  approchées. 

. Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  fécondé , Ibnt  la 
moindre  12  & la  plus  grande  13 . 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  troifiéme , Ibnt  la 
moindre  32  & la  plus  grande  33 . 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  quatrième,  font  la 
moindre  34  & la  plus  grande  35 . 

Si  l'on  veut  après  cela  approcher  à l’infini  de  chacune  de  ces 
racines , il  faut  fe  fervir  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme 
Problème  ; & ^ fi  l’on  ne  craint  pas  la  longueur  du  calcul,  il  * 
faut  fe  férvir  de  la  quatrième  méthode , * par  le  moyen  de  * * ^9l 
laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des  valeurs  extrême* 
ment  approchées  des  racines  qu’on  cherche  , & qu’on  ne 
fçauroit  trouver  exaâemeot  par  les  nombres  ; puifqu’ellci  font 
incommenfurables.  ' 

Remarques  pour  la  pratique  de  ce  Prohlme. 

I. 

X L faut  toujours  avoir  en  vûe  le  figne  que  doit  donner  cha* 
que  limite  : Que  la  moindre  limite  Sc  toutes  les  grandeurs 
moindres  que  la  plus  petite  racine  d’une  équation , doivent 
donner  le  figne  du  dernier  terme  de  cette  équation. 

Que  la  féconde  limite  & toutes  les  grandeurs  nxnndres 
que  la  féconde  racine , mais  plus  grandes  que  la  première  , 
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doivent  donner  le  figne  contraire  à celui  du  dernier  terme. 

Que  la  troifiéme  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres  que 
la  troifiéme  racine , mais  plus  grandes  que  la  fécondé  doivent 
donner  le  ligne  du  dernier  terme. 

Que  la  quatrième  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  quatrième  racine , mais  plus  grandes  que  la  troifiéme , 
doivent  donner  le  figne  contraire  à celui  du  dernier  terme. 

Et  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  derniere  & plus  grande  limite  qui 
doit  toujours  donner  le  figne -K,  & toutes  les  grandeurs  qui  fur- 
paffent  la  plus  grande  & derniere  racine  , doivent  donner  le' 
même  figne  . 

Qu’entre  les  grandeurs  qui  font  moyennes  entre  les  deux 
mêmes  racines,  & qui  donnent  le  même  figne,  celles  qui  don- 
nent de  moindres  refies  que  les  autres , approchent  plus  de  la 
racine  qu’on  cherche. 

II. 

Quand  on  cherche  les  racines  d’une  équation  des  limites, 
ou  de  la  propofée,  dont  on  a les  limites  > il  faut  toujours  com> 
•i5<>.  mencer  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Problème,  *& 
la  continuer  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  les  racines  exadïes , 
lorfqu’elles  font  commenfurables;  ou,  quand  elles  font  incom- 
menfurables , jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  leurs  valeurs  appro- 
chées en  entiers,  qui  ne  difiêrent  entr’ellcs  que  de  l’unité, 
dont  Tune  foit  mtnndre  & l’autre  plus  grande  que  la  racine 
qu’on  cherche. 

S’il  faut  enfuite  trouver  des  valeurs  en  fraélions  qui  appro- 
, chent  de  plus  en  plus  à l’infini , on  fe  fervira  de  la  troifiéme 
•i{8.  nicthode  du  trofiéme  Problème;  * & fi  l’on  veut  bien  prendre 
la  peine  du  calcul,  on  fê  fervira  de  la  quatrième  méthode, 
*1(9.'^  par  laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des  valeurs  qui  ap- 
prochent bien  de  plus  piés  de  la  racine  qu’on  cherche. 

IIL 

Lorfque  les  racines  d’une  équation  des  limites  font  corn- 
menfurables  , on  les  appellera  les  limites  exaftes , & l’on  cft 
afiuré  qu’étant  fubfiituées  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’é- 
quation dont  elles  font  les  limites,  elles  donneront  les  lignes 
qu'elles  doivent  donner , fans  même  en  faire  la  fubfiitution , 
fi  les  racines  des  cette  équation  font  inégales  ; & que  celles 
des  limites  qui  font  égales  à quelques-unes  des  racines, 
donneront  zéro , quand  il  y a des  racines  égales;  & qu’enfin 
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celles  de  ces  limites  exafles  qui  ne  donneront  ni  zéro  , ni  le  li- 
gne qu’elles  doivent  donner,  feront  connoître  qu’il  y a des  ra- 
cines imaginaires  dans  l’équation  dont  elles  font  les  limites , 
& dans  la  propofée . 

Mais  quand  les  racines  d’une  équation  des  limites  ne  font  pas 
incommenfurables  , l’on  n’eft  pas  affuré  que  leurs  valeurs  ap- 
prochées en  nombres  entiers , qu’on  appellera  ici  les  limites  ap- 
prochées en  entiers , donnent  toujours  les  lignes  qu’elles  doi- 
vent donner.  Comme  cependant  il  arrive  ordinairement  que 
les  limites  approchées  en  nombres  entiers , donnent  les  lignes 
que  doivent  donner  les  limites  exaéles,  parccqu’ordinairc- 
ment  les  racines  des  équations  dont  elles  font  les  limites, 
différent  entr’clles  de  plulicurs  unités  ; quand  on  a trouvé 
ces  limites  approchées  par  la  première  méthode , il  faut  les 
fubllituer  à la  place  de  l’inconnue  dans  l'équation  dont  elles 
font  les  limites , pour  voir  II  elles  donnent  les  lignes  qu'elles 
doivent  donner  ; & û l’on  trouve  qu’elles  les  donnent , il  faut 
s’en  lcrvir  pour  trouver  les  racines,  comme  l'on  a lait  dans 
l’exemple  precedent . 

Si  les  limites  approchées  en  nombres  entiers , ne  donnent  pas 
les  lignes  des  limites  exaéles,  ce  qui  arrive  lor/que  les  racines 
de  l’équation  dont  elles  lônt  les  limites  > font  incommenfura» 
blés  ; & ne  different  entr’ellcs  que  par  des  des  grandeurs  moiiv 
dres  que  l’unité,  il  faut  alors  continuer  l’approximation  des  lu 
mites  par  la  3*  ou  4*  méthode. 

Ou  bien  il  faut  d’abord  multiplier  les  racines  de  la  propofée 
par  10,  ou  par  100,  ou  1000,  &c.  en  mettant  un  ou  plulieurs 
zéros  au  fécond  terme,  deux  fois  autant  au  troiliéme  terme, 
trois  fois  autant  au  quatrième  terme , & ainli  de  fuite  ; 
après  cela  les  racines  différeront  entr’ellcs  de  pluficurs  unités, 
& les  limites  approchées  en  nombres  entiers  qu’on  trouvera  , 
donneront  les  lignes  que  doivent  donner  les  limites  exaflcs, 
lorfque  les  racines  de  la  propofée  feront  réelles  de  différen- 
tes entr’elles  : & fi  elles  ne  les  donnoient  pas  ce  léroit  une 
marque  qu'il  y auroit  dans  la  propofée  des  racines  égales  in- 
commenfurables , ou  des  racines  imaginaires , On  en  fera  une 
remarque  à la  fin  des  exemples.' 

Mais  quand  on  a ajouté  des  zéros  au  fécond  terme  de  la 
propofée  & aux  autres  termes , il  faut  divifer  les  valeurs 
approchées  des  racines  de  la  propolee , quand  on  les  aura 
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trouvée* , par  l’unité  précédée  d’autant  de  zéros  qu’on  en  a 
mis  au  fécond  terme  de  la  propolée , & ces  fractions  feront 
les  valeurs  approchées  des  racines  de  la  propofée. 

Il  faut  donc  remarquer  qu’on  trouvera  toujours  les  limites 
approchées  en  nombres  entiers  , du  moins  en  ajoutant  des 
zéros  au  fécond  terme  & aux  autres  termes  de  la  propofée , 
lorfque  fans  cela  on  ne  peut  pas  les  trouver  en  entiers  ; ou 
des  limites  approchées  en  fraélions , en  continuant  l’appro* 
ximation  par  la  troiliéme  ou  quatrième  méthode , le/queU 
les  limites  donneront  les  lignes  que  doivent  donner  les  limi- 
tes exaéles , lorfque  les  racines  de  l'équation  font  toutes  réel- 
les & inégales. 

Ainli  A l’on  ne  pouvoir  pas  trouver  ces  limites,  ce  lèroic 
une  marque  affurée  que  les  racines  de  la  propofée  ne  feroient 
pas  toutes  inégales,  & qu'il  y en  aurait  d’égales,  mais  incom- 
menfurables , ou  bien  qu’il  y auroit  des  racines  imaginaires.. 

IV. 

On  peut  Ibuvent  diminuer  le  calcul  de  la  méthode  de  ce 
quatrième  Problème , en  fàilânt  quelques  tentatives , furtout 
en  deux  chofes. 

La  première  ell , quand  la  plus  grande  limite , qui  e(l  le 
plus  grand  coëAcient  négatif  rendu  poAtif  & augmenté  de 
l’unité  , furpalTe  conAderaUement  la  limite  pénultième  , 
comme  dans  le  premier  exemple , oh  la  plus  grande  limite 
14938,  furpalTe  confiderablement  la  pénultième  limite  34's 
au  lieu  de  fe  fervir  de  la  plus  grande  limite , on  peut  fai- 
re quelques  tentatives  fur  des  grandeurs  plus  approchantes  de 
la  limite  pénultième , comme  dans  le  premier  exemple  on 
peut  cAayer  A la  fubAitution  de  40  à la  [^ce  de  rinconnue  , 
ne  donnera  point  le  Agne  •4*  de  la  plus  grande  limite  ; & 
comme  l’on  trouve  que  40  donne  le  Agne  -e , on  eft  aATuré 
que  40  furpallè  la  plus  grande  racine  de  la  propofée;  & on 
le  fervira  des  limites  34-  & 40 , pour  la  trouver  par  la  pre- 
mière méthode , au  lieu  des  limites  34  & 14938. 

La  fécondé  eft,  qu’avant  de  refoudre  les  premières  & les 
plus  compofees  équations  des  limites , c’eft  à dire  avant  d’en 
chercher  toutes  les  racines  , on  peut  faire  des  tentatives  , 
pour  voir  A les  racines  exaétes  ou  approchées  des  dernières 
& plus  Amples  équations  des  limites , ne  peuvent  point  fervir 
immédiatement  de  limites  aux  racines  de  la  propofée , en 
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fubflituant  ces  racines  des  dernières  équations  des  limites  , 
à la  place  de  l'inconnue  , immédiatement  dans  l'équation 
propofée  ; on  trouvera  le  plus  fouvent  qu'elles  donnent  les 
lignes  que  doivent  donner  les  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée  , & on  les  prendra  dans  ce  cas  pour  ces  limites  des 
racines  de  la  propofée.  , 

Par  exemple  , lorfqu'on  a trouvé  que  les  racines  appro- 
chées de  l'équation  des  limites  du  lècond  degré  dans  le  pre- 
mier exemple,  Ibnt  la  plus  petite  ii  ou  la , la  plus  grande  z8 
ou  29  , on  fubflituera  la  première  de  ces  racines  n ou  12 , à 
la  place  de  l'inconnue  dans  la  propofée  ; & trouvant  une 
femme  toute  connue  qui  a le  ligne  — , qui  ell  celui  que 
doit  donner  la  fécondé  limite  des  racines  de  la  propof<fé , 
on  prendra  1 1 ou  i z pour  la  féconde  limite , & l'on  aura 
pour  les  deux  limites  de  la  première  & plus  petite  racine 
de  la  propofée  , o & iz. 

On  fubdituera  de  même  28  ou  29  , & trouvant  que  28 
ou  29  donne  le  ligne  , qui  eft  celui  que  doit  donner  la 
croifiéme  limite , on  prendra  1 1 & 28  pour  les  deux  limi- 
tes dont  il  faut  fé  férvir  pour  chercher  la  féconde  racine  de 
la  propofée. 

! D’où  l’on  voit  que  pour  avoir  toutes  les  limites  de  la 
propofée  , il  ne  faudra  plus  chercher  que  la  grandeur  qui 
furpalTe  z8  , & qui  donne  le  ligne  — , c'eft  à dire  la  li- 
mite qui  furpaflè  la  troiûéme  racine  de  la  propofée  , & 
qui  elt  moindre  que  la  quatrième  ; ainlî  il  ne  faudra  cher- 
cher dans  l’équation  des  limites  du  troifiéme  d^ré  , que 
la  plus  grande  racine  féule  , dont  les  limites  font  28  & 
3736  , & le  calcul  fe  trouve  bien  abrégé  par  ces  tenta- 
tives. 

Un  peu  de  pratique  fera  trouver  beaucoup  d'autres  abré- 
gés. 

Exemple  II. 

P OUR  trouver  les  racines  de  l'équation  x*  — yxx  -t-  6 =0, 
qui  n'ell  que  du  troifiéme  degré  , par  Icfquelles  on  aura  les 
valeurs  de  x linéaire  dans  cette  équation  > 1*.  il  faut  la  trans- 
former  en  une  autre  équation  qui  ait  tous  fes  termes  avec 
les  lignes  alternatifs  Sc  — ; ce  qui  fe  féra  en  fuppolânt 
8 — ; X*  = ^ ; d’où  l’on  aura  xx  = 8 — ? ; & fubftituant 

Z Z iij 
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8 — t ^ de  , on  aura  la  transformée  que  voici , 

qu’on  regardera  comme  la  propofée. 

a”.  Il  faut  en  trouver  — 24;:^-*- 185:?: — 462  =a 
les  équations  des  limi>  3110. 

tes,  comme  on  les  voit  — — - 

ki:  3^'— 48u-^ï85?:=o; 

divifaiit  par  ou  aura  la  première  équatiou  des  limitesà 

VL  — 16:^  ■♦•61^=0. 
a 10. 

16^  = 0; 

divifàut  par  %z,  on  aura  la  derniere  équation  des  limiteSÿ 

K.  — 8 =0. 

3".  Il  faut  prendre  la  racine  8 de  l’équation  fineaire  de» 
limites  !Ç,  — 8 = 0,  pour  la  limite  moyenne  entre  les  deux 
racines  de  la  première  équation  des  limites , & les  trois  li- 
mites des  deux  racines  de  cette  première  équation  des  limi- 
tes feront  o,  8,  17. 

£n  cherchant  la  première , c’eft  à dire  la  plus  petite  ra- 
cine de  l’équation  dif  = 0,  parle  moyen 

de  fes  deux  limites  o & 8 , on  trouve  qu’elle  furpaflê  S , 
& qu’elle  efl  moindre  que  7 . 

Pour  abréger,  on  pourra,  avant  de  chercher  la  fécondé 
racine  de  la  première  équation  des  limites  , tenter  fi  la  fub- 
ilitution  de  l'une  ou  l’autre  des  limites  6 ou  7,  à la  place 
de  dans  la  propofée  , ne  donneroit  point  le  ligne  ^ que 
doit  donner  la  fécondé  limite  des  racines  de  la  propofée , & 
en  fervir  elle-mcme  , en  cas  qu’elle  le  donne.  Mais  trouvant 
que  la  fubflitution  de  6 au  lieu  de  7i  dans  la  propofée  don- 
ne zéro , on  a par  cette  fimple  operation  6 pour  la  premiè- 
re racine  de  la  propofée  &c. 

Pour  abréger  encore  le  calcul  , on  divifera  la  propofée 

— 24:^^:  &c.  par  l’équation  linéaire  x.  — 6 = 0,  qui 

contient  là  première  racine;  & l’on  aura  le  quotient  X.K.  — ■ 

-t-  77  = O , qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  pro- 
pofée. 

On  pourra  enfin  , pour  abréger  , refoudre  cette  équation 
qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée , par  la 


Digitized  by  GoogI 


L I V R E VI.  367 

méthode  qui  convient  au  fécond  degré  , & l’on  trouvera 
que  fes  racines  font  7 & it. 

Pour  achever  la  refolution,  on  fubftituera  fucceffivement 
les  trois  racines  6, 7 & 1 1 de  la  transformée  — 24?^  •+•  &c. 
dans  l’équation  8 — ;fAr  = ? , ou  jfX  = 8 — q“'  a fer- 

vi  à la  transformation  ; & l’on  trouvera  les  trois  valeurs 
de  XX  dans  x*  — jxx  •¥•6=0,  qui  font  xx  = x,  xx  = 2 f 
XX  = — 3. 

D’où  l’on  tirera  les  fix  valeurs  de  x linéaire , dans  la  pro. 
pofec  X*  — jxx’^-é—o , qui  font  , x— — i 

x=^y'i , x= — 1^2  ; ar=<4«i^  — 3 , x = — y'  — 3. 
D’où  l’on  voit  que  x a quatre  valeurs  réelles,  & deux  valeurs 
imaginaires  dans  la  propofée  x‘  — yxx  •^6  = 0-,  & la  pro- 
pofée  efl  entièrement  refolue. 


Exemple  III. 

P O ü R trouver  les  valeurs  approchées  des  trois  racines  de 
l'équation  irréduélible  du  3'  degré  x>  — 2700X  32400 

= 0,  dont  les  deux  plus  petites  racines  font  pofltives,  & 
dont  la  plus  grande  efî  négative  & égale  à la  fômme  des 
deux  autres,  puifque  le  fécond  terme  efl  évanoui i 1”.  il  faut 
la  transformer  en  une  autre  qui  ait  tous  fês  termes,  & dont 
toutes  les  racines  foient  pofltives  ; ce  qu’on  fera  en  fuppofant 
le  plus  grand  coëficicnt  négatif  rendu  pofitif  & augmenté 
de  l’unité  moins  une  nouvelle  inconnue  7 , égal  à l’incon- 
nue x ; ce  qui  donnera  2701  — ^ = x;  &en  fubflituant 
cette  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propofëe  , on  aura  la 
transformée fuivante,  î’  — 8 103^? ■♦•2 1883 jojî— '1^697^17801  = 0. 
qui  a les  conditions  321  o. 

propres  à y appliquer 
la  méthode  du  qua- 
trième Problème. 

2*.  Il  6ut  trouver 
les  équations  des  limi- 
tes des  racines  de  la 
transformée,  comme 
on  le  vmt  ici  : 

La  racine  de  la  2* 
équation  des  limites 
étant  Z — *701»  îcs 


3:^’  — i62o6^î-*-2i883jo3;î;,=o. 

divifanc  par  jz.,  l’on  a la  première 
équation  des  limites, 

ZK  — 5^02Z  7*^4501  = O. 

2 1 O. 

S4°H=o- 

divifant  par  iz,  l’on  a la  fccoiide 
équation  des  limites, 

Z — 2701  =0. 
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limites  des  racines  de  la  première  équation  des  limites  fe- 
ront O,  2701,  S403.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  li- 
mites, ou  (î  l'on  veut  par  la  méthode  des  équations  du  fé- 
cond degré  , que  les  racines  de  la  première  équation  des 
limites  font  exaftement  2^71  & 2731. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  transformée  feront  o, 
2671  , 2731 , 19697617802. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  deux  premières  limites  o, 
2671 , que  la  première  & plus  petite  racine  de  la  transfor- 
mée efl  entre  2^5^ , qui  étant  Âibftituée  à la  place  de  ^ , 
donne  le  fîgne  — , & 2657  qui  donne  . 

On  trouvera  par  le  moyen  de  la  féconde  & troifiéme  li- 
mite 2671,  2731,  que  la  féconde  racine  de  la  transformée 
eft  entre  2688  qui  donne  ^ , & 2689  qui  donne  — . 

Il  eft  inutile,  comme  on  le  va  voir,  de  fe  donner  la  peine 
de  chercher  la  valeur  approchée  entre  deux  limites  qui  ne 
different  que  de  l’unité , de  la  troifiéme  racine  de  la  tranfor- 
mée  ; comme  aufli  de  trouver  des  valeurs  plus  approchées 
de  la  première  & de  la  fécondé  racine  de  la  transformée . 

3°.  11  faut  fubfiituer  dans  l'équation  fimple  1701 — 
qui  a fervi  à trouver  la  transformée , à la  place  de  ^ , les 
valeurs  approchées  en  entiers  de  la  première  ôc  fécondé  ra- 
cines de  la  transformée;  & l'on  trouvera  la  première  & plus 
petite  valeur  de  * dans  la  propofée  entre  12,  qui  y étant 
fubftituée  à la  place  de  x,  donne  •+■,  & 13  qui  donne  — . 

On  trouvera  de  même  la  fécondé  valeur  de  x dans  la 
prt^fée  entre 44  qui  donne — , & 45  qui  donner-. 

On  trouvera  enfuite  des  valeurs  approchées  en  fraûions 
de  la  première  & fécondé  racines  de  la  propofée  tant  près 
qu’on  voudra , en  employant  la  troifiéme  ou  la  quatrième 
méthode  du  troifiéme  Problème. 

Et  comme  l’on  fçait  que  la  troifiéme  & plus  grande  raci- 
ne de  la  propofée  eft  égale  à la  fbmme  des  deux  autres,  il  n’y 
aura  qu’à  prendre  la  fbmme  des  valeurs  approchées  de  la 
première  & fécondé  racines  , & la  rendre  négative  , & ce 
fera  la  valeur  approchée  de  la  3*  racine  de  la  propofée. 

Ou  bien  fi  l’on  veut  chercher  la  troifiéme  racine  de  la 
pronofee  en  particulier  , on  la  rendra  pofitive  en  changeant 
le  figne  du  quatrième  terme  de  la  propofée  | & l’on  aura 

— 2700X  — . 32400  = O. 

On 


Digitized  by  Gpogle 


Livre  VI.  350 

On  prendra  la  fomme  des  deux  moindres  limites  en  nom- 
bres entiers  des  deux  plus  petites  racines , lefquelles  limites 
font  IX  & 44  , & cette  fomme  56  fera  la  moindre  limite  de 
la  troiüéme  racine  de  la  propose  , qui  étant  fubftituée  à la 
place  de  x , donnera  le  ligne  — . 

On  prendra  de  même  la  fomme  des  deux  plus  grandes  li- 
mites  13  & 4S  des  deux  premières  racines  de  la  propofée  > 
& cette  fomme  58  fera  la  plus  grande  limite  de  la  troiliéme 
racine  de  la  propofée , qui  étant  fubdttuée  donnera  . 

On  trouvera  en  emploj-ant  la  première  méthode  du  troi- 
(iéme  Problème  avec  ces  deux  limites  56  & 58  , que  la  troi- 
fiéme  racine  de  la  propofée  cft  entre  57  qui  donne  — , & 58 
qui  donne  & en  employant  la  3'  ou  la  4'  méthode  du 
troiüéme  Problème  , on  trouvera  la  valeur  approchée  en 
fraélions  tant  près  qu’on  voudra  de  la  troihéme  racine  de 
Ja  propofée. 


ExEMPLEIV,  où  il  y a des  racines  EGALES. 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation  fuivante  du  4* 
degré;  1°.  on  en  trouvera  les  équations  des  limites  comme 
on  les  voit  ici  . . . x*  — x4x’-«- 192*^: — 

2’.  La  racine  delà  der-  43  2 i o. 

niere  équation  des  limi.  * — — — 

tes  étant  6 , les  limites  4^*' — 7x;v’"t-384*’Ar  — 640.^=04 

des  racines  de  la  fecon-  divifant  par  ax,  on  aura  la  première 

équation  des  limites  > 

x^ — iSxx’^'ÿâx — itfo  = o. 
3x10, 


de  feront  o,  6,  13. 

On  trouvera  par  le 
moyen  des  limites  0,6, 
que  la  première  racine 
de  la  féconde  équation  3a:’  — j6xx-i“^6x=o; 

des  limites  efl  4;  & par  divifant  par  }X,  on  aura  la  féconde 

le  moyen  des  limites  6 équation  des  limites, 

& 13,  que  la  fécondé  e(l 
8 ; ainll  les  limites  des 
racines  de  la  première 
•équation  des  limites  le-  ^xx — iax=o; 

ront  o,  4>  divifant  par  ix,  on  aura  la  troifiémè 

équation  des  limites. 


XX- — itx  ^-32  = 0. 
Z I o. 


Mais  on  trouvera  en 
cherchant  la  première 
tacine  de  la  première 


X — 6 — O. 


Aaa 
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cquatk»  des  limites  entre  o & 4,  que  4 eft  une  racine  exacte . 

Ainû  il  y a dans  la  première  équation  des  limites  deux  raci> 
nés  égales  34,  & il  y a dans  la  propofee  trois  racines  éga- 
les à 4. 

Le  plus  court  eft  quand  on  trouve  ainfi  des  racines  égales 
exa£lc$ , de  divilîn'  la  propofée  par  l’équation  qui  eft  le  pro- 
duit des  trois  équations  linéaires  des  trois  racines  égales  34, 
lequel  produit  eft  x*  — raxr  48^  — ^4  = 0;  & le  quo- 
tient X — 12  = O > contiendra  les  racines  inégales , qui  font 
ici  la  feule  x=  12.  • 

Si  l’on  vouloir  employer  la  méthode  de  ce  4*  Problème  à 
trouver  la  racine  inégale  de  la  propofée , il  faudroit  trouver 
la  troifléme  racine  de  la  première  équation  des  limites , en  fe 
fervant  de  la  limite  8 & du  plus  grand  coëficient  négatif  aug- 
menté de  l’unité , qui  eft  161  pour  la  fécondé  limite  , & on 
trouveroit  que  cette  racine  eft  10.  On  fe  ferviroit  enfuite  de 
cette  racine  10  pour  première  limite,  & du  plus  grand  coëft- 
cient  négatif  de  la  propofée  augmenté  de  l’unité  , qui  eft  541 , 
pour  féconde  limite;  & l’on  trouvèrent  par  le  mejyen  de  ces 
deux  limites,  que  la  quatrième  racine  de  la  propofée  eft  12. 

On  peut  remarquer  qu’en  a dit  qu^il  falloit  chercher  la  ra- 
cine inégale  de  la  première  équation  des  limites , entre  les  li- 
mites 8 & 161  , pareeque  8 furpaffe  la  racine  égale  4 > mais 
ü la  racine  égale  avoir  furpaffé  8 , il  auroit  fallu  chercher  la 
racine  inégale  entre  o & 8 . De  même  fi  la  racine  égale  eût 
furpaffé  la  limite  10 , que  la  première  équation  des  limites 
donne  pour  limite  de  la  racine  inégale  de  la  propofee  , il  au- 
roit fallu  chercher  la  racine  inégale  de  la  propofée  entre  zé- 
ro & la  limite  10. 

ExempleV,oîi  les  racines  sont  imaginaires. 

Pour  refoudre  l’équation  x*  — i2x’>*-^8xx — tp2x-4-288  = o. 
i“.  on  trouvera  toutes  les  4 3 ^ ' °- 

équations  des  limites , com-  4x*—^6x>H-is6x—i92x  = oi 
me  on  les  voit  ici:  divifant  par  4T,  ou  aura  la  première 

i'.  La  racine  de  la  der-  'Twtion  des  limites, 
nierc  équation  .des  limites  9xx*+“34x  48  o. 

étant  3 , les  limites  des  raci-  3 » i °- 

nés  de  la  fécondé  équation  jx»  — i8üwch-34x=o;  ■ 
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des  limites  feront  0,3,7. 

Mais  on  trouve  que  la 
limite  3 étant  fubftituée 
dans  la  fécondé  équation 
des  limites,  à la  place  de  x, 
donne  le  ligne  -*•  au  lieu 
du  ligne — qu’elle  devroit 
donner;  ainfi  l’on  cftalTuré 
que  les  deux  racines  de  la 
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divifant  par  }X,  on  aura  U fcconde 
é^uacioii  des  limites, 

XX Il  T = 0. 


2XX 6x  =■  O» 

divifant  parzar,  on  aura  laderniere 
éqiution  des  limites, 

« — 3=0- 

fécondé  équation  des  limites  lônt  imaginaires , & que  parcotv 
fequent  il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  première  équa- 
tion des  limites  , & dans  la  propofée. 

La  fécondé  équation  des  limites  ne  donnant  aucunes  limites 
pour  les  racines  de  la  première  équation  des  limites , on  n’au- 
ra pour  les  limites  de  la  racine  réelle  de  la  première  équation 
des  limites  , que  o & 49. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  deux  limites , que  3 eft 
la  racine  réelle  de  la  première  équation  des  limites. 

Ainfi  on  aura  pour  les  limites  des  deux  racines  de  la  propo- 
fée qui  relient  à trouver  ,0,3,  1^3. 

' Mais  l’on  trouve , que  la  limite  3,  qui  efl  une  limite  exafle 
donne  le  figne  -4-  au  lieu  du  ligne  — qu’elle  devroit  donner  ; 
( car  la  limite  0 & la  limite  193  donnent  chacune  le  ligne  •+-  ) 
cela  fait  voir  qu’il  y a encore  deux  racines  imaginaires  dans  la 
propofée. 

f La  propol&  efl:  relblue , car  fçaehant  que  lés  quatre  raci- 
nes font  imaginaires  , on  eft  alTuré  que  le  Problème  exprimé 
par  cette  équation,  eft  impoftible , ou  renferme  contradiction. 

Exemple  VI,  qui  appartient  a un  cas  qu’il 
. FAUT  remarquer  PAR  RAPPORT  A CETTE  METHODE. 

P O U R refoudre  l’équation 
a°.  il  faut  trouver  les  équa- 
tions des  limites , comme 
on  les  voit  ici  : 

t°.  La  racine  de  la  der- 
nière équation  des  limites 
étant  4 , on  aura  pour  les 


limites  des  racines  de  la 
feconde  équation  des  Umi- 
xnites,  O,  4,  9. 


X* — i6x^-4-7I*x — 64*r«4-i^=o. 
431  10. 

4Af* — 48x’*4-  i/^^xx — 64^=0; 

divifant  par  4X,  on  aura  la  première 
équation  des  limites, 

x’ 1 2XX’**  ^6x-— 16  =:o. 

3110. 

3x’ 14ATX  •4*  3ÔX=:0; 

Aaa  ii 
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On  trouvera  par  le  moyen 
des  limites  o & 4 , que  la 
première  & plus  petite  ra- 
cine de  la  féconde  équation 
des  limites  eft  2. 

On  trouvera  de  meme 
par  le  moyen  des  rimitcs4 
& 9 , que  la  fécondé  racine 
eft  6. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  première  équation  des  Ii> 
mites  font  O,  2,  6,  17. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  o , 2 , que  la  premiè- 
re & plus  petite  racine  de  la  première  équation  des  limites  eft 
incommenfurable,  & qu’elle  efl  entre  zéro  & l'unitéi  & par 
l'approximation  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiérae  Problè- 
me , qu’elle  eft  entre  7V  > ^cant  fobllicuée  à la  place  de  r 
donne  — , & qui  donne  . 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  2 & ^,que  la  feconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites  eft  exaflement  4. 

On  tiouvera  enfin  par  le  moyen  des  limites  6 & 17  , que 
la  troifiéme  & plus  grande  racine  de  la  première  équation  des 
limites  eft  incommcnfurable  , & qu’elle  eft  entre  7 qui  don- 
ne — , & 8 qui  donne 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  propofée  font  o , 7V  oii 
7^,  4,  7 ou  8,  & 6y. 

. On  cherchera  donc  la  prem'iere  & plus  petite  racine  de  la 
propofée  entre  les  limites  o & 7V  ou  7V. 

La  féconde  entre  les  limites  tV  ou  7V  & 4- 

La  troifiéme  entre  les  limites  4 & 7 ou  g. 

La  quatrième  entre  les  limites  7 ou  8 & 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  propofée  par 
le  moyen  des  limites  o & 7V  ou  — , on  ne  trouve  point  que 
la  féconde  limite  7V  ou  donne  le  figne  — qu’elle  doit 
donner . 

' De  même  en  cherchant  la  féconde  racine  entre  les  limi- 
tes tV  ou  tV  & 4 , on  ne  trouve  point  que  la  première  limite, 
ni  aucune  grandeur  entre  la  première  limite  & la  feconde  4 , 
donne  le  figne  — qu’elle  doit  donner. 

On  trouvera  le  même  inconvénient  en  cherchant  la  troiûé- 
me  &.  la  quatrième  racine  de  la  propofée . 


DEMONTRE' E. 

divifant  par  }x,  on  aura  la  feconde 
équation  des  limites, 

— 8Ar“*-I2  = o. 

2 10. 

2XX — 8;r'=o; 

divifant'partr,  onauralatroificmc 
ou  dernière  équation  des  limites, 

X — 4 =0. 
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3*.  Dans  ce  cas  il  faut  approcher  les  limites  en  frayions,  ce 
le  fervant  de  la  troiliéme  mechode  du  troifiéme  Problème , 
mettre  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  première  équa- 
tion des  limites , en  mettre  deux  fois  autant  au  troiliéme  ter- 
me qu'on  en  a mis  au  fécond  terme,  en  mettre  trois  fois  autant 
au  quatrième  terme,  & quatre  fois  autant  au  cinquième,  &c. 
trouver  enfuite  les  limites  approchées  de  la  première  & troilîé- 
fiéme  racines  de  la  première  équation  des  limites , de  maniéré 
que  les  deux  limites  pour  la  première  racine,  ne  difterenc 
que  d’une  unité , & de  même  les  deux  limites  pour  la  troilié- 
me racine,  &c. 

Il  faut  mettre  ces  limites  pour  numérateurs , & l’unité  pré- 
cédée d’autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme , pour 
chaque  dénominateur;  & enfuite  chercher  avec  ces  limites  ap- 
prochées les  racines  de  la  propoféc . 

■ Mais  comme  en  cherchant  la  première  racine  entre  les  deux 
nouvelles  limites , qui  Ibnt  des  fradlions  dont  les  dénomina- 
teurs font  fort  grands , on  trouve  toujours  que  la  fécondé  limi- 
te approchée  ne  donne  point  le  ligne  — qu’elle  doit  donner , 
cela  porte  à conclure  que  l’on  ne  fçauroit  trouver  de  fécondé 
limite  qui  donne  le  ligne  — qu’elle  doit  donner,  & qu’ainli  il 
faut  ou  que  la  première  racine  de  la  première  équation 
des  limites , qui  ell  incommenfurable  , foit  égale  à la  pre- 
mière racine  de  la  propoféc } & que  li  on  la  pouvoir  trou- 
ver exaflnnent,  elle  donneroit  zéro,  étant  fubftituée  à la 
place  de  x dans  la  propofée  ; que  ce  n’cft  que  parcequ'elle 
eft  incommenfurable  qu’on  ne  peut  pas  trouver  là  valeur 
rxafle , qui  étant  fubllituée  dans  la  propofée  donne  zéro; 
& que  dans  ce  cas  les  deux  premières  racines  de  la  propofée 
font  égales  ; Ou  bien  il  faut  que  les  deux  premières  racines 
de  la  propofée  Ibient  imaginaires  , pareeque  dans  ce  cas  la  fé- 
conde limite  de  la  première  racine  de  la  propofée,  quoi- 
qu'approchée  à l’infini , ne  donnera  jamais  le  hg.ie  qu’elle  de- 
vroit  donner,  li  les  deux  premières  racines  de  la  propofée 
étoient  réelles  & inégales . 

Et  comme  en  cherchant  la  troiliéme  & quatrième  racines  de 
la  propofée,  la  limite  4*  qui  devrait  donner  le  figne  — , donne 
aulTi  le  ligne  -4- , quoiqu’on  l’approche  tant  qu’on  voudra , cela 
portera  de  même  à conclure  que  la  troiliéme  & la  quatrième 
racines  de  la  propose  font  égales  ou  imaginaires. 

Aaa  nj  ^ 
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4®.  Au  lieu  de  la  méthode  de  l’article  troilîéme , on  peut  k 
fervir  de  celle-ci , qui  revient  à la  même  chofe. 

On  mettra  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  propoTde, 
plus  on  en  mettra , & plus  on  fera  alluré  que  la  propofée 
appartient  au  cas  pour  lequel  eft  ce  fixiéme  exemple . On 
mettra  le  même  nombre  de  zéros  au  fécond  terme  de  la  pre- 
miere  équation  des  limites . On  mettra  deux  fois  autant  de  ze« 
ros  au  troiriéme  terme  de  la  propofée , & de  la  première 
équation  des  limites  > qu’on  en  a mis  au  fécond  terme.  On  en 
mettra  trois  fois  autant  au  quatrième , &c.  On  en  met  dans, 
notre  exemple  feulement  deux  pour  a^eger  le  calcul , & l’on, 
aura  les  transformées, 

léooAf’  -4-  72000OXAT — S^oooooosf^*  16000000O0  Z=z.  O ^ 

X*  — i200A:.r  360000;^  — 16000000=0. 

Comme  l’on  a déjà , par  le  premier  & le  fécond  article  de 
ce  fixiéme  exemple,  les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites  , qui  font  7V  ou  iV  » l*.  fécondé  exacte- 
ment 4,  la  troiliéme  7 ou  8 ; on  mettra  devant  chacune  deux 
zéros  , «5c  elles  feront  les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites  de  la  transformée.  Ces  racines  approchées 
font  la  première  50  ou  60,  la  féconde  exactement  400^  la  trol> 
fiéme  7C0  ou  8co . 

On  clierchcra,  par  la  première  nacthode  du  3* Problème^ 
deux  valeurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  transfor- 
mée de  l’équation  des  limites,  qui  ne  différent  que  de  l’unité^ 

& l’on  trouvera  53  qui  donne  — , & 54  qui  donner. 

On  cherchera  de  même  deux  valeurs  approchées  de  la  troi- 
Céme  racine,  & l’on  trouvera  744  [qui  donne  — , & 745  qui 
donne  . 

Ainfl  les  limites  des  racines  de  la  transformée  de  l'équa- 
tion propofée,  féronto,  5500  54,  400,  .744  ou  745,  & 
64000001. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  la  transformé  de 
la  propofée,  avec  les  limites  zéro  & 53  ou  f 4,  on  ne  trouve 
pas  que  la  fécondé  limite  53.  ou  54  donne  le  ligne  — qu’elle 
devroit  donner  r Comme  l’on  fuppofe  qu'on  a mis  beaucoup 
de  zcrcs  au  fécond  terme  des  transformées , cela  porte  à con* 
dure  que  les  dcu.x  premières  racines  de  la  transformée  de  la 
propofée , & par  confequent  les  deux  premières  racioes  de  la 
propofée  , font  égales  ou  imaginaires . 
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La  même  chofc  arrivant  en  cherchant  la  troifiéme  racine, 
T>n  en  conclut  de  même  que  les  deux  dernieres  racines  de  la 
propol^e  font  égales  ou  imaginaires. 

5®.  On  pourroit,  au  lieu  de  fe  forvir  de  la  méthode  du  3* 
article  de  cet  exemple  , c’eft  à dire  , au  lieu  de  fe  fervir  de  la 
troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problème , employer  la  qua- 
trième méthode  du  troifiéme  Problème , pour  trouver  les  va- 
leurs extrêmement  approchées  des  racines  de  Ja  première  équa- 
tion des  limites. 

Remarque/  fu}  îé\cas  de  'ce  fixléme  exeàiple.  ' 

O N ne  peut  paSj  dans  le  cas  de  ce  fi  xiéme  exemple , s’affu- 
rer  par  cette  méthode  d’-ipproximation  du  quatrième  Problè- 
me, fi  les  racines  de  la  propofée,  pour  lelquelles  on  ne  trouve 
pas  des  limites  approchées  qui  donnent  les  fignes  qu’elles  doi- 
vent donner , font  des  racines  égales  & incommenfurables , ou 
fi  elles  font  imaginaires . 11  faut  avoir  recours  , quand  la  pro- 
pofée  ne  furpafle  pas  le  quatrième  degré,  aux  marques  certai- 
nes qu’on  a données  dans  le  cinquième  Livre  , pour  ditlinguer 
les  racines  qui  font  imaginaires , de  celles  qui  font  égales , dans 
le  quatrième,  troifiéme  & fécond  degré. 

On  peut  encore  fe  fervir  de  la  méthode  generale  des 
équations  qui  ont  des  racines  égales  , qu’on  a donnée  à la 
fin  du  quatrième  Livre,  c’eft  à dire,  chercher  le  plus  grand 
divifeur  commun  de  la  propofée  & de  la  première  équation 
des  limites  ; & trouvant  que  xx  — 8^f  ■+•  4 = o , eft  un  di- 
vifeur  qui  leur  eft  commun,  on  eft  afiuré  que  les  deux  racines 
de  ce  divifeur  commun,  qui  font  * = 4 *4- 21^3  , x = 4 
' — 2(<^3  , font  communes  à la  première  équation  des  limites  & 
à la  propofée } & par  confequent  que  les  deux  premières  raci- 
nes de  la  propofée  font  af=4 — iy'i , a?=  4 — 2»«'3 , &les 
deux  dernieres  font  = 4 a»^3 , at  = 4 ■+•  2^^3 . 

. On  peut  auftî  fe  fervir  de  la  méthode  du  5*  Corollaire  du 
dixiéme  Théorème  , pour  diftinguer  dans  le  cas  de  ce  fixiénae 
exemple,  s'il  ^ a des  racines  ^les.  t . , . 
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ANALYSE  COMPOSÉE. 

O ü 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à des  équations 
compotées . 

LIVRE  VIL 

De  l'approximation  de$  racines  des  équations  littérales. 

SECTION  I. 

De  l'approximation  des  racines  des  équations  littérales 
dètermirUes . 

PROBLEME  I. 

. y* ROÜVER  les  racines  d une  équation  littérale  qui  n'4 
qu'une  inconnue  ou  bien  les  vakuri  approchées  des  racines  J 
«à*  en  continuer  l approximation  lin  fini.  ' ■ ~ 

METHODE  GENERALE  POUR  LES  e'^UATIONS 
DE  TOUS  LES  DEGRES,  . 

Le  s lettres  connues  des  cocficients  des  termes  de  l’équa- 
tion , & celles  du  dernier  terme , marquant  des  grat»- 
deurs  connues , il  faut  fuppofer  que -lune  de  ces  lettres  eft 
Tunité , ou  un  nombre  pris  à difaetion , comme  10,  20,  30, 
100, 1000,  &c. 

Le  rapport  de  chaque  autre  lettre  connue  à celle  qu'on 
vient  de  fuppofer  égale  à un  nombre  , étant  connu  , il  faut 
trouver  les  valeurs  en  nombres  de  toutes  les  autres  lettres 

connues 
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Coftnuw  par  rapport  à la  lettre  qu’on  a fuppolee  égale  à un 
nombre  . Il  faut  fubUituer  tous  ces  nombres  égaux  aux  1er. 
très  connues , à la  place  de  ces  lettres  connues , dans  l'équa- 
tion propofée , & elle  lêra  changée  en  une  équation  numé- 
rique . il  faut  trouver  par  le  quatrième  Problème  du  fixié- 
tne  Livre , les  racines  de  cette  équation  numérique , ou 
leurs  valeurs  approchées  tant  prés  qu’on  voudra  . Ces  ra- 
cines ou  leurs  valeurs  approchées , feront  les  racines  ou  les 
valeurs  approchées  des  racines  de  la  propofée  ; ainh  elle  fera 
refolue . 

* Exemple. 

Pour  trouver  les  racines  ou  les  valeurs  approchées  tant 
près  qu’on  voudra  de  l'équation  **  — aah=zo  , il 

îàut  fuppofer  fa  grandeur  marquée  par  la  lettre  connue  a , éga- 
le à un  nombre  pris  à dilcretion  , par  exemple  à 30,  & l’on 
aura  4 = 30. 

Le  rapport  des  grandeurs  marquées  par4&  paré,  étant 
connu,  par  exemple  fuppofant  que  f = I , la  grandeur  mar- 
quée parélêra  égale  à 35,  ainlï  ^=36,  Il  &ut  fubflituet 
ces  nombres  à la  place  des  lettres  aulquelles  on  les  a lîippole 
égaux,  dans  la  propolee,  & la  propofée  x’  — jaax  •+•  aai 
= 0,  fera  changée  en  l'équation  numérique  x*  — 2700;^ 

31400  = O . 

Il  faut  chercher  par  le  quatrième  Problème  du  lixiéme 
Livre , les  racines  de  cette  équation  numérique  , ou  leurs 
valeurs  approchées , comme  on  le  vdt  dans  le  troilîéme 
exemple  du  quatrième  Problème,  où  Ton  relôut  cette  même 
équation  } & l'on  trouvera  que  les  valeurs  approchées  en 
entiers  de  trois  racines  de  cette  équation , font  12  ou  1 3, 44 
ou  4J>Î7  0u  58. 

On  peut  continuer  Fapproximation  à Tinfini  de  ces  valeurs 
approchées  en  nombres  entiers  des  racines  de  la  propolce  , par 
la  troiliéme  ou  par  la  quatrième  méthode  du  troiflérae  Problè- 
me du  lixiéme  Livre . 

Si  on  veut  changer  les  valeurs  approchées  numériques  qu’oa 
a découvertes , en  littérales , on  trouvera  que  12  = f 4 , & 
encore  12  = y é;  ainlî  y 4 ou  f é,  font  des  valeurs  approchées 
un  peu  moindres  que  la  première  racine. 

On  trouvera  de  meme  que  45  = 1 4 , & encore  4s  = ^ 4&j 

Bbb 
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ainfi  \ aoa-~  abf  font  des  valeurs  approchées  un  peu  plu5 
grandes  que  la  fécondé  racine . < 

Enfin  on  trouvera  que  57  = 4 , & encore  57  = 

ainfi  ^aouÿ^b,  font  des  valeurs  approchées  un  peu  moin- 
dres que  la  troifiénae  racine . 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  concevoir  cette  première 
méthode . 

R E M A R Q_U  E.  ’ 

(^ETTE  méthode  peut  iêrvir  à refoudre  par  le  feul  calcul 
de  l’Arithmetique , tous  les  Problèmes  déterminés  de  la  Géo- 
métrie, qui  peuvent  être  exprimes  par  des  équations  où  il  ny 
a qu’une  inconnue,  quelques  compoices  qu’elles  puiflênt  être, 
c’eft  à dire  de  quelque  degré  que  puifl'ent  être  ces  équations; 
& cela  avec  autant  d'exaflitude  qu’on  refout  les  Problème* 
de  la  Geometrie  pratique , de  l’Aftronomic , & des  autres  par- 
ties des  Mathématiques,  en  iëfervant  des  tables  des  Sinus, 
Tangentes  & Sécantes,  ou  de  leurs  Logarithmes, 

Par  ce  moyen  on  éviterait'  la  difficulté , qui  eft  fouvent 
très  grande,  de  décrire  les  lignes  courbes  très  compofées  qui 
fervent  à la  confiruéïion  de  ces  Problèmes , & à déterminer 
les  racines  des  équations  qui  les  expriment . Car  il  cfi  évident 
qu'il  n’y  a qu’à  prendre  à dilcrction  une  des  lignes  données  du 
Problème , par  exemple  celle  qui  efl  reprefentée  dans  l’équai 
tion  du  Problème  par  la  lettre  connue  qui  s’y  trouve  le  plus 
de  fois  , ou  par  celle  qui  a le  plus  de  dimenfions  ; la  divifer 
par  le  moyen  de  l’échelle  ou  du  compas  de  proportion,  en 
tant  de  parties  égales  qu’on  voudra,  par  exemple  en  100, 
1000, 10000 , ékc.  plus  le  nombre  en  fera  grand , & plus  il  y 
aura  d’exaélitude  dans  la  refolution  ; & fuppolèr  cette  lettre 
connue  égale  au  nombre  qui  exprime  fes  parties  égales  ; déter- 
miner enfuite  par  le  moyen  de  l'échelle  ou  du  compas  de  pro- 
portion , combien  chacune  des  autres  lignes  données  du  Pro* 
blême,  contient  de  ces  mêmes  parties  égales  de  la  première; 
& fuppofant  les  nombres  de  ces  parties  de  chaque  ligne 
donnée,  égaux  aux  lettres  qui  reprefentent  ces  lignes  dans 
l’équation , fubfiituer  tous  ces  nombres  à la  place  de  ces  let- 
tres connues  dans  l’équation  du  Problème . Elle  fera  chan- 
gée par  ces  fubüitutions  en  une  équation  numérique  qui  ex- 
prime le  Problème. 
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■ On  en  trouvera  toutes  les  racines  ou  leurs  valeurs  appro’ 
clices  tant  près  qu’on  voudra  , par  le  quatrième  Problème  du 
fixicme  Livre,  & ces  racines  ou  leurs  valeurs  extrêmement 
approchées , contiendront  le  nombre  des  parties  des  lignes  qu’on 
cherche,  & le  Problème  lcra  refolui  car  il  n’y  aura  qu'à  le 
/ervir  de  la  même  échelle  qui  a fervi  à divifer  les  fignes  don- 
nées du  Problème  en  parties  égales , pour  déterminer  les  lon- 
gueurs des  lignes  dont  les  racines  ou  leurs  valeurs  approchées 
marquent  le  nombre  des  parties. 

On  pourroit,  fi  l’on  vouloir , fe  Fêrvir  dans  la  relblution  de 
tous  les  Problèmes  d’une  même  échelle,  c’eftàdire,  d'une 
même  ligne divifée  en  parties  égales,  comme  en  loo,  on  en 
xooo,  &c.  car  nommant  cette  ligne  e,  on  pourroit  par  le  mo- 
yen des  proportions , l'introduire  dans  tous  les  coëficients  ôc 
dans  le  dernier  terme,  fans  changer  leur  valeur;  par  exemple, 
en  faifant  cette  proportion  pour  notre  exemple , e.ar.  a.  d y 
l’on  auroic  aa  = dei  & mettant  de  à la  place  de  dans 
te'  — laax  aab  = o,  l’on  auroic  — ^dex^^^bde  = o, 
qui  n’en  eft  differente  que  par  l’expreflioo . 

On  donnera  une  autre  méthode  generale  pour  refoudre  ce 
Problème  dans  la  fixiéme  SedVion , où  il  ne  faudra  point  chan- 
ger l’équation  littérale  en  une  équation  numérique.  , 


SECTION  IL 

t 

De  la  réfolut/on  des  équations  littérales  qui  ont  deux  ou plu^ 
fleurs  inconnues  ; ét  de  la  maniéré  de  trouver  la  valeur 
approchée  à l'infini,  ou  tant  prés  qu'on  voudra , de  P une 
‘ des  inconnues  de  ces  équations. 

Avertissement. 

*74*  J_jES  Problèmes  qui  font  exprimés  par  des  équations  qui 
n’ont  qu’une  inconnue  , s’appellent  Problèmes  détermines , 
pareequ’ils  n’ont  qu’un  nombre  déterminé  de  refblutioos; 
fçavoir , autant  que  l’expofant  de  la  plus  haute  puiffance  de 
l’inconnue  de  l’équation  qui  exprime  le  Problème , contient 
d’unités . Ainfi  les  Problèmes  déterminés , dont  les  équa- 
tions font  du  fécond  degré , ont  deux  refolutions  ; ceux 
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dont  les  équatbns  font  : du  troifiémc  degré  , ont  trois  refo 
lutionsi  & ainfl  des  autres  ; car  ils  ont  autant  de  refolutions 
que  llnconnue  a de  valeurs  dans  les  équations  qui  ks  ex- 
priment . 

Les  Problèmes  qui  font  exprinrés  par  des  équations  qui  ont 
deux  ou  pludeurs  inconnues , s'appellent  indéterminés,  parce- 
qu’ils  ont  un  nombre  indéterminé  de  refolutions,  chacune  des 
inconnues  pouvant  avoir  autant  de  valeurs  que  l'autre  incon- 
nue peut  repefènter  de  differentes  grandeurs. 

Ces  Problèmes  indéterminés  font  très  ordinaires  dans  la 
Geometrie  compofée , ôc  il  eft  neceffaire  de  fçavoir  refoudre 
ks  équations  qui  les  expriment , c'eft  à dire,  de  pouvoir  trou- 
ver la  valeur  de  chacune  des  inconnues,  laquelle  valeur  ne 
contienne  que  l’autre  inconnue  avec  les  grandeurs  connues  de 
l’équation  : & comme  cette  valeur  efl  d’ordinaire  incommen- 
furable , il  eft  neceflàire  de  pouvoir  trouver  ceae  valeur  pai 
approximation. 

Ces  équations  qui  ont  deux  ou  pluCeurs  inconnues»  peu- 
vent quelquefois  fe  relbudre  à la  maniéré  des  équations  qui 
n'ont  qu’une  inconnue  j & il  faut  toujours  tenter  de  les  relbudre 
de  cette  maniéré , avant  de  les  refoudre  pr  approxima- 
tion , c’efl  à dire , fuppofânt  que  ces  équations  ont  ks  deux 
inconnues  x&y  avec  les  grandeurs  connues , qui  font  les  coë- 
fîcients  des  termes , & qu’on  vueilfe  trouver  fa  valeur  de  x-, 
il  faut  ordonner  l’équation  par  rapport  à at,  comme  fi  x êtoic 
la  feule  inconnue , & que  fût  connue  ; & voir  fi  l’équation 
linéaire  de  x plus  ou  moins  un  des  divifeurs  exaéb  du  dernier 
terme , n'eft  point  un  divifeur  exaél  de  Féquation  ; fi  cela 
fe  trouvoit , l’on  auroit  une  valeur  exaiSle  de  a;  : fi  cela  ne  fe 
trouve  pas , il  faut  voir  pr  les  Problèmes  du  quatrième  Livre 
fi  l’équation  propfée  ne  put  pint  fe  réduire  en  d’autres  équa- 
tions commenfurables  plus  fimples  irréduélibles , & trouver 
ks  valeurs  approchées  de  x par  la  méthode  qu’on  va  expliquer 
dans  cette  &âion  , ou  celle  de  la  cinquième  Seélion  fui- 
vante  , dans  ces  équations  plus  fimples . Mais  fi  l’équatioa 
propofée  efi  irrédudlible,  il  faut  y appliquer  immédiatement 
la  méthode  qu’oa  va  expliquer,  ou  celle  de  la  cinquième 
Seélion  fuivante. 
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PROBLEME  IL 

1 7 J.  y* ROUVER  la  valeur  approchée  de  la  racine  x d'une  équa- 
tion littérale  , qui  a deux  inconnues  x dr  y , avec  des  gran- 
deurs connues  s (r  en  continuer  l'approximation  d f infini  ^ ou 
tant  qu'on  voudra. 

PREMIERE  METHODE. 

I*.  Jl  faut  fuppofer  la  valeur  de  x que  l’on  cherche,  repre- 
fentée  par  une  fuite  infinie  de  grandeurs , précédées  chacune 
du  ligne  Toutes  ces  grandeurs  qu’on  appellera  les  termes 
de  la  fuite  , doivent  contenir  chacune  deux  choies  > première- 
ment, les  puilfances  de  la  fécondé  inconnue  7 ou  de  quelqu’une 
des  grandeurs  connues  de  l’équation  propofée,  de  maniéré  que 
les  expofâns  de  ces  puilfances  foient  en  progreifion  arithmeti- 

3ue , & aillent  en  augmentant!  ( cette  grandeur  fera  celle  qui 
illingue  les  termes  de  la  fuite,  chaque  terme  étant  la  quan- 
tité où  cette  grandeur , qui  dillingue  les  termes , ell  élevée  à 
nne  puiûànce  donc  l’expoiânt  eil  different  de  celui  des  autres 
termes.  ) Secondement,  chaque  terme  de  la  fuite  doit  conte- 
nir une  lettre  indéterminée  pour  coêlicienr,  outre  la  grandeur 
qui  diùingue  les  termes:  Et  comme  l’on  a ^foin  de  l^ucoup 
d’indéterminées,  on  le  fervira  indifféremment  des  lettres  de 
l’alphabet  qui  ne  font  pas  employées  dans  l’équation  propofée. 
On  fuppofera  donc  , par  exemple , x — ay*  ^ by  -er- cy* 
dy'  ey*  fy'^  &c.  Les  lettres  a,  b,  c,  d,  &c.  lônC 
des  grandeurs  indéterminées  ; il  faut  remarquer  que  a y"  n'eft 
que  a fans  y\  de  meme  a°bb  n’eft  que  bb  feule,  car 7®,  ou  <j* 
Cft  l’unité  dans  la  progreifion  7“,' 7*,  ou  a",  a^,  &c. 

11  y a des  rencontres  où  il  faudra  fuppofer  x = ay  bf 
^ cy^  dy*  &c.  D’autres  où  il  faudra  fuppofer  x = ay 
by^  -4-  &c.  En  d’autres  on  fuppofera  x ■=.  a f ^ by* 
■*-  cy*  ikc.  En  d’autres,  x = ay\  -4-  hy\  cy\ &c.  Les 
équations  particulières  qu’on  aura  à refoudre , ferviroot  à dé- 
terminer les  expofâns  de  la  grandeur  qui  dillingue  les  termes, 
comme  on  l’enfeignera  dans  la  fuite . 

2°.  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  x à toutes  les 
puiflânees  aufquelles  x eft  élevée  dans  l’équation  propolee  ; 
& fubftituer  cette  valeur  de  x & fes  puilfances  à la  place  àex 
& des  pwffaoce»  de  x dans  la  propofée , comme  l’on  a lait 
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dans  les  transformations  , obfervant  de  bien  diftinguer  les 
termes  dans  ces  fubftitutions . Après  ces  fubftitutions , l’é- 
quation propofée  fera  changée  en  une  équation  infinie , 
qui  aura  dans  chacun  de  Ces  termes  une  des  indéterminées 
particulières  de  la  valeur  indéterminée  de  x qu’on  a fup- 
pofée  ; on  appellera  cette  nouvelle  équation  , l’équation 
changée . 

3°,  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  chan- 
gée , égal  à zéro  , & l’on  aura  par  cette  fuppofition  au- 
tant d’équations  particulières,  qu’on  a fuppofé  d’indétermi- 
nées dans  la  valeur  de  ».  On  déterminera  de  fuite  à l’or- 
dinaire , par  le  moyen  de  ces  équations  particulières  > les 
valeurs  de  toutes  les  indéterminées  qu’on  a fuppofées. 

4“.  Enfin  on  fubflituera  ces  valeurs  des  indéterminées  à 
la  place  de  ces  indétermin&s  , dans  la  valeur  indétermi- 
née de  X qu’on  a fuppofée  , & elle  fera  changée  par  ces 
fubflitutions  en  une  fuite  qui  cft  la  véritable  vdeur  ap- 
prochée de  X que  l’on  cherchoit . Plus  on  déterminera  de 
termes  de  la  fuite  fuppofée  » & plus  on  approchera  de  la 
véritable  valeur  de  ». 


Afplicatioa  de  la  méthode  aux  exemple. 


'r. 


Exemple  L 

, y g.  Pou  R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 
x^^nfx  —y  =o;  nax  .*-*>  = 

— ifp  — y'  •+■ 

i“.  il  faut  fuppofer  »=  a~^hy^  cyy^  dy' ^ ej* fy^  Of  gy* 
&c. m a,b,c,  dy  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées}  l’on 
fuppofe  la  première  grandeur  indéterminée  a Cumy  , à caufe 
de  — qui  eft  dans  l’équation  propofée  fans  l’inconnue;',  & 
qu’on  ne  pourroit  pas  employer  dans  la  refolution  fans  cette 
fuppofition.  ' 

2°.  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  x à la  troi* 
fiême  puiffance  , & l’on  aura 

H-  iaaby  jabbyy  «H  by  jbbey* 

iaacyy  >4“  éabey*  •+•  ^accy*  &c. 
•t"  xaady'  •*“  6aidy‘' 

. laaey^ 


Digitized  by  Google 


0=-) 


Livre  VIL  • 383 

Il  &ut  fublHcuer  enfuite  les  valeurs  de  x & de  dans  la 
propofce , à la  place  de  , comme  on  le  voit  ici  : 

— X»’  =. — 2«* 

—y  = —y 

’^nnx  = ’^Hna^nnly  '^nncyy  '^niieiy^  ^nney*y  &c. 
•*^nyx  = ^nay  ’^nbyy  •^ncf  •^•ndy*,  &c. 

•♦-.jf*  •^  ^aaby-*’labbyy  ^^bbcy*,ikc. 

•4-  ^aacyy  h-  tabcy*  H»  3 accy^ 
•^^aady’  •*“6abdy* 
^aafy* 

Sc  l’équation  propofce  fera  changée  en  l'équation  infinie  qu’on 
voit  ici , dans  laquelle  il  n’y  a d’inconnue  que/.  On  a mis  les 
feuls  cinq  premiers  termes , cela  fufhfant  pour  faire  concevoir 
la  methc^ei  on  nommera  ici  & dans  toute  la  fuite  de  ce  Li> 
vre  , le  premier  terme  celui  oh  la  grandeur  qui  diflingue  les 
termes  , ne  fê  trouve  point  j ou  bien  , fi  elle  fe  trouve  dans 
tous  les  termes , celui  où  elle  efl  au  moindre  degré  ; le  fécond 
terme , celui  où  elle  efl  au  degré  immédiatement  plus  élevé 
qu’au  premier  termes  & ainfi  de  fuite. 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée , 
égal  à zéro  , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu’on  a fuppofé  d’indéterminées. 

La  I”,  fixa  — in>  = o;  La  a*,  jaab  »nb  = — na; 

La  3*,  ^aac  •^mc=  — ^abb  — nii  La4*,  ■4*3 •♦•»«</= 

— 6abc — é'  — w-4-ii  Las',  tine*^iaac= — — 34ff 
• — — 6ahd. 


La  1”  a pour  divifeur  exaél  a — » = o > & la  divifant  par 
M — » = O , on  trouvera  le  quotient  na**“  inn  = o , 
dont  les  deux  racines  font  imaginaires  ; ainh  a n’a  qu’une  va* 
leur  réelle  qui  eft  ■♦-  » } on  a donc  4 = •♦•  1» . Par  la  2'  on 
trouve  b =■  — i ; par  la  3*  on  trouve  r = -♦-  ; par  la  4* 

00  trouve  par  la  5'  on  trouve  e = -t- 

4*.  Il  faut  fubflituer  ces  valeurs  de  4,  /,  c,  &c.  à leur  place 
dans  X = a by  cyy  dy^  ey*  ^ &c.  & l’on  aura  x = 
^ ^ , &C.  C’cft  la  V8- 

leur  de  x que  l’on  cberchoit,  qu’on  peut  augmenter  à l’inhni. 
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Le  meme  premier  exemple  d'une  autre  maniéré. 

177 • S*  la  propofee  — 2«J  H-  nnx  H-  a?*  — o,  la  grandeur/ 

— y *4-  nyx 

furpaflbit  la  grandeur  n , par  la  nature  du  Problênne  exprimé 
par  cette  équation , il  faudroit  prendre  la  grandeur  n qu’on 
fuppofe  à prefent  moindre  que/ , pour  diüinguer  les  termes  , 
afin  que  dans  les  termes  de  la  fuite , les  puiffances  de  n fe 
trouvaflcnt  dans  le  numérateur , & les  puiflances  de/  dans  le 
dénominateur , & que  la  fuite  allât  en  diminuant  pour  ap- 
procher de  plus  en  plus  de  la  racine  qu’on  cherche.  Pour  ap- 

âuer  la  méthode  à ce  cas , il  faut  regarder  n comme  l’on 
jit  dans  le  premier  cas/ , & regarder/  comme  fi  c’étoit 
une  grandeur  connue  ; & fuppofêr , 

1°.  a,  b,  r,  &C. 

font  des  grandeurs  indéterminées,  & l’on  ne  met  point  » dans 
le  premier  terme  a de  la  fuite,  pareequ’autrement  il  n’y  au- 
roit  que  la  feule  grandeur/’,  qui  ne  contient  point  la  gran- 
deurs, dans  le  premier  terme  de  l’équation  changée  ; & l’on 
ne  pourroit  pas  faire  une  équation  particulière  de  ce  premier 
terme  de  l’équation  changée , par  laquelle  on  pût  déterminer 
une  des  grandeurs  indéterminées  qu’on  a fuppofées. 

11  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  ar  à la  troifïéme 
puifTancc } & l’on  trouvera 

= •*“^bbcn*  H-&C, 

•4*  ^aacn^‘*‘  6abch*  6abdn* 

•^laadn^  H-  ^aeen* 

H- laaen* 

Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  a?  & de  *’  à leur  place  dans 
la  propofée  , comme  on  le  voit  id  , & l’on  aura  l’équation 
changée  qui  fuit, 

r ji 


2«’  = 

»+-»/Af=  ■4“  <5?»  •^byn* 

nnx=  ^atP 

**  = -H  <j’  ^ iaabH>*r  3 ahbn^ 
•4-  laac»^ 


® 1 •4-«»Ar= 


— a«* 

^ejn*  dyn*  &c 
•4-6/»*  ■4»&C. 

^b*n?  •4-3Wc»4*4"&c 

•^ôahen^  ^6abdn* 

»4«  "^aadh*  -4-  laccn* 

H-  laaeri* 

3MI 
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3®.  Il  faut  fuppofcr  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  , & l’on  aura  par  cette  fuppofition  toutes  les 
équations  particulières  dont  on  a befoin  pour  déterminer  les 
valeurs  des  indéterminées . 

Par  la  i”  — jf»  = o , on  trouvera  a =y  j par  la  a* 
"•^aabn  ayn  = o , on  aura  , en  fubftituant  la  valeur  de 
<1  = ^ à la  place  de  , 6 = — -j-  ; par  la  3'  ^aac 

a by,  on  trouvera , en  fubftituant  les  valeurs  de  o & 

de  b , déjà  découvertes j à leur  place,  c fj»  en  fubfti. 

tuant  dans  la  4*  ^aad  6abc  b ^ cy  — 3=0,  les 

valeurs  de  <1 , b , c , on  aura  on  trouvera  de 

même , en  fubftituant  les  valeurs  de  <*,  b,  c,  à,  dans  la  5' 
^aae  lacc  6abd  -H  ^bbc  •^c^dy  = o,e  = ’*- 
4°.  Il  ûut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  c/d,  e,  dans  a? =d 
cn‘  ■+•  dn^  en*  -4-  &c.  & l’on  aura  x =y  — jn 
— ^ valeur  approchée  de  x 

dans  la  propofce , quand  n cft  moindre  que  y. 

Il  eft  évident  qu'on  peut  trouver  tant  de  termes  qu’on  vou- 
dra de  cette  valeur , & l'augmenter  à l'infini . 

Démonflration  de  la  metbode. 

T 7 8 . X_i  A grandeur  qui  étant  fubftituée  dans  une  équation  à la 
place  de  l’inconnue  x,  rend  tous  les  termes  de  l’équation  ^aux 
à zéro  ; ou  , ce  qui  revient  au  même , qui  fait  que  tous  les 
termes  fe  détruifent , eft  une  racine  de  l’équation  ; c’eft  à di- 
re f cette  grandeur  eft  la  valeur  de  l’inconnue  x.  ^ Or  il  cft* 
évident  que  la  fuite  que  l’on  trouve  par  la  méthode  pour  la 
valeur  de  l’inconnue  x , étant  conçue  infinie , c’eft  à dire,  con- 
tenant tous  fes  termes  à llnfini , il  eft  , dis  je,  évident  que  cet- 
te fuite  infinie  étant  conçue  fubftituée  à la  place  de  x dans 
l’équation  , tous  les  termes  de  l’équation  feront  égaux  à zéro  ; 
puifque  ce  n’eft  que  par  cette  fuppofition  qu’on  trouve  la  va- 
leur déterminée  de  chaque  terme  de  cette  fuite.  Parconfe- 
quent  la  fuite  infinie  qu’on  trouve  par  cette  méthode , cft  la 
valeur  deHncoonue  x de  l’équation.  Ce  <fu’H  fallait  démontrer. 

R E M A R Q^U  E s. 

I. 

*79*  X*-  évident  par  cette  démonflration,  que  plus  on  pren- 
dra de  termes  dans  la  fuite  que  fait  trouver  la  méthode 
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pour  la  valeur  de  x , & plus  cette  valeur  fera  approchée  , 
c’eft  à dire,  moins  elle  diflèrera  de  la  véritable  valeur  de  *■, 
<jue  l’on  ne  peut  pas  découvrir  entière  , étant  infinie  . D’où 
l’on  voit  que  les  termes  de  cette  fuite  doivent  aller  en  dimi- 
nuant, & que  plus  i's  iront  en  diminuant,  & moins  il  fau- 
dra de  termes  pour  la  valeur  approchée  qu’on  cherche , tous 
ceux  qu’on  négligé  ne  faifant  pas  une  grandeur  fenfiblc . 

Or  plus  la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  de  la  fuite 
fera  petite,  & plus  les  termes  iront  en  diminuant  ; car  cette 
grandeur  fe  trouvant  dans  le  numérateur  de  chaque  terme , 
&.  les  autres  quantités  plus  grandes  qu’elles , dans  le  déno- 
minateur, tous  les  termes,  excepté  les  premiers,  feront  des 
fraélions  qui  iront  en  diminuant , pareeque  les  puifiances  de 
ces  grandeurs  qui  vont  en  augmentant , font  que  ces  gran- 
deurs deviennent  plus  petites,  étant  des  fraélions. 

C’efi  pour  cela  qu’on  a marqué  qu’il  falloir  prendre  pour 
la  grandeur  qui  diftingue  les  termes  la  féconde  inconnue  y 
de  l’équation  propoféc  , quand  elle  eft  plus  petite  que  les 
grandeurs  connues  de  cette  équation}  & que  quand  elle  efl 
plus  grande  , il  falloit  prendre  parmi  les  grandeurs  connues 
de  la  propofée  celle  qui  eft  la  plus  petite  , pour  la  grandeur 
qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche. 

II. 

180.  On  peut  même  préparer  l’équation  propofée  de  façon 
qu’on  y puifte  prendre  une  grandeur  très  petite  par  rapport 
aux  autres , pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on 
cherche . Cette  préparation  peut  fe  faire  de  deux  maniè- 
res : 1®.  fur  les  grandeurs  connues  de  la  propoféc  ; 2°.  fur 
la  fécondé  inconnue. 

La  préparation  fe  fait  fur  les  grandeurs  connues  par  le 
mojen  des  proportions,  obfervant  de  faire  en  forte  que  la 
valeur  des  cocficicnts  connus  demeure  toujours  la  même 
dans  Cf  s changemens,  & qu’il  n’y  ait  que  changement  d’ex- 
preffion,  & non  pas  changement  de  valeur.  Par e.xemplc  on 
pourra  fuppofer  ~ «» , en  prenant  la  grandeur  p tant 
petite  qu’on  voudra , & faifant  p.  n h.  f , ce  qui  donnera 
pif  = tin;  & mettant  cette  valeur  de  tw  dans  la  propofée, 
elle  fera  changée  en  — inpq  pqx  •+•;»’=  o,  qui  nedifterc 
— y’  -}•  nyx 

de  la  propoféc  que  par  l'cxpreflion  > & l’on  pourra  prendre 
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la  granJcur  p pour  diftingucr  les  termes  de  la  fuite  qui  fera 
la  valeur  de  x.  Ceci  fuffit  pour  indiquer  les  moyens  de  faire 
ces  fortes  des  préparations  fur  les  grandeurs  connues  de  la 
propofée,  qui  peuvent  fe  faire  deplufieurs  facunsdifferentes; 
parmi  lefquelles  on  choifira  les  plus  commodes  pour  le  cal- 
cul , & pour  faire  en  forte  que  les  termes  de  la  fuite  qui  eft 
la  valeur  de  a:,  aillent  eadiminuant  le  plus  qu’il  fera  polTible, 
La  préparation  fur  la  fécondé  inconnue  j» , fe  fait  par  le 
moyen  des  transformations  > par  exemple  , on  peut  fuppofer 
dans  la  propofée  du  premier  exemple  i ^ , ou  telle  au- 
tre transformation  de  y qu’on  jugera  la  plus  propre  pour  ren- 
dre y moindre  que  les  grandeurs  connues  ; & fubilituer  la 
valeur  dey  prife  dans  l'équation  7 = ?»  ou  telle  autre  qu’on 
jugera  plus  propre , dans  la  propofée  à la  place  de  y ; enfui- 
te  on  prendra  l’inconnue  nouvelle^  pour  diflinguer  les  termes 
de  la  fuite  qui  efl  la  valeur  de  x ; & quand  on  aura  trouvé 
cette  fuite,  on  fubflituera  dans  tous  les  termes  à la  place  de 
l’inconnue  3^ , la  valeur  de  x,  ptife  dans  l'équation  qui  a fer- 
vi  à faire  la  transformation . On  peut  auffi  diminuer  les  di- 
menfions  dey,  par  exemple  s’il  y avoit  ^ au  lieu  de  nyx  , 
on  pourroit  fuppofer = nnz,  &c.  Par  le  moyen  de  ces 
préparations,  on  peut  trouver  pluCeurs  différentes  fuites  pour 
la  valeur  de  x , & choifir  celle  qui  eft  la  plus  commode  pour 
la  réfolution  du  Problème;  comme  auffi  celle  dont  les  ter- 
mes vont  le  plus  en  diminuant , & dont  par  confequent  il 
faut  moins  de  termes  pour  avoir  une  valeur  très  approchan- 
te de  la  véritable. 

iir. 

1 81,  «,  Quand  l’équation  qui  fait  trouver  le  premier  terme  de  la 
fuite  eft  compofée , & contient  plufieurs  racines  pofitives  & 
réelles , on  peut  trouver  autant  de  valeurs  de  x , que  cette 
équation  contient  de  racines  pofitives  s & l’on  peut  cher- 
cher celle  de  ces  valeurs  de  x qu’on  voudra , ou  qu’ou  juge- 
ra la  plus  propre  à refoudre  le  Problème-,  ou  bien  on  pourra 
les  chercher  toutes , & l’on  aura  le  même  nombre  de  réfo- 
lutions  du  Problème . Si  cette  équation  compofée  qui  n’a 
qu’une  inconnue  , n’avoic  aucune  racine  commenfurablc  , 
bn  trouveroit  les  valeurs  approchées  de  fes  radnes  incommen- 
furables  par  le  premier  Problème , * ou  par  le  Problème 

Ccc  ii 
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de  la  dernière  Seftion  de  ce  Livre , & ces  valeurs  approchées 
(êroienc  prifes  pour  les  premiers  termes  des  fuites  qu’on 
cherche . 

Comme  cette  méthode  eft  de  grand  ulâge  dans  la  Géomé- 
trie compofée,  on  va  l’appliquer  à beaucoup  d’exemples,  & 
quand  on  l’aura  ainG  rendue  familière,  on  donnera  la  métho- 
de de  diftinguer  les  expofâns  des  puiGànces  de  la  grandeur  qui 
doit  diïhnguer  les  termes  de  la  fuite , dans  le  premier  & le 
lêcond  terme,  les  autres  en  étant  une  fuite,  puifqu’tls  doivent 
être  en  progreflion  arithmétique. 

IV. 

iSi.  Quoiqu’on  ait  dit  que  quand  la  fécondé  inconnue  / poo« 
voit  être  plus  grande  qu’une  des  grandeurs  connues  de  l’c- 
quation  propolée  , il  falloir  prendre  la  grandeur  connue  la 
plus  petite  pour  diGinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  doit 
être  la  valeur  approchée  de  x , cela  n’empêche  pas  qu’oo 
ne  puiffe  dire  que  dans  ce  cas  là  même  on  peut  prendre  la 
féconde  inconnue  j pour  didinguer  les  termes  de  la  fuite 
qu’on  cherche  ; mais  comme  dans  ce  cas  la  fécondé  incon- 
nue y doit  être  au  dénominateur  , ou  , ce  qui  eft  la  mê- 
me choie , les  expofâns  des  puiflânees  de  y dans  les  termes 
de  la  fuite,  doivent  être  négatifs,  & que  d’ordinaire  cned: 
moins  accoutumé  au  calcul  de  ces  puilTances  dont  l’expo- 
• lant  ed  négatif,  on  a cru  qu’il  féroit  plus  commode  de  ne 
fiire  faire  attention  au  Leéleur  qu’à  la  grandeur  qui  diftin- 
gue  les  termes  dont  les  puiflânees  ont  des  expofâns  pofitifs. 
Cependant  pour  faire  voir  que  l’un  revient  à l’autre  , on 
va  rcfbudre  le  même  exemple  en  prenant  la  fécondé  incon- 
eue  y pour  diflinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’oo  cherche  , 
qui  doit  être  la  valeur  de  x. 

T roifiémt  mxaitre  de  refoudre  te  premier  Exempte^ 

18  J- pou  R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 
x'  nyx  — jr»  = O,  lorlque  y peut  être  plus  grande  que  » , 
■+•  nnx  — 

.en  fe  fervant  pourtant  dey  & des  puiflânees  de ^ pour  difliii- 
gucr  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche} 

1°.  Il  faut  fuppofer  x = ay  bf  cf'  dy~^  ey~* 
»4<  &C.  les  grandeurs  4,  è,  r , &c.  font  indéterminées. 
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a*.  Il  fiut  élever  cette  valeur  de  a?  à la  troifiétne  puiflance, 
& fubüitucr  les  valeurs  de  a?  & de  a?*,  dans  la  propoféc  , à la 
place  de  A?  & de  & l'on  aura  l’équation  changée  qui  fuit  : 
X*  = ay  3^9“'  •*'  i5cc. 

H-  •+•  (tabcf  •+•  6abdy~' 

^a'dy"  ^ady~' 
•^^dey~' 

^nyx=  •^nayy  nhy  •*‘ncy  -4-&c. 

M-anx=  H-  nnay  anhy"  nacy  “*  »♦-  &c. 

— / =— 7‘ 

i — 2n>=  — 2»’/ 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  cquatiori  chan- 
gée égal  à zéro,  & l’on  trouvera  par  les  équations  particu- 
lières que  donne  cette  fuppolition , a = 1,  b = — 
c— — y/w,  dz=-^^  »»,e=-f  «♦.On  peut  dégager 

autant  d’autres  termes  , qu’on  voudra,  & continuer  l’appro- 
ximation à l’infini . 

4°.  11  faut  fubflituer  ces  valeurs  de  a, b,  c,  d,  e,  dans  x = ay 
■4-  hyo  .^m  cy~'  ^ dy~^ ’*!•  ty~^  -t-  &c.  & l’on  aura  x=y 
— J — -J-  nny~'  |-p,  c’eft  la  va- 

leur de  X que  l’on  cherchoit. 

Il  faut  entendre  la  même  chofê  dans  les  cas  fëmbla- 
bles , oh  l’on  fe  fervira  dans  la  fuite  de  cette  troifiéme 
maniéré. 

Exemple  II. 

184.x  ROUVER  par  cette  méthode  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  racine  quarrée  de  la  grandeur  rr  — xx , c’efl  à dire , trou- 



ver  la  fuite  égale  à ^ rr—xx=.  rr  — xx*. 

— f 

II  faut  fuppofer  7^=rr  — xx  ^ , par  confèquent  = rr 
: — ATx, & -4-  XAf  — rr  O. 

La  queffion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  valeur  de  l’inconnue  \ dans  cette  équation  , par  les  puiflàn. 
ces  de  AT . Pour  la  trouver , 

I*.  11  faut  fuppofer  <r-+-  &xx  cx«  </x*-4-rAf* 
»^/x'*  &c  a,b,c,d,  &c.  font  des  grandeurs  indécemûnées. 
a*.  Quarrant  chaque  membre  on  aura 
^ aa  2abxx  -f-  blfx'^  -♦*  radx*  « 

• 2bcx* 

Ccc  üj 


Digitized  by  Google 


39»  Analyse  démontré' e 

Subflituant  ccttc  valeur  de  dans  l 'équation  — rr 

ï=  O,  on  trouvera  l’équation  changée  fuivante, 

f •+•  2abxx  bl>x*  za^x*  » 

i 2MX*  •^zbcx* 

0=  -s  . 

I •«-  r;v  r=  XAt 

— rr  = — rr 

11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  changée- 
égnl  à zéro , ce  qui  donnera  autant  d'équationa  particulieres- 
qu'oiî  en  a befoin  pour  déterminer  les  coëficicnts  indéterminca- 
a,  b,  c,  &.C. 

3°.  Par  la  premiers  aa  = rr  >.  on  aura  a=  ri  par  Ia< 
fécondé  zab  = — i,  en  fubUituant  la  valeur  de  4 à fa  place 
dans  2ab,  on  trouvera  h — ~.  En  fubftituant  les  valeurs 
de  4 & de  ^ dans  la  troi/iéme  2ac  = — bb  y on  trouvera 
i = . -En  fubftituant  les  valeurs  de  4,  b,  c,  dans  la  qua- 

trième 2ad  = — zbc , on  trouvera  ri  = -^,7-  • 

4®.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  4,  fr,  c,  d,  à la  place- 
de  4,  bf  c,  dj  dans  z = 4 ixx  ■+«  ex*  -♦*  dx*  &c.  & l’oo 

I 

aura  x.=  rr  — xx  = rr  . — xx  ^ =r ir  ib’ 

— T^x*  &c..  C’eft;  la  fuite  que  l’on  cherchoit  qui  exprime  la 
racine  quart  ce  derr  ■ — xx\  on  peut  en  trouver  autant  de  ter- 
mes qu’on  voudra .. 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  là  racine  3',  4%  &c.  de 
la  femme  ou  de  la  difterence  de  deux  grandeurs,. 

Mais  il  faut  remarquer  que  fi  l’on  cherche  la  racine  quarrée» 
ou  3*,  ou  4',  &c.  de  rr  xx  , il  faut  prendre  celle  des  deux 
grandeurs  r ou  x qui  eft  la  plus  petite  , pour  en  faire  la  gran- 
deur qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche  ^ 
qui  eft  la  valeur  de  15;, , c’èft  à dire , la  racine  de  la  grandeur 
complexe  propofée . 

Exemple  IIL 

i8p.*^J^R0UVEK  la  racine  quarrée  d’une  fuite- infinie  4 •+•  by 
•iT’  cyy  dy^  ••f  ey*  fy?  &c.  c’eft  à dire , trouver  une 
fuite  infinie  qui  foit  la  valeur  àe^  a •^by-^  cyy-*- dy> -Tf  ey*  Scc. 

a by  cyyr- dy' ey*  &.C,  ^ 

' U faut  fuppofer  x = 4 ^ by  ^ cyy  dy^  ey*  &c.  * 

Par  confequent  xx  =:  a by  cyy  dy^  -K  ey*  &c. 
& 0 = -—XX  ^ cyy  dy’  ey*  &c.. 
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' La  queflion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  valeur  de  x dans  cette  équation  , dont  les  termes  foient  di- 
fiingués  par  les  puiflances  de/.  Pour  la  trouver, 

1".  Il  faut  fuppolêr  H- è/ -♦-///  -4-  ky'  &c 

les  grandeurs^,  b,  i,  &c.  font  indéterminées. 

3°.  En  quarrant  ch.nque  membre  , on  aura 
xxr=gg^2ghy^hhyy  ^zgkf-^^gly* 
tgiyy  zhif  •^ihky* 

Subfiituant  cette  valeur  de  xx  à la  place  de  xx  dans  l’équa- 
tion propofée  o = — xx  ^ a by  cyy  &c.  on  aura 
l’équation  changée  qui  fuit. 

— xx=z--gg~-2gly~  2gh>y  ■—  2gkf  — ïg¥ 
— bhyy  — xbiy^' — ïhky^ 
— iiy* 

ty  ejy  tcc.  = ^ tt  ^ by  cyy  dy^  ■4“  ty^ 

3®.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  ; ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a belbin  pour  déterminer  les  coëficients  indétermi- 
nés^, h,  i,  Scc.  , 

Par  la  première  , on  aura  g = = p^a.  En  fub- 

ftituant  dans  la  fécondé  2gb  ==  & , la  valeur  de  g , on  aura 

h = — Y'  En  fubftituant  dans  la  troifiéme  2gi  = c — bbf 

3/1*  g 

les  valeurs  de  g & de  i » on  aura  i =; j-  — 7- 

8/1* 

En  fubftituant  dans  la  quatrième  2gk  = — 2ht  > 
valeurs  deg,  b,  /,  on  aura  7 — 7-. 

16/J*  4/J*  3a» 

On  trouvera  de  même  les  .valeurs  des  autres  coëficients;  ce- 
ci fuffit  pour  faire  concevoir  la  méthode. 

4”.  11  faut  fubftituer  ces  valeurs  deg , b,  i,  k,  h leur  place 
dans  l’équation  x = g-*-  by  lyy^*-  ky^  &c.  & l’on  aura 
b bb  V , 

* = /»  H ry jyy 

3/j*  8/J*  Ida* 

c ht 


24 

' /f , les 


— ryy 

24*  44* 

24* 


Scc. 


Scc, 

Scc. 
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C’cft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , c cft  à dire , cette 
fuite  cft  égale  a -¥•  hy^  cyy  df  &c. 

On  trouvera  de  la  même  manière  la  racine  3*1 4',  5*,  &c. 
de  la  même  fuite . 


Exemple  IV. 

1 Stî.  ^J_Vou  VER  la  racine  quarrée  de  la  fuite  infinie  ay  «4-  hyy 
Cf  ^dy*  ^ ey'  &c.  c’eft  à dire , trouver  la  fuite  infinie 
qui  eft  la  valeur  de  ay  -+-  tyy  •+-  cy'  -t-  cy'  &c. 

= ay hyy  Or  cy^  ’*t‘  à f ef  &c.  * 

Il  &ut  fuppofer  x = ay^hx^’^cfordy*&c.c.  * Ainfi  quar- 
rant  chaque  membre,  on  aura  l'équation  xx  = ay  •*-hyy*'cy' 
•^^‘dy*  ey'  &c.  & o = — ■ xx  ay  ^ hyy  cy^  H-  dy*  &c, 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  * dans  cette 
équation  , qui  foit  exprimée  par  une  fuite  infinie  dont  les  ter- 
mes n’ayent  que  les  puiflances  de>.  Pour  la  trouver, 
i“.  Il  faut  luppofer  x=gyarhyy  f (y*  pf  &c, 
lescocficients^,  é,  i,  &c.  (ont  indéterminés, 
a*.  En  quarrant  chaque  membre , on  aura 

hhy*  ■4"  2h  f ihly*  &C. 

On  peut  mettre  un  des  y de  chaque  terme  parmi  les  coefi. 
cients  , afin  que  les  puiftances>,  >7,  &c.  fervent  à 

diftinguer  les  termes  ; & l’on  aura 

=gjgy  2gyhyy  igy’f  ^gy¥  ■+*  WPf" 

^yhtf  H-  lyhif  lyhly^  &c. 

•^ytiy' 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  xx  à la  place  de  xx  dans 
réquation  propofee  o = — xx  or  ay hyy  -*•  cf  Scc.  & l’on 
aura  l’équation  qui  fuit, 

— XX = — why — wbP — 

— yhhf  ■ — 2ybiy* — lyhf  &c. 

—yuf 

j^tya^*l,y^ty>kcc=air‘ay  fyf  •^cf  Jf  -*"0'’  .&C. 

3“.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  égal  à zéro  , ce  qui 
donnera  les  équations  particulières  dont  on  a befoin  pour 
déterminer  les  cocficients  indéterminés  g,  h,  /,  &c. 

Par 
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’ Par  la  première  gyg^a^  aa  aura  y Se 

g • Et  gy=  . En  fubfthuant  cette  valeur 

éc  n dans  la  a'  = & , on  trouvera  h = 

34  * 

En  fabftituant  les  valeurs  de  ^ & de  i dans  la  3*  tgf  i = c 

ib  _ i f - i . 

— ibh  , on  trouvera  i 7 y * r J'  * 

84'  24* 

Subfiituant  les  valeurs  de  ^ , de  A & de'»  dans  la  4'  2^/  = 
• ' . i ’ ‘ _ i - 1 

^ybi  ^dy  oa  trouvera  / = -v*  jy  * — %J 


Subftituant  les  valeurs  de  hy  »,  /,  dans 

24* 


164* 


44* , 


la  cinquième  = — "lyhl  • — yii’*'  f , on  trouvera  p — 

—J,y  * •*-  jy  — 

1284*  164  * 4<»* 

^ -T 
•»-  T/  *• 

34»  ■ ' 

4',  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  hy  i,  /,  p,  dans 
réquation  x = gy  hyy  ^ if  &c.  i5c  Ion  aura  * = 

\/'ay  byy  -/f  cy^  df’^  ey''  &c.  = . 


2X4* 


8X4* 

-^1 

2X4* 


16x4* 


4x4* 
d Z 
^ — ry.  * 

2X4* 


— -y 

138x4  * 

6d 

xJ: 

4x4* 

■ « . i 

±y 

8X4* 

e 

«H 

— i.y 

&C. 


2X4 


Ccd  la  racine  qnarréc  de  la  fuite  ny  hyy  ^ cy*  &c.  que 
l’on  cherchât . 

Ddd 
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On  trouvera  de  la  même  maniéré  les  racbes  3*,  4%  5*, 

&;c.  de  la  même  fuite. 

Avertissement. 

^3 N peut  trouver  une  formule  generale,  par  le  moyen  de 
laquelle  on  aura  tout  d'un  coup,  par  la  (impie  fubltitution , 
les  lacines  qu’on  voudra  de  la  fonune  ou  de  la  différence  de 
deux  grandeurs;  les  racines  qu’on  voudra  de  la  fomme  de  trois, 
de  quatre,  de  dnq  , de  Cx  grandeurs,  &c.  & enfin  les  raci- 
nes qu’on  voudra  d’une  fuite  infinie  de  grandeurs  . On  pourra 
aufii  par  le  moyen  de  la  même  formule , élever  la  fomme  de 
deux , trois , quatre  grandeurs,  &c.  & une  fuite  infinie  de 
grandeun  à une  puiffance  quelconque  ; ce  qui  abrégera  de  beau- 
coup le  calcul  de  cette  tnexhode  , dans  la  réfolution  des  équa- 
tions aufquelles  on  pourra  l’appliquer . 

On  (en  ici  une  digreflion  , où  l’on  mettra  tous  les  prinçpès 
qui  fervent  à trouver  6c  à démontrer  cette  formule  generale, 
à caufe  de  fa  grande  utilité , fans  rien  fuppofer  que  le  feul  cal- 
cul de  l’AIgebre. 


S E-C  T I O N III.  . 

jQa/  contient  Ut  principei  qui  'fervent  à démontrer  les  fuites 
des  different  ordres,  & les  ufage:  de  ces  fuites  pour  trouver 
une  formule  generale  pour  la  formation  des  puijfances,  & 
pour  rextraéîson  des  racines  quelconques. 

De' Fl  NI  Tl  ON  I, 

T i’ON.  a nommé  dans  la  Scflion  précédente  une  fuite,  la 
fomme  de  tous  les  termes  qui  vont  à llnfini , qui  efl  la  valeur 
approchée  de  la  racine'd’une  équation  ; & une  fuite  en  gene- 
ral efl  la  fomme  d’un  nombre  de  grandeurs  jointes  enfemble 
par  les  fjgpes  ou — , ou  par  tous  les  deux,  lequel  nombre 
de  grandeurs  va  à finfini . 11  y a de  ces  fuites  dont  tous  les  for- 
mes ont  quelque  rapport  les  uns  aux  autres  : il  y en  a d’autres 
où  cela  ne  fe  rencontre  ps. 

. Les  fuites  que  l’on  va  expliquer  id , font  plnfîeurs  fuites 
de  la  première  forte,  & qui  de  plus  font  dépendantes  les 
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unes  des  autres  ; la  première  efl  fuppofee  avoir  une  certaine 
propriété  qu’on  expliquera  ; la  féconde  eft  formée  par  KaddU 
tion  faite  par  ordre  des  termes  de  la  première;  la  troifïéme, 
par  l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la  fécondé;  la  qua- 
trième , par  l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la  troifîé- 
me;  & ainû  de  fuite  à l’infini. 

Comme  ces  fuîtes  contiennent  les  propriétés  generales  des 
fuites  des  nombres  , qu’on  appelle  de  d'tferent  or  dre  t , fçavoir 
du  premier  ordre , du  fécond  ordre,  du  troifiéme  ordre,  &d. 
& qu’on  fera  l’application  des  propriétés  de  ces  fuites  generales 
aux  fuites  des  nombres  de  difïérens  ordres  ; 00  peut  auflî  les 
nommer  les  fuit/s  det  different  ordres.  . ^ 

Les  fuites  generales  des  d'fferetss  ordres. 


I”. 

i». 

3' 

4*.-  5'-  7‘. 

1 

& 1 

1 

V 1 Scc. 

1 1 

1 

^ 1 

P I 

^ ( 

1 l 

l 

' 1 

1 1 

y 1 

l 1 

d 1. 

k 1 

»•  1 

0 1 . 1 1 

•/  1 

/ 1 

' 1 

C 1 

1 

. Demandes  ou  fuppofithns  fur  ces  fuites. 


I. 

g 8,  l|ES  grandeurs  repreféntées  en  general  par  les  lettres  de 
chaque  colonne  , font  ce  qu’on  appelle  une  fuite , par  exem- 
ple a,i,c,d,f,  font  les  grandeurs  de  la  prenuere  fuite  i 
g,  h,  i,  L l,  font  les  grandeurs  de  la  fécopde  fuite  ; & ainfî  ' 
des  autres:  00  peut  concevoir  que  chaque  colonne  va  à l’in* 

' fini . 

La  propriété  de  la  première  fuite  efl  que  la  fbmme  d’au* 
tailcde  termes  quon  voudra  proidre  dans  cette  fuite  depuis* 
le  p'remier  a compris , eft  au  produit  du  norntbre  des  termes 
• de  cette  fomme,  par  lé  terme  qui*  fuit  immédiatement  le  • 
' . Ddd  ij 
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dernier  terme  de  cette  même  fomme,  comme  l’unité  e/l  à une 
grandeur  donnée  t , qu’on  appellera  l’expo/iiDt  de  cette  fuite  ; 
par  exemple  a b c j.  4/’::i,e;  d’où  il  fuit  que 
a b •*“  c d = . 

. Ain/i  la  propriété  de  cette  première  fuite  peut  au/Ti  s’expri- 
mer de  cette  m'aniere  : La  fomme  d’autant  des  termes  qu'on 
voudra  depuis  le  premier  a compris,  e/l  égale  au  produit  du 
terme /qui  fuit  immédiatement  le  dernier  terme  d de  cette 
fomme  , par  le  nombre  des  termes  4 de  la  même  fomme , di- 
vke  par  la  grandeur  déterminée  e y qui  e(t  l’expofant  de  la 
première  fuite  = de  même  d 6 -H  c 

— —»<» T-  ; 

IL  . 


1 s 9.  Dans  chaque  autre  /iute  , c’e/1  à dire  dans  fa  2%  la  3%  _ 
la  4%  &c.  le  premier  terme  eft  toujours  égal  au  premier  terme 
de  la  fuite  qui  la  précédé,  immédiatement  ; le  fécond  terme 
e/l  égal  à fa  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la  fuite  qu't 
la  précédé  immédiatement;  le  troi/iéme  terme  e/l  égal  à la 
fomme  de  trois  premiers  termes  de  la  fuite  qui  la  précède  ; Sc 
ainfi  de  fuite. 

Dans  la  fécondé  fuite  gz=:4,h^a‘^b,i=-a’^r‘i»¥*t^ 
■=  a '‘l’ h c ^ d Sic. 

Dans  la  troifiémc  m =g,p^=  h,q,—g  b i ÔCC. 
il  en  e/l  de  même  des  autres  fuites  fui  vantes,  donc  ii  faut  cotw 
cevoir  que  le  nombre  en  va  à l’infini . . 

Première  proportion  fur  les  fuites , qui.  en  contient 
la  'propriété . 

1 90.  D ANS  chaque  fuite  la  fortime  d’autant  de  termes  qu’on 
voudra  , depuis  le  premier  compris  , e/l  égale  au  produit  du 
nombre  des  termes  de  cette  /bmme , par  le  terme  qui  fuit  le 
dernier  terme  de  la  même  fomme , divifé  par  une  grandeur 
donnée  qu’on  appellera  f expofànt  de  cette  fuite  , lequel  expo- 
lânt  e/l  toujours  l’expo/ânt  0 de  la  première  fuite  ; augmenté 
de  l’unité  dans  la  féconde  fuite  , augmenté  de  deux  unités 
dans  la  troifiéme- , de  trois  unités  dans  la  quatiiéme  ; & 
•ainfi  de  fuite. 

; Soit  la  fomme  de  tant  des  tetmes  qu'on  voudra  de  clique 

fuite  = s.  . ; , î.  . 

• * * 
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Le  nombre  des  termes  de  la  fbmme  foit  = » > & comme 
on  n’en  prend  que  quatre  pour  lervir  d’exentiple , 4 = ». 

Le  terme  qui  fuit  le  dernier  de  la  fécondé  fuite  cft  I , celui 
de  la  troificme  eft  r , de  la  quatrième  < , &c. 

Ainfi  la  propriété  de  la  féconde  fuite  eft  r = / x 
La  propriété  de  la  troifiéme  fuite  efl  / = f x 
La  propriété  de  la  quatrième  fuite  eft  / = ^ x 
' Et  ainfi  des  autres  fiiivantes  à rinfini. 

Démonflration  de  la  fécondé  fuite, 

Xl  faut  détnontrer  que  = 

Parla  i'*fuppof  d^C’‘>“h^a=^f  * 7 = ^ par  la  a*  fiip. 
Par  la  i'*fuppof.  c^i^a'=^d'n'^~-=  $ par  la  i*fup.' 

Par  la  i"  fuppoC  fc  ^ = f x = Arpar  la  a'fup. 

Par  la  1"  fuppof.  a ^ x =g  par  la  a*  fup, 

il  cft  évident  que  o=axî^  = o. 

. Donc4-»-^— 

y. — ou,  ce  qui  eft  la  meme  choie , 

— — 4— ^ = 

Mais,  1®,  puifque  par  la  fécondé  fuppofition 
^ a — ly  l’on  aura  7 x/-t-//-t-f+-^-t-4  = x 1. 

2®.  » étant  égale  à 4 dans  nôtre  exemple , qn  peut  difpofcr 

les  produits  négatifs  — ~ — ^ ^ — de  la  manière 

fuivante,  ^ J b 

— c- — b — a 

» . — h — a 

• , - — 

C 

. Ainfi  Ton  aura  par  la  féconde  fuppofition  - 

~ 4r  ~7  '—d  c i—a  k. 

_i-f— .6 — <a=^ — » • 

— fr — <1= — ~b 
« : 


Donc  — ^ — = 


s. 


Ddd  iü 
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Mettant  à prefent  dans  l’égalité  - x b ^ a 

. • — — -T-  — = ^x/àlà 

placedeix  /H-</^f  -*.6^rf,  & à la  place 

• de_ — — -V- -*r , on  aura  7 x j 

g^o-^  multipliant  le  tout  par  f , & tranfpolànt , 
on  aura  n/=ex  i x /t  b di-  ■{ 

vifant  chaque  membre  par  f i ^ oix  aura  x / = 4 » • I 

<^b  ^ g.  Ce  qu’il  falloic  démontrer^ 

\ Déntonftration  pour  la.  troifiém  fuite- ^ 

Xl.  faut  démontrer  que  x = w •♦-p-t-  y«t-  r = /x 
PiurladémQnftr,préccd.é-*-x-^^-*-^=.-^x/=rparla'x*£upL  1 

i^é^-^=ï=4xé  = f '■ 

b-*-.g='^xi=p 

, _ . • ‘ I 

il  eft  évident  que  o="-_^xg—o> 

Doac,-ir  x t^k^i^borg  — ^ ^ 
r P nt. 

^ais,  1»;  x / H-  4 H-  / -»-  é g = puilque  f = /" 

4 i •*•  i •**5  par  la  fécondé  fuppolltion 

x\  _ — 4, — ; — — ^par^ 

—i—B—g=—q 
• ■ • — A— g^=— P 

— — w 

e r "•  e^-i , 

DOncenmcttant—  irapTacedé-;^  x / -♦-  4 
& — à la  place  de  — dans,  l’é^lité* 
i^x-/-»“4  **-i-f  4 ^g;  — **  —r’^f'O-p^mp 

l’on-aura  ,-^x  — ' — !.»,^  ~**  — r f p m y multipliant 
îe  tout  par  f I ,,  & tranfpofânt^  on  aura  »t  ='e t * 

X Hp  ^ P -K  «I  ■*•  r X r^-  J ^p  p ^--«>1  divilant  chaque 
membre  pac  < •«-  i t =e-*-  z,  ontiouverat  X j^  = r 
T ^ ”*•  Ce  quil  fàlloit  démontrer, 

il  efV  évident  que  la  même  démonAratioa  peut  s’appliquer 

par  ordre  à la  fuite  4%  à la  s*,  6*,  &c-  * • • 
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Livre  VII. 
Corollaire  I. 

* 9 * • nommera  £ l’expofant  de  chaque  fuite,  c’eft  à dire , 
on  fuppofera  que  £ rcprefcnte  < pour  la  première  fuite  , 
ÿ I pour  la  féconde , e i pour  la  troifîême , &c.  on 
appellera  n le  nombre  des  termes  ) D le  dernier  terme  ; i le 
terme  qui  fuit  le  dernier  terme  5 s la  fomme  des  termes. 

1=^  X g fera  la  formule  qui  fervira  à trouver  la  fomme 
des  termes  de  chaque  fuite . 11  n’y  aura  qu’à  fubftituer  à la 
place  de  î , le  terme  qui  fuit  le  dernier  terme  ; à la  place 
de  « , le  nombre  des  termes  ; & à la  place  de  £ , l’expofant 
de  la  fuite , & l’on  aura  la  fomme  des  termes  de  la  fuite. 

Pour  avoir  une  féconde  formule  par  le  moyen  du  dernier 
terme  D de  chaque  fuite  , on  remarquera  que  le  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  dernier  eft  » ■ — i , par  coofé- 
quent  la  fomme  des  termes  moins  le  dernier  , fera  r — D 
— D X Ajoutant  -t-.D  à chaque  membre  , on  aura 
s = D X . Ainfi  s-=  Dx  — fera  la  formule  qui 
fervira  à trouver  la  fomme  des  termes  de  chaque  fuite , lotT- 
qu’on  connoîtra  le  nombre  des  termes , le  dernier  terme  , & 
l'expofant  de  la  fuite.  U n’y  aura  qu’à  les  fubflituer  ‘à  la  pla< 
ce  des  lettres  qui  les  repreféntent  dans  cette  formule. 

Corollaire  II. 

191.  ]|2n  fuppofant  que  le  dernier  terme/ de  la  première  fuite 
elt  donné  , que  le  nombre  des  termes  de  chacune  des  fuites 
efl  le  même  qui  efl  auffi  donné , & reprefenté  par  m , & que 
Texpofant  de  la  première  fuite  efl  r , qui  efl  auffi  donnés  on 
peut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  $—D  x — 
les  fommes  de  chaque  fuite  Iq;  unes  après  les  antres , c’efi  à 
dire  la  valeur  de  chaque  rang  pcrpendicuraire  , & en  même 
temps  la  valeur  du-demier  rang  parallèle , ou  la  fomme  éga* 
leà/-s-/-»-f-^^,  &C.  La  même  méthode  fervira  à trou- 
ver tel  autre  rang  parallèle  qu’on  voudra . 

i“.  Pour  avoir  la  fomme  des  termes  de  la  première  fuite  , 
il  faut  fubftituer  dans  la  formule  j = D x / à la 

place  de  D ; l’expofant  de  la  première  fuite  e , à la  place 
de  £ ; & l’on  aura  pour  la  fomme  de  la  première  fuite 
s = f X —J—  = / par  la  fécondé  fuppofîcioo. 
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4®.  Pour  la  fécondé  fuite,  il  faut  fubflituer  la  ftimme  de  la 

{>remiere  fuite/  x , qui  eft  égale  au  dernier  terme  / de 

a féconde  fuite  par  la  fécondé  fuppofition  , à la  place  de  D 
dans  la  formule  sz=  Dx  & lexpofant  e 1 de  la  fé- 

conde fuite,  à la  place  de  £ ; & l’on  aura  pour  la  fomme  de  la 
fécondé  fuite  / = /x  x .^  = r par  la  fécondé  fuppo- 
Ction . 

3”.  Pour  la  trolfiéme  fuite,  il  faut  fubflituer  dans  la  formu- 
le /=  D x , le  dernier  terme  de  la  troifiéme  fuite , 
t = f%  X à la  place  de  D;  & l’cxpofont  e »4-  a de 
la  troifiéme  fuite,  à la  place  de  £;  & l'on  aura  pour  la  fora* 
me  de  la  3'  fuite  ; —f  x x ^ x = C- 

D’ob  il  eft  évident  qu’en  continuant  à Tinfini  la  fuite 
/x  X X X X &c.  les  produits  de 
fos  termes  pris  de  fuite , donneront  tout  à la  fois  & les  fom- 
mes  de  chaque  fuite , & les  valeurs  des  termes  du  dernier 
rang  parallèle /,  /,  r,  ôcc. 

Comme  le  nombre  des  termes  eft  reprefenté  en  general  paf 
»,  en  fubftituant  au  lieu  de  » tel  nombre  de  termes  qu’on  vou- 
dra, & à la  place  de/  le  dernier  terme  de  la  première  fuite 
qui  répond  à ce  nombre  , l'on  aura  par  le  moyen  de  cette  fui-, 
te  les  fommes  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de  chaque  fui- 
te, & les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle  qu’on  voudra. 


Seconde  difpofition  des  fuites . 
S ü I T E s. 
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Troifiémc  fuppofition. 

»9  3«  T iES  mêmes  fuites  peuvent  être  difpoiecs  comme  on  les 
voit  ici.  Le  premier  terme  de  la  troifiéme  fuite  eA  à côté 
du  fécond  terme  de  la  fecoode;  le  fécond  terme  de  la  troi* 
fiéme  fuite  ell  à côté  du  troifiéme  terme  de  la  fécondé,  &c. 
le  premier  terme  de  la  quatrième  fuite  e(l  à côté  du  fécond 
terme  de  la  troifiéme  ; le  fécond  terme  de  la  quatrième  fuite 
efl  à côté  du  troifiéme  terme  de  la  troifiéme  fuite , &c.  & 
ainfi  des  fuites  5*,  6%  &c. 

Le  nombre  des  termes  de  la  première  & de  la  féconde 
fuite  efl  égal  ; dans  la  troifiéme  il  efl  moindre  d’une  unité  ; 
dans  la  quatrième , il  efl  moindre  de  deux  unités  ; dans  la 
cinquième , de  trois  unités  ; & ainfi  de  fuite. 

Nommant  n le  nombre  des  termes  de  la  première  & de 
la  féconde  fuite  , » — i eflle  nombre  des  termes  de  la  troi< 
iiéme  ; « — i eft  le  nombre  des  termes  de  la  quatrième  ; 
n — 3 de  la  cinquième , &c. 

On  nommera  , comme  ci-defTus , le  dernier  terme  de  cha- 
que fuite  D ; le  terme  qui  fuit  le  dernier  J ; l’expofant  de 
chaque  fuite  £;  & le  dernier  terme  de  la  première  fuite/, 
qu’on  fuppofé  donné  , avec  fbn  expofant  e. 

Seconde  propofttion  fur  les fuites,  qui  en  feigne  à trouver  les  valeurs 

desterrnesi,  1,  r,  v,  y,  z,  &c.  du  dernier  rang  parallèle  ^ 
ou  de  tel  autre  rang  parallèle  qu’on  voudra . 

194*  On  fe  fervira'  de  la  formule  s = Du.  pour  trouver 
la  valeur  du  dernier  terme  de  la  fécondé  fuite , èc  de  la  for- 
mule / = J X I pour  trouver  les  derniers  termes  de  la  3*,  4*, 
5'  fuite , &c. 

1°.  Pour  la  fécondé  fuite,  le  nombre  des  termes  eft  m le 
dernier  terme  / qu’on  cherche  , efl  égal  à la  fomme  des  ter. 
mes  de  la  première  fuite.  On  aura  la  fomme  des  termes  de 
la  première  fuite , en  fubflituant  dans  / = D x , f à 
la  place  de  D,  & e à la  place  de  £;  ainfi  1=  f x . 

2°.  Pour  la  troifiéme  fuite,  le  nombre  des  termes  efl  » — i; 
le  dernier  terme  r eft  égal  à la  fomme  des  termes  de  la 
fécondé  fuite  , moins  le  dernier  terme  qui  en  efl  exclu . 
Ainfi  il  faut  trouver  la  fomme  des  termes  de  la  a*  fuite  ; le 
nombre  des  termes  étant  n — i,  le  terme  qui  fuit  le  dernier 
étant  1 = fx  =7^',  & l’expofant  de  la  i*  fuite  étant  en- 1. 

Eee 
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Il  cfl  évident  qu’il  ne  faut  pour  cela  que  fubflituer  dans 
la  formule  / = î x / x à la  place  de  î;  » — i à 
la  place  de  »,  & e 1 à la  place  de£  ; ôi  l'on  aura  r=fK 

^ I • 

3“.  Dans  la  quatrième  fuite,  le  nombre  des  termes  eft 
» — 2 ; le  dernier  terme  eft  égal  à la  fomme  des  termes  de 
la  troificmc  fuite,  moins  le  dernier  terme  r qui  en  eft  exclu, 
& qui  eft  égal  à/x  x 

Pour  trouver  le  dernier  terme  v égal  à la  fomme  p 
»4-  9,  il  eft  évident  qu’il  ne  faut  qucfuhftituer  dans  i=îx|-, 
f X i=L±:  X à la  place  de  î;  n — 2 à la  place  de  w,  é5c 
l’expofant  e ■+•  2 de  la  troifiéme  fuite,  à la  place  de  £j  & 
l’on  aura  » = / x x x 

D’oîi  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
/ X 1=^'  x^x^xj^x^,  &c.  les  produits  de  fes 
termes  pris  de  fuite  , donneront  par  ordre  les  uns  après  les 
autres,  les  valeurs  des  termes  du  dernier  rang  parallèle  de 
la  fécondé  difpofition  des  fuites/,  /,  r;  »,  >,  :ç,  &c. 

Mais  n reprefentant  en  general  tel  nombre  de  termes  qu’on 
voudra,  en  fubftituant  dans  cette  fuite  le  nombre  qu’on  vou- 
dra à la  place  de  » , & le  dernier  terme  de  la  première  fui- 
te qui  répond  à ce  nombre  de  termes,  à la  place  de/,  l’on 
aura  par  cette  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  paral- 
lèle qu’on  voudra. 

Application  àece  qu'on  vient  de  démontrer  des  faites  en  general, 
aux  fuites  des  nombres  des  différent  ordres. 

Nombres  des  differens  ordres. 


Vnitis  ûH 

XtOrdrê  , 
xc/ithê. 

1 iC  0rélre  > 
3«  fuite . 

Ue/wiW. 

4e  ùrdre  y 

5e  ordre., 
fuite  . 

6e  nJri , 

I 

I 

I 

1 

I 

I 

I 

I 

2 

3 

4 

î 

7 

I 

3 

6 

10 

IS 

21 

28 

1 

4 

10 

20 

35  1 5^ 

84 

1-1- 

î 

15 

70  I 126 

2 10 
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^latriéme  jbppofitio» . 

1 9 J.  J_jA  première  colonne  contient  les  unités  ; ainfi  chaque  ter- 
me n’eft  que  l'unité , & la  fomme  des  termes  eft  égale  au 
nombre  d:s  termes  ; par  exemple  , la  fomme  de  cinq  unités 
eft  égale  au  nombre  des  termes  5.  Et  de  plus , la  fomme  d'au- 
tant de  termes  , ceft  à dire , d'autant  d’unités  qu’on  voudra, 
par  exemple  4 , qui  eft  la  fomme  de  quatre  termes , eft  au 
produit  du  nombre  des  termes  de  cette  fomme  par  le  terme 
qui  fuit  le  dernier  qui  eft  i,  lequel  produit  eft  4,  comme  Tunt- 
té  eft  à l’unité  , c’eft  à dire  , à une  grandeur  donnée  > ainfi  i 
eft  l’expofant  de  la  fuite  des  unités.  Ou  bien,  ce  qui  eft  la 
meme  chofe  , la  fomme  d’autant  de  termes  qu’on  voudra  ; 
par  exemple , la  fomme  4 de  quatre  termes  eft  égale  au  pro- 
duit du  nombre  des  termes  de  cette  fomme , lequel  nombre 
eft  4 , par  le  terme  i qui  fuit  le  dernier , divifé  par  l’cxpo- 
fant  I de  la  fuite  des  unités , car  4 = 

Ainfi  nommant  n le  nombre  des  termes,  / leur  fomme,  l’on 
aura  s . « x i r . i j ou  bien  i = 

Les  nombres  du  premier  ordre  font  formés  par  l’addition 
faite  de  fuite  des  unités , & ce  font  les  nombres  naturels  ; le 
premier  i eft  égal  au  premier  i de  la  fuite  des  unités , le  fé- 
cond 2 eft  égal  à la  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la 
fuite  des  unités  2 = i i ; le  troifiéme  3 eft  égal  à la  fuite 
des  trois  premiers  termes  de  la  fuite  des  unités  3 = i 1 «h  i, 
& ainfi  de  fuite . 

Les  nombres  du  fécond  ordre  font  formés  de  la  même  ma- 
niéré par  l’addition  faite  de  fuite  des  nombres  du  premier 
ordre . 

Les  nombres  du  troifiéme  ordre  font  formés  par  l’addition 
faite  de  fuite  des  nombres  du  fécond  ordre;  & ainfi  des  autres 
ordres . 

•Corollaire  I. 

196.  Jl  eft  évident  que  les  propriétés  qu’on  3 démontrées  des  fui- 
tes en  general , conviennent  à ces  fuites  des  nombres  des  diffé- 
rens  ordres.  Ainfi,  i®,  l’expofant  des  unités  étant  i , l’expofànC 
du  premier  ordre  eft  i — 1 = 2;  celui  du  fécond  eft  2 -h  i 
= 3 ; celui  du  troifiéme  eft  3 -a-  t = 4;  & ainfi  des  autres^ 
2®.  En  nommant  le  nombre  des  termes  de  chaque  fuite  n , 
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leur  fomtne  / , le  dernier  terme  D , celui  qui  fuit  le  dernier 
terme  J , l’expofant  de  chaque  fuite  E , l’on  aura  ces  deux 
formules  pour  trouver  la  fomrae  des  termes  dans  chaque  firi- 
te,  / = / = Dx 

En  fubfhtuant  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  deux  formu- 
les le  dernier  terme  i de  la  première  fuite , ou  le  terme  i qui 
fuit  le  dernier , à la  place  de  J ou  de  D , & l’expofant  i à la 
place  de  £ , l’on  aura  pour  la  fbmtne  de  la  fuite  des  unités  ^ 
i = I X 7 =5 , qui  cft  le  dernier  terme  de  la  fécondé  par  la 
quatrième  fuppoûtion. 

En  fubftituant  dans  la  féconde  formule  r = D x j 
le  dernier  terme  du  premier  ordre  , marqué  en  general  par 
I X i , à la  place  de  £) , & l’expofant  x du  premier  ordre  à 
Ta  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  premier 
ordre  / = i x ^ x égale  , par  la  quatrième  fuppofition  ; 
au  dernier  terme  ij  du  fécond  ordre. 

En  fubftituant  dans  la  mîrae  formule  / = I>  x , fe 
dernier  terme  i x ^ du  fécond  ordre  qu’on  vient  de 

trouver , à la  place  de  D , & l’expolknt  j du  fécond  ordre  à 
la  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  fécond 
ordre  r=  i x f x x égale  au  dernier  terme  3 s dit 
troifiéme  ordre  par  la  quatrième  fuppofition , 

En  fubftituant  de  même  dans  / = D x , le  dernier 
terme  i x ^ x x du  troifiéme  ordre  qu’on  vient  de 
trouver , à la  place  de  î) , & l’expofant  4 du  troifiéme  ordre 
à la  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  du  troifiéme  ordre 
f = 1 X i X X X égale , par  la  quatrième  fup- 
pofition, au  dernier  terme  70  du  quatrième  ordre. 

D'où  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
, X i X 1^’  X X X X , &c.  les  produits  des 
grandeurs  qui  la  compofént , pris  de  fuite  depuis  la  premiè- 
re i , donneront  en  même  temps  par  ordre  les  forames  des 
fuites , & les  termes  du  dernier  rang  parallèle . 

Et  comme  » reprefente  en  general  le  nombre  de  termes 
qu’on  voudra , en  fubftituant  dans  cette  fuite  le  nombre  de 
termes  quon  voudra  à la  place  de  »,  l’on  aura  les  valeurs 
des  fommes  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de  chaque  fui- 
« , & les  valeurs  des  termes  de  quel  rang  parallèle  on  vou-. 
fi  ta .. 
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Seconde  difpofuion  des  nombres  des  dÿerens  ordres. 


ISnitrit» 

i.ordrt , 
ttfiàlt. 

l' trdn. 
i’fuif . 

J,  trdrt. 

4'  trdrt , 
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I 
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10 

10 
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,.l  9 7.  Cette  di^îx)fition  èft  la  même  que  la  féconde  difpofîtion  des 
fuites  generales  ; ainfi  la  troKîcme  fuppofltion  & la  féconde 
propofition,  doivent  être  appliquées  à cette  féconde  difpoficion. 

_ Corollaire  II. 

ipS.J^AR  conféquent  on  peut  trouver  par  le  moyen  des  for- 
mules / = î x|,  ôc  s = D X , les  valeurs  des  ter- 
mes du  dernier  rang  parallèle , ou  de  tel  autre  rang  parallè- 
le qu’on  voudra. 

i“.  Le  terme  de  chaque  rang  de  la  fuite  des  unités  étant 
toujours  J , pour  avoir  le  dei;nier  terme  de  la  féconde  fuite 
ou  du  premier  ordre  , qui  eft  toujours  égal  à la  fbmme  des 
termes  de  la  première  fuite  ou  des  unités , il  faut  fubflituer 
dans  s — D X , i à la  place  de  D , l’e.xpofânt  de  la 
première  fuite  i à la  place  de  £ > & l'on  aura  pour  la  fom- 
me  des  unités , ou , ce  qui  eft  la  même  chofé , pour  la  va- 
leur du  dernier  terme  du  premier  ordre,  / = i x a, 

2°.  Dans  le  fécond  ordre  ou  dans  la  troifiéme  fuite , le 
nombre  des  termes  efl  moindre  d'une  unité  que  celui  de  la 
fuite  précédente , ainfi  c’efi  » — i . Le  dernier  terme  de  la 
troifiéme  fuite  efl  égal  à la  fbmme  des  termes  de  la  féconde 
moins  le  dernier  terme  de  la  féconde  qui  efl  exclu  de  cette 
fbmme  : on  vient  de  trouver  que  le  dernier  terme  de  la 
féconde  eft  i x f • Ainfi  pour  avoir  le  dernier  terme  de  la 
troifiéme  fuite  , il  faut  trouver  la  fbmme  de  la  fécondé  fuite 
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dont  on  connoîi  le  nombie  des  termes  » — i , le  terme  i x a 
' qui  fuit  le  dernier  terme,  & l’expofant  qui  ert  2 . H n’y  a qu’à 
fubftituer  dans  la  formule  s — ixfàla  place  de  ÿ, 

n — I à la  place  de  »,  & a à la  place  de  £ ; & l’on  aura 
pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  troifiéme  fuite  i x f 

3®.  Dans  le  troifiéme  ordre  on  trouvera , par  un  fêmblable 
raifonnement , que  le  dernier  terme  du  troifiéme  ordre  eft 
égal  à la  fomme  du  fécond  ordre  moins  fon  dernier  terme 
qui  efl  1 X f X ; que  le  nombre  des  termes  eft  » — 2 ; & 
que  l’expofant  du  troifiéme  ordre  eft  3 . Ainfi  enfubftituant 
dans  f = îx|,  ix^xï^  à la  place  de  J,  » — 2 à la 
place  de  »,  & 3 à la  place  de  £ , on  trouvera  que  le  dernier 
terme  de  la  quatrième  fuite  ou  du  troifiéme  ordre  eft  i x ^ 

^ — T ^ w—  a 

^ -7-  ^ J • 

Formule  generale,  qu'il  faut  b te»  remarquer  pour  la  fuite, 

..,-D  O îl  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
I X f X ^ X X X X -7’-  X ^ , &C.  les  pro» 
duits  de  toutes  les  grandeurs  qui  la  compofént  pris  de  fuite 
depuis  la  première  i , donneront  par  ordre  tous  les  termes  du 
rang  parallèle  , par  exemple  du  dernier  x , 5,  10,  10,  5,  i> 
en  fubüituant  le  nombre  des  termes  5 à la  place  de  » . 

Et  comme  le  nombre  des  termes  marqué  en  general  par», 
reprefénre  tel  nombre  des  termes  qu’on  voudra  , il  eft  évi- 
dent qu’en  mettant  à la  place  de  » tel  nombre  qu’on  voudra  , 
on  aura  de  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle 
, des  fuites  qu’on  voudra  ; & que  cette  fuite  eft  une  formule 
generale  pour  les  trouver  tous. 

AVERTISSEMENr. 

On  peut  concevoir  d’autres  difpofitions  des  fuites  genes* 
raies  des  diftéicns  ordres  , & des  fuites  des  nombres  de 
difterens  ordres  , que  celle  qu’on  a mife  la  féconde  ; ôc 
même  en  peut  ccncevcir  d’autres  fuites  qui  naîtroient  de 
ces  fuites  par  la  multiplication  faite  par  ordre  de  cliaque 
terme  d’une  fuite  par  lui-même,  ou  par  le  terme  qui  le  pré- 
cédé ou  qui  le  fuit  immcdiacemcnc  dans  la  même  fuite,  oa 
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qui  s’en  pourroient  former  de  beaucoup  d’autres  maniérés, qui 
peuvent  avoir  plufieurs  ufuges;  mais  tomn:?  l’un  n’a  bdoin 
ici  que  de  ce  qu’on  a démontré  de  .ces  foires  dans  leur  pre. 
miere  & dans  leur  féconde  difpc'fltion , il  cil  inutile  de  pro» 
longer  cette  digrefllon  de  ces  autres  fuites . 

xoo,  Application  de  la  formule  generale  i x -J  x x x x 
X &c.  à la  formation  des  puifjances  du  la  fortune 
ou  de  la  différence  de  deuxgrartdeurs  reprejeniées  par  b, 
ou  a — b. 


Table  de  la  formation  ordinaire  des  puiffances  de  la  fomme  ou  de  la 
ditferencc  de  deux  grandeurs  reprclcntccs  par  « b,  ou  4 A. 


la 

j-*-  ïb 

laa 

•^zab 

ibb 

li^puidancc. 

ta' 

^ ^aab 

^ }aib 

arib' 

5,  puiffaiicc. 

ta* 

•*-  4a‘b 

^6aalb 

■+■  jf.ab' 

.Je  puilTaner- 

ta' 

-1-  5 a*b  ' 

^loi'bb 

Jfioaab> 

’^'jab*  |-+-  t*pui(Tance. 

11  n’y  a qu’à  mettre  pour  les  puiflànces  de  <i  — b , le  ligne 

devant  tous  les  termes  pairs  dans  lefqucls  les  dimenfïons  defr 
fon:  en  nombre  impair , c’cfl  à dire  devant  les  féconds , les 
quatrièmes,  les  fixiémes  termes,  &c. 

R EM  A R q_U  E. 

loi.  l’on  fe  rend  familière  la  formation  ordinaire  des  puifTan- 
ces  de  deux  grandeurs  a^b  y ou<»  — on  verra  claire* 
ment,  i®,  que  les  puiflànces  de  a font  feules  fans  b dans  le 
premier  terme;  que  la  puiflance  de  a diminue  parordre  dans 
chaque  terme  qui  fuit  le  premier , d’un  degré;  & que  b eft 
toujours  linéaire  dans  le  fécond  terme , & augmenté  par  or- 
dre dans  chaque  terme  fuivant , d’un  degré. 

Ainfi  fuppofant  que  l’expofant  de  chaque  puilTance  à la- 
quelle on  peut  élever  a b ou  a — eft  reprefenté  en  ge- 
neral par  »,  les  produits  des  lettres  a 8c  b dans  thaque  ter- 
me feront  par  ordre  a",  d'~'b,  &c. 
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i*.  On  verra  clairement  que  les  nombres  qui  font  les  coefî- 
cients  des  termes  de  chaque  puiflance,  par  exemple  1,2,1, 
delafeconde;  i,  3,3,  1,  delà  tromémej  i,  4,  6,  4,  i, 
de  la  quatrième i i , s , 10,  10,  j , i , de  la  cinquième,  &c. 
font  exaétement  les  termes  de  chaque  rang  parallèle  de  la  fé- 
condé difpofuion  des  fuites  des  nombres  des  differens  ordres , 
& que  l’expolânt  du  degré  de  chaque  puiflance,  par  exemple, 
l’expofant  2 de  la  fécondé , l'expofant  3 de  la  troifiéme  , &c. 
cft  exaûemcnt  le  nombre  des  termes  qui  defigne  le  rang  paral- 
lèle qu’il  faut  prendre  pour  avoir  les  ccëficients  de  la  fécondé 
puiflance,  de  la  troifiéme , de  la  quatrième,  &c. 

Corollaire. 

zoi.jPy^j^  conlêquent  « reprefentant  ce  nombre  des  termes  dans 
la  formule  i x 7 x x &c.  qui  fert  à trouver  les  ter- 
mes de  chaque  rang  parallèle , » reprelènte  aufli  le  degré  de 
la  puiffance , piiilque  le  degré  de  la  puiflance  eft  égal  au  nom- 
bre des  termes. 

Ainfi  pour  élever  a b ï quelque  puiflance  que  ce  puifle 
être , reprefentée  en  general  par  »,  le  coëficient  du  premier 
terme  de  la  puiflance  fera  égal  à i » le  fécond  à i x 7, 

le  troifiéme  à i x 7 x i le  quatrième,  i x | x îi^.x 
le  cinquième,  ixfxi^'x!^’xi^>  & ainfi  de  fuite:  ce 
qui  donne  la  formule  generale  fuivante . 

Formule  generale  pour  élever  lafomme  ou  la  différence  àedeuet 
grandeurs  a b ou  & — b d une  puiffance  ^uelcon^ue . 

XO^.T^ir  = 14"  I X A4"-'i  ^ I X f X -t-  I X A * 

-_=«  X ^a'^'^b^  -♦.ïX=-x"-^x=^x 

-Hixfxï^x^^x^^’x  i & ainfi  à Tinfini  / 

11  n’y  a qu’à  mettre  le  figne  — devant  tous  les  termes  pairs , 
le  fécond  , le  quatrième , le  fixiéme,  &c.  & l’on  aura  la  for- 
mule de  4 — b . 

On  peut  négliger  l’unité  par  oh  commence  chaque  coeh- 
cient  , l’unité  n’apportant  aucun  changement  dans  les  pro- 
duits . 

On  élevera  par  le  moyen  de  cette  formule  generale  , la 
fomme  ou  la  différence  de  deux  grandeurs  à telle  puiflance 
qu’on  voudra  , par  exemple  , à la  fécondé  puiffance  dont 

l’expofant 
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l'cxpofant  eft  t,  à la  troilïéine  dont  l’expofânt  eft  3,  &c, 
en  fubftituant  dans  la  fbrinule  l'cxpofant  de  cette  puilfance 
à la  place  de  » , & la  première  grandeur  à la  place  de  <1 , & 
la  féconde  à la  place  de  6 ; & Ion  aura  la  puilTancc  que  l’on 
cherche. 

204.  Quoique  la  formule  foit  infinie , elle  donne  pourtant  la  puif- 
fance  finie  de  la  fomme  ou  de  la  difl^èrence  de  deux  grandeurs  i 
parccque  tous  les  termes  infinis  de  la  formule  qui  fuivent 
ceux  qui  ont  fervi  à trouver  la  puifTance  que  l’on  cherchoit, 
deviennent  égaux  à zéro , chacun  contenant  parmi  fês  coefi- 
cients  une  grandeur  égale  à zéro.  Par  exemple  , quand  on 
éleve  par  la  formule , bkla  troifiéme  puiflànce , après 
avoir  trouvé  par  les  quatre  premiers  termes  de  la  formule , 
la  puifTance  a’  ^aab  ^ahb  •*•!>’,  le  cinquième  terme  & 
les  autres  fuivans , contiennent  tous  parmi  leurs  coëficienrs  la 
grandeur  » — 3=0,  qui  rend  tous  ces  termes  égaux  à zé- 
ro ; puifqu’une  grandeur  étant  multipliée  par  zéro,  le  produic 
cfl  zéro. 

■ C OROLLAIRE. 

S I ï’o”  familière  la  formation  des  puiflances  de  trois 
grandeurs  a-*- b de  quatre  grandeurs  a b c*¥-  di 
de  cinq  grandeurs,  -t-i -t-f & ainfi  à l’infini , on 
verra  clairement  que  dans  chaque  puifTance,  par  exemple  dans 
la  quatrième,  la  quatrième  puifTance  des  deux  premiers  ter- 
mes , qui  ed  d*  ^a}b  6aahb  ^ab^  b*,  peut  fêrvir  de 
formule  particulière  pour  trouver  tous  les  termes  de  la  qua- 
trième puifTance  de  d -t-i  àca-^bd^C'^df  de 
c •4“  -4“  e , &c. 

Car  après  avoir  trouvé  la  quatrième  puifTance  des  deux 
premiers  termes  b , il  n’y  a qu'à  fuppofèr  que  les  deux 
premiers  termes  a l font  reprefentès  par  d , & le  troi- 
fîémecparé;  & fuppofant  que  d''^dans  la  formule  particu- 
lière a*  •+•  4d^6  éaabb  *4“  4df»^  "4“  b*,  reprefonte  la  quatriè- 
me puiflànce  de  d ■+•  & déjà  trouvée,  le  fécondé  terme  4d’& 
marquera  qu’il  faut  prendre  quatre  fois  1a  troifiéme  puif- 
fance  de  d 6 reprefentèe  par  d’ , & la  multiplier  par  c 
reprefenté  par  b ; le  troifiéme  ôaabb  marquera  qu'il  faut 
prendre  fix  fois  la  fécondé  puifTance  de  d>t-é  reprefentèe 
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Première  Formu^iqyç 

&C. 




■ by  .4-  cyy  i4-  dy^  fy*  j 


Seconde  Formu^pourjlg  quelconque. 
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&c. 


Troificme  Formule  pour  e*rev^.;ne  quelconque. 
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•4-tX- 


- 1 w « — ^ 
; • 

- 


a^-'h 
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la  place  de  a;  la  fécondé  à la  place  de  ôcc.  llnconnue  don> 
née  à la  place  de  l’inconnue  , &c. 

Avertissement. 

E S formules  generales  peuvent  fervir  à élever  deux  gran- 
deurs, ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs  , non  feulement  à 
une  puilTance  quelconque , dont  l’expofant  e(l  un  nombre  en- 
tier pofitif,  comme  on  la  démontré  jufqu'ici  , mais  encore  à 
une  puiflance  quelconque  , dont  l’expofant  eft  un  nombre  en- 
tier négatif,  & à une  puiffance  quelconque , dont  l’expofanC 
eft  un  nombre  rompu  , foit  pofitif , fbit  négatif.  On  va  don- 
ner une  déinonftration  particulicre  pour  le  cas  où  l'expofant  eft 
un  nombre  entier  négatif,  & enfuite  on  le  démontrera  par  la 
première  méthode  du  fécond  Problème , pour  les  cas  où  l’ex- 
pofant  de  la  puiffance  eft  un  nombre  rompu , pofitif  ou  néga- 
tif ; & on  mettra  ces  derniers  cas  pour  fervir  de  5*,  6'  & ue 
e.xemples  du  Problème, 

2.07.  11  faut  remarquer,  comme  on  l’enfeigne  dans  l’Algebre, 

que  ^ (e  marque  ainfi  a~  ' ; fe  marque  ainfi 



<1  t*  fe  marque  ainfi  & en  general 

4 .+.  4"  fe  marque  ainfi  t “. 

D'où  l’on  voit  qu’un  expofant  négatif  marque  que  la  puif- 
lànce  de  la  grandeur  dont  il  eft  l’expofant,  eft  dans  le  déno« 
minateur  d’une  fraétion . 

11  faut  auftl  remarquer  que  les  incommenfurables  fe  mar- 
quent comme  les  puiftances,  & leurs  expofkns  font  des  nom- 

I ^ 

bres  rompus.  Par  exemple  ^ 

S7~=  4“~r;  cT^a—tt  “ ; & amfi  des  autres. 

V‘» 

Troifié me  proportion  f qui  contient  lei  principes  ou  Problèmes  qui 
fervent  â démontrer  que  les  formules  generale  s qui  precedent , 
s'étendent  aux  puiffances  de  deux  grandeurs , ou  d'une  fuite 
infinie  de  grandeur sffiont  fexpofant  ejî  un  nombre  entier  négatif. 

10  8.  P OU  R trouver  la  fuite  infinie , qui  eft  la  valeur  de  ■ — ■ - 

4* 

Fff  ij 
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= a-*’b  , de  - Il-v  = a a ^ , de  — ' - 

.*’*'*  » »+»  i 

a->rh~*  , &c.il  faut  faire  les  operations  fuîvantcs. 

1*.  II  faut  partager  a = aa  lab  bb  en  deux 
deurs , dont  la  première  eft  aa^ab,  la  fécondé  ab-^Ab. 


gran. 


II  faut  de  même  partager  a b’  = a^-^  ^aab  labb  -H ^ 
en  *4“  2aab abb , & •^•aaA^tf  labb’^b^. 

Et  de  même  a-^b*  = 4<j>^  h-  6aabb  ■+«  /j^b^  •+• 

en  a*’^^a'b  ^aabb-^ab^,  & a’A  ^aabb  ^ab^  b*  • 
& atnfi  des  autres  puifTances  fuivantes . ^ 

Pour  faire  ce  partage,  il  faut  que  la  fécondé  partie  ou  gran- 
deur étant  le  numérateur  d’une  fraélion , & la  première  le  dé- 
nominateur, cette  fra(5lion  foit  égaleà^i  ce  qui  eft  polTible 
dans  toutes  les  puiflances de  -4"  1^  ou  de  4 A. 

Il  faut  enfuite  divilêr  l’unité  par  aa  -4-  2ab  bA  dans  la 
fécondé  puiflànce  , par  4*  ^aaA  -4-  34W  -4-  b*  dans  la  troi- 
liéme,  & ainfi  des  autres,  en  prenant  pour  première  partie 
du  divifeur  la  première  grandeur  , & pour  la  fécondé  partie 
du  divifeur  la  fécondé  grandeur,  qu’on  a déterminées  ci- 
dclTus . 

Cette  divifion  donnera  des  quotiens  qui  auront  des  termes  à 
l’infini , & tous  ces  termes  feront  des  fraétions . 

2*.  Il  faut  faire  fur  chacune  de  ces  fraélions  ce  qu’on  a fait 
dans  la  première  operation  , c’eft  à dire  , divifer  le  numéra- 
teur par  le  dénominateur , prenant  le  fèul  premier  terme  dix 
dénominateur  pour  première  partie  du  divifeur , & tous  les 
autres  termes  du  dénominateur  pour  la  fécondé  partie  du 
divifeur . 

"Tous  les  quotiens  qu’on  trouvera  à l’infinî  de  ces  fécondes 
divifions , contiendront  des  termes  qui  étant  ordonnés  de  fui- 
te les  uns  fous  les  autres , donneront  des  fuites  dont  on  trou- 
vera les  fommes  par  le  moyen  des  fuites  qu’on  a démontrées 
ci-defTus. 

3°.  En  trouvant  les  fommes  de  chaque  colonne  de  ces  fuites 
par  les  méthodes  des  fuites  precedentes , on  aura  la  fuite  infi* 
nie  qui  exprime  la  puiflànce  que  l’on  cherche. 

Ceci  s’éclaircira  par  les  operations  fuivantes . 
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4iJ 


Pour  la  fécondé  puifance . 


Pour  trouver  la  fuite  égale  à — ^ = a*^b~~  = 

I 4«f«i 

» 1*  > faut  partager  le  dénominateur  ou  divi- 
feur  aa  tab  -4-  bb  en  deux  parties , dont  la  première  eft 
aa^  ah  y la  fécondé  ah^bb , de  maniéré  que  j . 

II  faut  divifer  i par  aa  -t*  ah,  ab’*’  bb,  en  prenant  aa  •^•ab 
pour  la  première  partie  du  divilêur,  ôc  ab  bb  pour  la 
fécondé. 

^ , , r aa  ab , ab  ^ Ib , divifeur. 

Grandeur  a ' 

divtfer.  * 


quotients 


hb 


I*' refie  * ~ 

* 4 


l* 

4‘«t»4'4 


2*  refie,  h-  tIL 
3*  refie,  — 

4*  refie,  -4-, il 


^ttt  la  gr»n^ 
dtur  ejuc  cttte 
marque  pré» 
€tde  , ejl  ef. 


&c. 


En  divifânt  r par  aa  -4-  ah,  on  trouvera  le  quotient  — , 

enfuite  il  faut  multiplier  ce  quotient  par  la  féconde  partie 
du  divifeur  , & l’on  aura  = t > & comme  il  faut 
fouflraire  ce  produit  de  la  grandeur  à divifer , il  faut  écrire 
le  premier  refie  ^ au  nombre  à divifer  avec  le  figne  — . 

II  faut  enfuite  divifer  ce  refte  — i par  la  première  partie 
du  divifeur  a»  m-  ah  , & l’on  aura  le  quotient  — 
c’cfl  le  fécond  terme  du  quotient. 

II  faut  multiplier  par  ce  quotient  la  fécondé  partie  du  di- 
vifeur  ah  hb,  & Ion  aura  — ‘ju’d  faut 

ôter  de  la  grandeur  à divifer,  & l’on  aura  le  2*  refie  -4-  ~- 
£n  continuant  la  diviûon , on  trouvera  un  quotient  qui  au< 
ra  une  infinité  de  termes , qui  font  ceux  que  l’on  voit  ici  mar< 
qués  au  quotient. 

2*.  Il  faut  prendre  par  ordre  chaque  terme  du  quotient, 
& trouver  par  la  divifion  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur , la  fuite  infinie  qui  en  eft  le  quotient  , c’eft  à dire , qui 
cft  la  valeur  de  la  fraéiion  qui  forme  ce  terme  . On  appel- 
lera cela  réduire  chaque  terme  en  la  fuite  infinie  qui  en  eft 

Fff  iij 


/ 
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la  valeur . On  trouvera  , en  fiiifant  ces  divifions  , que  le 

‘ermc;;^  fc  réduit  en  — rr&c. 

IC2'  — 
les 


bb 


«■*•+•/»  ‘i 


en 

en 

en 

en 

en 


' •! 


bb 


b> 


b^ 


. 4&C. 

»* 

i»  b' 


— i;&c. 


. bb  b< 

— X&c. 

4‘  4»  4’ 


^ 4‘  4» 

— 4&C. 

Ce  qu’on  peut  continuer  à linfinî. 

En  prenant  la  fomme  de  chaque  rang  perpendiculaire  j 
on  aura  — î—  = — 4 ^ 

T*  «T  » 

4»t-i 

^ &c.  ou  J ce  qui  cft  la  mSmechofe,  ia“* 
— xa~'b  ia^*bb  — ^a~^b*  — 6a~’’b'^  &C. 


Po«r  /d  troifeéme  putffance. 


Pour,  trouver  la  fuite  qui  eft  égale  à * — ^ = a’^lT' 

=,'r:ï:7:i:iï;i73lîï;^F>  I%  après  avoir  partagé  4’  h-  laah 
mf  jabb  b’  en  deux  parties  ^aab  -*■  abb^  aab  labB 
i»,  qui  font  telles  = 7 > *1  faut  divilcr 

funité  par  le  divifeur  laab  abb^  aab  zabb  P, 
en  prenant  la  première  de  ces  deux  parties  pour  la  première 
partie  du  divifour  ^ & la  foconde  partie  pour  la  fécondé  par- 
tie  du  diviiêur,  & l’on  trouvera  que  le  quotient  ell  la  fuite 

» t.  ^ U »’ 

&c. 


b* 


l' 


*0 


2”.  On  réduira  par  ordre  chacun  des  termes  de  cette  fuite» 
en  la  fuite  infinie  qui  lui  efi  égale  » ce  qui  fe  fait  en  divifânt 
le  numérateur  de  chacun  par  fon  dénominateur  » en  prenant 
la  puiflànce  de  a feule»  comme  a^  dans  le  premier  terme  » 
ét*  dans  le  fécond»  &c.  pour  la  première  partie  du  divifeur  » 
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& le  relie  du  dénominateur  pour  la  fécondé  partie  du  divi- 
fcur;  esc  l’on  trouvera  que  , 

— fe  réduit  en  ^ »r“  ^ »■ 

t . lit  _j_  4^4  5*' . 

i*-’ 


f&c. 


m'  friant 
t 

^ 1»' b tlf  »»it 

ht 

‘ A’  «f*  l»*b^ll'bb 

i' 

la' b mi»  A*ii 

“4'  »4«  i»*iw^»'bi 

b' 

«I  lA'b^A^bi 

i® 


en 

en 

en 

en 

en 

en 


«♦ 


^ w î£2 


«• 


^ 

«•  4T  »'  ' 

*4  iJ' 
— p- 

i<  , 

7” 


/IV 

/|V 

«9 

/»' 
lA® 

I 

/» 
** 


&c. 


On  peut  continuer  cette  fuite  a 1 innni. 

En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire  , 

* - — J I . 6ii  lot* 

on  aura  ■ ' — . = <»•+•»  — V ^ 

At^ri 

^ 15^  ü|!  ^ &c.  ou , ce  qui  efl  la  même  chofe , 

I ^ ^a-*h-b-6a-'bb  — io<» i^a “''i*— 2 i*. 

iia~*b‘  &C. 

Pour  la  quatrième  puiffanee. 

On  réduira  de  mêrae.rr=:r^  =a-^b  * == 

1»,  en  la  fuite  ^ i 


V&c. 

A’ 


’t  ■♦■•«»•♦■  44*  • •♦■*+ 

i 


y*.  ,4'*-l*  ^**-«-»n:>  4’4.,.«*-^3.’**4..»***^  ,t+,4’*4.,.«**4..-H 

**  &C. 

4*^J4’*.*.J4’**.*.4»*' 

2”.  On  réduira  enfuite 

y ^ T IT.  .1. 

~«’>iH3«4/4f<3«'//ii9*«4/'  •'  *’  **  *, 

^1— - — jT-.en 

«’  34'i  pH  J»'**  pH  «4*« 

*4 

* «>p*«34’*.*-3»‘W"4“»’/‘ 

*] 


‘ I44i*  ♦ 4** 

t' 


pi  ^ J4»*  ♦ 14'**  +44** 

*4 


On  peut  continuer  cette  fuite  à l infini. 
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En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire , 


00  aura  =4.^^  * = -V  — 4^-*-  — 

^ «6 

s«4'  Xr^  .«-4  _ -« 


__  &C.  = la-*  — 4<*-s  b 

M-  354"*^*  564~’&‘&C 

On  trouvera  de  même  que 


lot’ 

“;r 


»> 


ioa~‘ hb  — 204“^  è* 


« •+•4 


T'  = 


^ îl^ ili’ 


l 

a' 


la  mêmcchofc,  i4' 


704 


,~»i*  — 126a' 
^6 


a 

5î4* 


‘■^’&c. 
= 4"*-i  =~î 


OU , ce  qui  eft 
S4~‘è  i^a~'’bb  — 35'*“*^^ 


«4 

7” 


_ «Li  JL*^îl 

4» 


— &c.  ou,  ce  qui  efl:  la  même  chofc,  i4~*  — 6a~^ b 

2.\a~'‘ Ib  • — 564”’  b’  •+•  1264”’  °b*  2J24~'  ' b^  &c. 

On  peut  continuer  ces  operations  fur  la  /ëptiémc  puiflance, 
la  huitième,  &c. 

R E M A R Q_U  E s. 


209.  A pre’s  s’être  rendu  ces  operations  très  famifieres  , oti 
verra  clairement  que  le  premier  terme  de  la  fuite  contient 
dans  la  fécondé  puiflance,  feulement  4“*  ; dans  la  troifiémc, 
a~'  ; dans  la  quatrième,  a~*  , &c.  & que  dans  les  ter- 
mes fuivans  la  puifliuice  de  4 , dont  l'expofant  eft  toujours 
négatif,  augmente  par  ordre  d’un  degré  dans  chaque  ter- 
me fuivant  ; que  b eft  linéaire  dans  le  fécond  terme  de  la 
fuite,  & que  les  puiflances  de  b,  dont  l’expofant  eft  toujours 
pofitif,  augmentent  par  ordre  d’un  degré  dans  chaque  ter- 
me fuivant. 

Ainfi  les  puiflances  de  4-»-  i peuvent  être  marquées  en 
general  par  4~" , 4“""'*  b,  4“"~’  b‘,  &c. 

2, 1 0. . Que  les  coêficients  de  chaque  terme  font  par  ordre  les  ter- 
• 1 ^j.mes3u  fécond  rang  parallèle  * de  la  première  difpofition  des 
fuites  I,  i,  3,  4,  5,  6,7,  &C.  dans  la  fécondé  puiflancei 
ceux  du  troifiéme rang  parallèle,  i,  3,  6,  10,  15,  zi,  z8,  dans 
la  troifléme;  ceux  du  quatrième  rang  paraJlele,  1,  4,  10, 

J 55)  ^4«  quatrièmej  ceux  du  cinquième 

rang 
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rang  parallèle,  i , 5,  15,  35,  70,  126,  110,  &c.  dans 
la  cinquième  ; & ainC  de  fuite  : de  maniéré  que  1‘expo. 
fane  2 de  la  féconde  puifTance  , marque  qu'il  faut  prendre 
pour  les  coëficients  de  la  fécondé  puiffance  , les  termes  du 
fécond  rang  parallèle  j l’expofànt  3 de  la  troifiéme  , mar- 
que qu’il,  âut  prendre  de  fuite  pour  les  coëfîcients  de  la 
troifiéme  puiffance , les  termes  du  troifiéme  rang  parallèle  i 
& ainfi  de  fuite. 

Ainfi  fuppofant  que  » reprefente  en  general  le  degré  de 
chaque  puiffance,  l'on  a démontré  dans  la  première  difpofi-* 
tion  des  fuites , * que  t x f x x ^ x &c.  efl 
une  formule  qui  fait  trouver  par  ordre  les  termes  de  cha- 
que rang  parallèle,  i x f eft  le  fécond  terme,  i x f x 
eft  le  troifiéme  terme , & ainfi  de  fuite;  l’on  peut  négliger 
dans  chaque  terme  l’unité , qui  n’apporte  aucun  changement 
dans  les  produits . 

Par  confequent  la  fuite  i x ^ x x x &c. 

fera  trouver  les  coëâcients  des  termes  des  fuites  égales  à 

* f &C.  I eft  le  coêficicnt  du 
premier  terme  ; f reprefente  le  coëhcient  du  fécond  terme  ; 
m „ reprefente  le  coëficient  du  3*  terme  ; f x ^ x 
reprefente  le  coëficient  du  4*  terme}  ÿ x x x ^ 
reprefente  celui  du  5*  terme;  & ainfi  de  fuite.  11  n’y  au- 
ra , pour  trouver  ces  coëficients , qu’à  mettre  2 à la  place 

de  M pour  la  fécondé  puiffanoe , 3 à la  place  de  » pour  la 

troifiéme,  & ainfi  de  fuite , & rendre  négatifs  les  coëfidents 
des  termes  pairs  , c’efl  à dire  du  fécond , du  quatrième  , 
du  fixiéme,  &c.  fuivant  ce  qui  efl  démontré  dans  les  ope- 
rations precedentes.  * *10*^ 


III. 

Z 1 1.  Quand  il  y a , <»-♦•&  ’ , &c.  les  coëficients  des 

termes  pairs , c’efl  à dire  du  fécond  , du  quatrième  , du 
fixiéme , &c.  font  négatifi , & ils  feroient  pofitifs  s'il  y avttt 

U'—b  , ü—b  f a— b , &C, 


IV. 

J,  X 2,.  La  fuite  de  chaque  puifTancc 
i’ezpofant  efl  négatif. 


efl  toujours  infinie , quand 
Ggg 


Digitized  by  Google 


4i8  Analyse  démontré' e. 

■ Corollaire,' 

Oà  ton  démontre  quen  mettant  — n au  lieu  de  a 
dont  la  formule  generale  des  puijfances  de  a^b"  = i<»“ 

la  meme  formule  devient  la  formule  generale  .des  puiffaneet 
de  a b , dont  F expofant  eft  négatif 

2-  * 3’  *F^n  mettant  dans  la  formule  generale 

^ a'^~'bb  &c.  — » à la  place  de  *4*  » , il  efl  évident , 
1°,  qu’on  trouvera  les  mêmes  puiflànces  de  4 & de^,  qui 

»09. conviennent  à 4-*-é  par  la  première  remarque.  * 

2*.  Que  les  coéficicnts  feront  les  mêmes  que  ceux  de 
*ito.a'^b  delà  fécondé  & troifiéme  remarques,  * car  Tuni- 
*"•  té  fera  le  coëHcâent  du  premier  terme,  — ÿ le  coêficient  du 
fécond  terme , qui  doit  être  négatif  par  la  trpifîémc  rcmar- 
* i 1 1.  que  ; * — f x — , eft  le  même  que  le  troifiéme  coëfi< 

cient  ÿ X ^ , puifque  les  deux  grandeurs  négatives  — f 

— ^ , donnent  le  même  produit  pofitif  que  les  deux  po- 
fitives  A M ^ . Il  eft  évident  que  l’on  trouvera  de  même 
que  les  coefidents  de  la  formule  generale  feront,  après  avoir 
mis  — n à la  place  de  -h  n,  les  coéficients  marqués  dans  la 
fécondé  & la  troifiéme  remarque . 

Par  confequent  l’on  a démontré  qu’en  mettant  dans 

la  formule  generale  4 h-  é*  =4*  ^ a’^~“' b ■♦•Ÿx 

a"~^bb  &c. » à la  place  de  -4-  »,  elle  fera  la  formu- 

le generale  pour  trouver  toutes  les  puiflànces  de  4-*-  b » 
lorfque  leur  expofant  eft  négatif. 

114.  Et  comme  la  formule  generale  pour  élever  une  fuite  de 
grandeurs  à une  puiflance  quelconque  , eft  une  fuite  neceflai- 
rc  de  la  formule  generale  pour  élever  deux  grandeurs  à une 
•loj. puiflance  quelconque  i * il  eft  évident  qu’en  mettant  aufO 

— » à la  place  de  » dans  la  formule  generale  des  puiflân- 
ces  d’une  fuite , l’on  aura  la  formule  generale  des  puiflànces 
de  la  même  fuite,  lorfque  les  expofans  de  ces  puiflànces  font 
des  nombres  entiers  négatifs. 

Si  l’on  veut  démontrer  ce  fécond  cas  par  les  operations 
•i»8.  de  la  propofition  * qui  précède  ce  Corollaire , il  n'y  a qu’à 
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cOTtinuer  les  diviCons  dans  la  fécondé  puifTance  par  le  divi- 
fcur  entier  aa  •+•  lah  -t-  •+•  zac  ■+■  lic  ce  ^ lad  ibd 

icd  •^dd  y &c.  après  avoir  déjà  trouvé  les  quotients  qui 
conviennent  à la  première  partie  du  divifeur  aa  zah  -4-  W , 
& continuer  de  femblables  diviCons  dans  la  troiCéme  puiflàn- 
cc,  la  quatrième,  &c. 

Avertissement. 

j^F  I N que  les  formules  pour  élever  deux  grandeurs  ou  une 
fuite  de  grandeurs  à une  puiflàncc  quelconque  , foient  généra- 
les  en  toutes  maniérés,  il  refte  à démontrer  qu’elles  convien- 
nent  auffi  à toutes  les  puiflances  de  deux  grandeurs  ou  d’une 
fuite  de  grandeurs , dont  les  expofans  font  des  fraélions;  ou  des 
nombres  rompus  pofitifs  ou  négatifs»  ou  , ce  qui  eft  la  même 
chofe,  qu’elles  fervent  aufli  à trouver  les  racines  quelconques 
de  deux  gran.leurs , & d’une  fuite  infinie  de  grandeurs . On 
démontrera  ces  derniers  cas  par  la  première  méthode  du  lê- 
cond  Problème , & on  les  prendra  pour  des  exemples  de  ce 
Problème. 


SECTION  IV. 

Où  Ton  continue  let  exemple!  de  la  première  méthode  du  fé- 
cond Problème  : On  enfeigne  à appliquer  la  meme  metho- 
' de  aux  équation!  qui  contiennent  lei  différence!  ; & Ton 
explique  le  retour  de!  fuites. 

A 

Exemple  V.  du  second  Problème. 

i I J • y*  ROUVER  la  fuite  infinie  qui  exprime  la  racine  n de 

ce  fl  à dire  , trouver  la  fuite  infinie  qui  ejl  égale  d Va-»-l> 

= a *^b  “• 

•Jl  faut  fuppofer x^Va-^^b  — a-^-b  . 

En  élevant  chaque  membre  de  cette  équation  à la  puillatv 
ce  »,  on  aura  *“  = 4 & tranfpofant,  ^ a-^h=-o'. 

'■  La  quefiion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  cft  la  va- 
leur de  X dans  cette  équation  x"  — a — b = 0.  Pour  la 

trouver,  . • . ' 
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1*.  Il  faut  fuppofer  x=t-^db’^thh  •^fh'  hM  ôcc. 

les  grandeurs  c,  d,  e,  f,  &c.  font  indéterminées . 

2®.  Il  faut  élever  chaque  membre  à la  puiffance  » par  la 
•lotf.  formule  generale,  * & fobftituer  la  valeur  de  Af“  à la  place 
de  A?"  dans  l’équation  2"  — a — fc  = o,  & l’on  aura  l’équa. 
tion  changée  fuivante . 


^ i c“-‘  ebb  VL  f“-*  deh>  x x ddeb* 

*=-X-ï-:^f»-*  dfb* 


3®.  n faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan. 
gée  égale  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a belbin  pour  déterminée  les  grandeurs  indétermU 
néesf,  e,/,  g,  &a 

Par  la  première  c®  — <»  = o,  on  trouvera  c a". 

En  fubfotuant  la  valeur  dee  dans  la  féconde  \c'^~'d  — x 

I— ^ 

= O,  on  trouvera  d = ^a''  . 

Subftituant  les  valeurs  de  c & de  d dans  la  j®  fr e 

I — arii 

r X = O , on  trouvera  e = i x ■^-=^a.  " ' 

Subftituant  les  valeurs  de  r,  </,  e,  dans  la  4*,  ÿ x 

•*  T '•  c'^’‘*de  i X * X — y on  trouvera 


Subftituant  les  valeurs  àc  c y d , e , f,  dans  la  $*  f f ®”’^ 


i X -=-^ X X -ï^f " =o,ontrouverag  = ï X 


4®.  Il  6ut  fubftituer  ces  valeurs  de  Cy  d,  e,  /,  g,  dans  jf  = ^ 


•^dh-^eib  ÔCC.  tSc  l’on  aura  x — a-t~b'‘  = a" 

JL  >-»B  t-tn 

•*®;^  " b^xJ-^a  “ bb  ^ X J-=LJ.  X J=J^  a “ U 


XJ.— I»  ^ 1 — i»  ^ 


hb^^x^x  ^a'  !d 

i “ i^&C. 


Digitized  by  Google 


L I V R E Vil  42f 

C’eft  la  valeur  de  se  que  l'on  cherchoit , c’ell  à dire , c'eft  la 
fuite  infinie  égale  à « Ce  fu/  /toit  propojé, 

R E M A R Q_U  E s. 

I. 

X 1 6f  s I l’on  fubftitue  ■;  à la  place  de  n dans  la  formule  gene- 
rale = b y n ^ •4-  f X 

<i"  ~ iScc.  on  trouvera  exadlement  la  fuite  qu'on  a 
trouvée  dans  le  cinquième  exemple  ; par  confequent  la 
formule  generale  convient  à toutes  puifiances  de  deux  gran- 
deurs , qui  ont  pour  expofant  une  fraéfion  dont  le  numé- 
rateur eft  Tunité , & le  dénominateur  tel  nombre  qu’on 
voudra.  II. 

i 1 7»  On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  fuite  infinie  qui  cft 

- « 

la  valeur  de  -J'ü  -s-  =4  en  fuppofânt  z=  4 1>  * , 

ce  qui  donnera  V = 4-*-  i - 

On  fuppofëra  x = c ebh  •^fb^  &c.  les  grandeurs 

e,d,  e,f,  font  indéterminées , & on  prendra  la  valeur  de  par 
cette  6juation , 

On  réduira  auffi  4 -4-  ^ en  la  fuite  infinie  qui  lui  efl 

égal®-  

On  fubftituera  les  valeurs  de  a?*,  4 -h ^ dans  l’équa- 
tion x"  = 4 -4-  , ce  qui  donnera  l'équation  changée. 

On  en  fuppolëra  chaque  terme  égal  a zéro;  &par  les  équa- 
tions particulières  que  donnera  cette  fuppofition , on  détermi- 
nera c,d,e,f,  ÔCC. 

On  fubllituera  les  valeurs  déterminées  de  c,  d,  e,  f,  Scc. 

_ A 

dans  l'équation  x=s4-4“&“  z=s  c db  ebb  fb^  Scc. 

& Ton  aura  la  fuite  infinie  égale b'' , qu'on  trouve-'  ~ 

ra  être  exailement  la  formule  generale  4 -t-  é"  =4'* 
■*.  i 4*  b &c.  après  avoir  fubfiitué  dans  la  formule  genera- 
le - à la  place  de  n. 

ÏII. 

X 1 ^ On  trouvera  de  la  même  manière , en  cherchant  les  fui* 

Ggg  iij 
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i ' 

tes  qui  font  les  valeurs  de  — * ■.  — a b “ & de  - -i — 
. ^**-*-^ 

= a-*‘i  “,que  ces  fuites  font  exa^emeot  la  formule  ge- 
nerale de  a-*-  b,  en  fubftituant  dans  cette  formule  — ^ à la 
place  de  a dans  le  premier  cas , & — ^ à la  place  de  » dans 
k fécond  cas. 

IV. 

^ * 9*  Il  faut  auffi  remarquer  qu’en  élevant  par  le  moyen  de  la 
formule  generale , deux  grandeurs  reprefentées  en  general  par 
a A,  à une  puiflànce  quelconque , dont  l’cxpofant  eft  mar- 
qué en  general  par  » , on  peut  commencer  par  la  féconde  6^ 

- - a 

comme  s’il  y avoit  b-^  a , de  maniéré  que  b fût  la  premie* 
le , & a la  féconde  ; & il  fkut  choifir  celle  des  deux  maniè- 
res qui  donnera  la  fuite  dont  les  termes  feront  les  plus  commo 
des  pour  la  réfolution  que  l’on  cherche. 

V. 

Z zo.  La  même  formule  generale  peut  fervir  à trouver  les  racines 
quelconques  approchées  à l’infini , ou  autant  prés  qu’on  vou- 
dra , des  puiflances  numériques  imparfaites  ; il  n’y  aura  qu'à 
partager  La  puiflànce  numérique  imparfaite  en  deux  parties  ^ 
dont  la  première  foit  la  plus  grande  puifTance  numérique  par- 
.foite  contenue  dans  la  puiflànce  numérique  imparfoite  propo- 
fée , & la  fécondé  partie  foit  le  nombre  qui  reftera , après 
avoir  ôté  de  la  puiflànce  imparfaite  propofée  la  plus  gran- 
de puifTance  parfaite  qui  y efl  contenue  . Il  faut  enfûite 

liippofer  que  ^ a b , ou  a b'"  reprefente  la  puifTance 
Bumerique  imparfaite  propofée  , que  a reprefente  fà  premiè- 
re partie , & i la  féconde  partie  ; & que  ■;  reprefente  l’ex- 
pofant  de  la  racine  qu’on  veut  extraire . 11  faudra  enfin 
fubflituer  dans  la  formule  generale  à la  place  de  a,b,u^  les 
* grandeurs  numériques  qu’elles  reprefentent  j & apres  les 
■ iubflitutions  > l’on  aura  la  racine  approchée  que  l’on  cher- 
. choit . Ainfi  pour  trouver  la  racine  troifiéme  de  i2^  on  fup- 

pofera  = , &on  fubftituera  les  grandeurs 

numériques  à la  place  des  littérales  dans  la  formule  gene- 
rale- 
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Exemple  VL 

1 1 . y* ROÜVER  la  fuite  infinie  qui  efï  la  valeur  àe  n <^  by  "Hcyy 

i. 

-+-  dy^  ey*  fÿ’&c.  “ 

ÎL  faut  fuppofêr  x = a’a^hy^cyy‘^dy'^ej*  fy'  Scc.~' 
ar  confequcnt  = a hy  cyy  dy^  ey^  ^ fy'  &c. 

En  tranfpoiânt  o = — ^ a by cyy  dy*  &c. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver, 

i“.  Il  faut  fuppofer  x—g'^by’*^iyy  ky^ ly* {y'  &c. 
les  grandeurs  g,  b,  i,  k,  &c.  font  indéterminées . 

2“.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  x'‘  par  cette  équation  en 
fe  fervant  de  la  formule  generale,  * & îubftituer  cette  valeur  • 
de  ;c“  à la  place  de  — x"  dans  l’équation  o = — a?“ 
by^cyy  occ.  & l’on  aura  l’équation  changée  fui  vante. 

r — ^ 'Ay-f  xî^' 

I — 

J ' — rV  _i!x?^'  ^"-^i!y* 

— ië'-'fr 

ey* 


1 


=•^•a  ly  •*“05'  dy* 

• 3*.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gés  égal  à zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières  dont 
on  a bcfoin  pour  déterminer  les  grandeurs  g,  b,  /j  &c. 

i 

Par;ia  première  5“  =4,  on  trouvera  g = 4". 

En  fubftituant  cette  valeur  de  4 dans  U fécondé 

=é,  on  trouvera -6=-; 4 “ b. 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g, b,  dans  la  3*75"*’’  f= 

» «»  » n 

7 * tl,  H.  on  trouvera  i = S bb 

1— n 

•♦•-;4  " C. 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  h/$,  dans  la  4*  7g“~*  =: 

i X X g"'“’  b>  — ^ X g’^*  bi  d,  on  trou- 

I— ja  1 — »n 

vera  4 = i x -if ^ x a “ é * bç 

t ««n 

**•  i 4 “ i/. 
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On  trouvera  de  la  même  maniéré  les  valeurs  de  /,  de 
&c. 

4°  Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  g,  h,  i,  k,  &c.  dans  x=g 
^hy  ky'  &c.  & l’on  aura  x =:a-^by^cyy &c.  " 

2.  >— O 1 1 n !<— la 

= **  biyy " iy 

' V > — n 1 — i n f 

Ce  e'/o»;  propojé. 


Exemple  VIL 


Z 1 i.  7** RO  VVER  la  fuite  infinie  qui  efl  la  valeur  de  ay  byy 
•+■  cy*  dy'^  *4-  cy*  &c.  “ 

X L faut  fuppolcr  x = ay byy  cf  dy*  •♦-  ey'  &c.  ^ 
Par  conlcquent  = ay  hyy  -4-  cy^  dy*  ey'  &c. 
Et  tranfpofant  o = ■ — x"^  ay  byy  cy>  ^ dy*  ey*. 
Sec. 


r 


La  quelHon  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
. équation.  Pour  la  trouver, 

1*.  Il  faut  fuppolër  x = gy  l^y iy^  Igi*  ly^  &c. 
les  grandeurs  g,  b,  i,  Sec.  font  indéterminées. 

2°.  Il  firut  prendre  la  valeur  de  *■"  par  cette  équation  en  fe 
* io6.  (êrvant  de  la  formule  generale  , & la  fubdituer  à la  place 

de  — jr“  dans  l'équation  o = — x"  ay  byy  Sec.  & l’on 
aura  l’équation  changée  qui  fuit. 

■ x"  — -g"y''-  hyy  ^jx’~g"~‘y'^*bby*^^x^X'^g''~^jr‘~^l>Y 


— f<g -T  X 


a-.  y<^—hi/&eC. 


— iy* 

\j*-*y±in*'}*ttc,=^ay  >^byy  a^cy^ 

Pour  donner  à cette  équation  changée  la  forme  qui  lui 
convient  , afin  que  les  puiffances  de^ , prifes  de  fuite  y,yy,y^t 
y*.  Sec.  en  diftinguent  les  termes,  il  raut  faire  en  forte  que 
fe  trouve  dans  chaque  coëficient  , en  confiderant 
qu’on  prend  pour  cocficients  toutes  les  grandeurs  qui  pré- 
cedent  dans  chacun  de  ces  produits  les  puiflànces  y,yy,y*t 
&c.  de  l’inconnue/,  qui  doivent  diflingucr  les  termes 

de  . 
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derëquation}  & il  faut  qu en  faifânt  ce  changement,  chaque 
produit  ait  toujours  fa  même  valeur,  & que  cela  ne  la  change 

point . 

En  fàifant  ce  changement,  comme  on  le  voit  dans  Téqua.  • 
tion  fui  vante,  on  aura  exactement  la  même  équation  chan- 
gée, qui  ne  diffère  de  la  precedente  que  dans  la  feule  expref 
fion,  & les  termes  de  l’équation  feront  diftingués  par  les 
puif&nces  7,/r, /,/,/,  &C. 

r — — y"~  '^y — ’y''~"'byy^^x^g''“*y''~'bby^ — ' h'y 


—tii^ay  •*^hy 


• Cyi 


— îg^-'f-'ky^ 
^dy^  (3C( 


3°.  Il  âut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befdn  pour  déterminer  les  grandeurs  indéterminées 
gth,i,k,&Cc. 

Par  la  première  de  oes  équations  /*“'  g"=ia,  on  trouvera 

g = a^  y~  f Ôcgy  = a~^  y‘. 

En  fubliituant  la  valeur  de  g ou  de  gy  dans  la  fécondé 


1—g 


^ g”~'f~' h=b,on  trouven  b=^  a by  “ . ' 

' En  fublHtuant  les  valeurs  de  g,h^  dans  la  3*  f ^ * 

==  — f y’'~'  bb  c,  on  trouvera  i = -♦- 1 x 

' T—*»  1 -«-W  I — f>  1 

■Vr  cy  " . 

En  fubllituanc  les  valeurs  de  g,  A,  i,  dans  la  4*  ÿ g ‘ ^ • 4 

— — J x,-'*^*'-'X  ~ g é’  — Y ^ ^ bi 

' I Jft  I— ft 

on  trouvera  <»  - î -t-^x 

- I ^ aa  1— .ft  i-»»n  1 

4“  hey  a " dy  . 

4*.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  deg,é,i,t,  dans  jt—gy>*i»by) 

« - X 

H-  if  &c.  & l’on  aura  x = hyy^  cf^dy''  &c.  • 

i X i~»n  ii»ft  1 an  * ^ a n 

^ y'  ^ \ a hy  “ — “ bby  " 

• * 1 4i  a» 

cy  •, 

...  , Hhh  - . . . 
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I J n J ^ ? n Y ^ 4ù 

*»  w %/  1 ^ m J.  A Ll  tu  * J.  V Z***  W ^ ~*  >*»  V ^ 1?  jm  II 

» -îï- X — IT-  <*  ^ — ^ in 

J --  an  I >n  t — m 

X-^ 


x-^a  " tfr  * 


dy' 


«4«-;X  — J- 


**4* 

b*y  " 

> ^ 4n 

O " bbcy  “ 

*"*•*»  » «»■  4» 


<j  **  ccy  ^ 

'*  — >ft  » ^ 41^ 

a bdy 

_»_— ft  I ^ 4A 


•♦•t  <» 


O 


Ceft  la  fuite  qui  cft  la  valeur  de  ay  -♦•  iyy  cf  dy*  &c  " 
Ce  qui  était  propofê. 


R E M A R QJJ  E 5. 


t •'••• 

fur  le  fixiéme  & le  Icptieme  exemple  les  mSmés 
remarques  que  l’on  a faites  fur  le  cinquième  exemple , & l’on 
verra  clairement  que  la  première  méthode  du  fécond  Problè- 
me étant  démontrée,  les  formules  generales  pour  élever  deux 
grandeurs  & une  fuite  infinie  de  grandeurs  à.  une  puiflànce 
quelconque,  font  auffi  démontrées  pour  tous  les  cas;  c’eft 
à dire  , on  verra  clairement  qu’on  a démontré  qu’elles  for- 
vent  à élever  deux  grandeurs  & une  fuite  infinie  de  gran- 
deurs à une  puiffance  quelconque , quelque  nombre  qu’en 
puifle  être  l’expofânt , foit  entier , foit  rompu , foit  pofitif , 
foit  négatif}  & qull  cft  auffi  facile  d’élever  par  cette  for- 
mule deux  grandeurs  ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une 
puiffance  fort  élevée  , qu’il  eft  aifé  par  la  méthode  ordinaire 
de  les  élever  au  quarré  ou  à la  troifiéme  puiflànce;  & qu’il 
eft  auffi  focile  d’en  extraire  la  racine  quelconque , que  d’en 
extraire  la  racine  quarréc  ; puifqu’il  n’y  a qu’à  fubftituer  dans 
ces  formules  generales  le  nombre  entier  ou  rompu , pofitif  ou’ 
négatif,  qui  eft  l’expofant  de  la  puiflànce  qu’on  veut  trouver', 
à la  place  de  » qui  le  reprefente , & les  grandeurs  dont  on 
cherche  la  puiflànce  ou  la  racine,  à la, place  des  grandeurs 
«I,  i,  r,  &c.  des  formules  generales . 

On  verra  auffi  que  quand  l’expofânt  de  la  puiffance  à la- 
quelle on  veut  élever  plufieurs  grandeurs , eft  un  nombre  en- 
tier pofitif,*  l’on  trouve  une  fuite  finie  ; mais  qu’elle  eft  infinie 
dans  les  trois  autres  cas,  c’eft  à dire,  quand  l’expofant  de- 
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la  puUIànce  eft  un  nombre  entier  négatif,  & quand  il  ell  un 
nombre  rompu  pofitif  ou  négatif. 

IL 

On  verra  lu/âge  de  ces  formules  generales  qui  fervent  à éle- 
ver deux  ou  plufieurs grandeurs,  ou  une  fuite  de  grandeurs  à 
une  puifTance  quelconque,  dans  les  exemples  fuivans,  & l’on 
doit  avertir  ici  qu’elles  font  dune  extrême  utilité  pour  trouver 
des  formules  generales  qui  fervent  à découvrir  la  réfolution 
des  Problèmes  les  plus  compofes. 

ExempleVIIL 
R trouver  la  valeur  de  * dans  l’équation  x*'  — 
•^—x* — jnnyyxx-^fp)^ 

' I®.  IIûutfuppoforar=/»^*H-t/  ‘ &c. 

<ï,i,c,  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

2®.  11  faut  fubftitucr  dans  la  propofée  les  valeurs  de  jr,  prifes 
de  cette  équation  indéterminée , 6c.  l’on  aura  l’équation  chan- 
gée qui  fuit. 


X 

__  52! 

I_ 

■ tLA 


= H-  a‘y^ 


•4-  6a'iy* 

-4-  l^a*bby^ 

&c. 

—Kf 

&c. 

n 

* 

&c. 

— t^ttdby* — jnnbby'^ 

&C. 

■H  i^nnacy'* 

•ppf  = •^ppy*’ 

■ i*ny*  = •4«  6n^f 

3'^.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chao- 
géc  égal  à zéro , ce  qui  donnaa  les  équations  dont  on  a 
befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  a,  b,c,  &c. 

Par  la  première  a*  — jitnaa  6a*  = o,  on  trouvera  que 

1 

la  plus  petite  valeur  pofltive  de<*eft  b%  car^B  — »=o, 
'«ft  un  divifeu  r exafi  de  a*  — 7«»«4-t-6»*=o, 

En  fubllituant  la  valeur  de  a dans  la  2*  i^nnab  — 6ab^=x 


-n* 


PP, on 


trouverai  ^ 


PP 


Hhh  ij 
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En  fubnituant  les  valeurs  de  a,  b,  dans  la  3*  i^nnac — 

= ^ b-^i^a‘'hb  — ^nnbb , on  trouvera  c = 

n - - - 

f>  64»* 

64»*  64»* 

X 

4’.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  a,  b^e,  dans  x = 

•i- by  ‘-^cy  ^ &c.  & l’on  aura  = >y‘‘ 

PP  i 158  f 4 P* 

8«*  ^4»*  64«*  64»* 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra. 


Application  de  la  première  metbode  du  fécond  Problème  à la 
réfaltttion  des  /quations  qui  contiennent  det  ctifferencei . 

Avertissement. 

*■  J_j  E fécond  Problème  fért  auffi  à la  réfblution  des  équations 
qui  contiennent  des  différences , & l'on  peut , par  la  première 
méthode  de  ce  Problème  qu’on  a expliquée , & par  la  fécondé 
qu’on  expliquera  dans  la  fuite , trouver  la  valeur  approchée  à 
l’infini  de  laquelle  on  voudra  des  inconnues  de  l’équation,  ex- 
primée par  une  fuite  qui  n’aura  que  les  puiflances  de  l’autre  in- 
connue, ou  des  autres  inconnues,  s’il  y en  a plufieurs , avec 
des  grandeurs  toutes  connues.  Et  comme  cela  donne  la  réfolu- 
tion  de  plufieurs  beaux  Problèmes  de  Geometrie,  on  va  faire 
l’application  de  la  première  méthode  à plufieurs  équations  qui 
contiennent  des  différences.  On  fuppofé  feulement  qu’on  fçait 
le  calcul  des  grandeurs  différentielles , qui  cft  expliqué  dans  la 
première  SeUio»  de  tAnalyjedes  Infinimens  Petits  ; & fi  on  veut 
l’appliquer  aux  équations  qui  contiennent  des  fécondés  diflô- 
rences  ou  des  troifiéraes  différences,  &c.  il  faut  fçavoir  le  cal- 
cul de  ces  différence»  fécondés,  troifiémes,  &c.  qui  eft  expli- 
qué dans  r Article  6 j du  même  ouvrage . 

Préparation  des  équations  qui  ont  des  différences , ajin  d'y  appliq  utr 
la  méthode  du  fecorsd  Problème. 

Î.6. ^OPPOSANT  que  les  équations  différentielles  aufquelles  on 
veut  appliquer  la  méthode  du  fécond  Problème , ont  les 
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deux  inconnues  a?  & / , avec  leurs  différences , & qu’on 
cherche  la  valeur  de  x par  une  fuite  dont  les  ternies  o’ayenc 
que  les  puifTances  de  y avec  les  grandeurs  connues  des  cqua> 
tionsi  il  faut  toujours,  avant  d’appliquer  laniethode,  faire 
en  forte  par  la  multiplication,  la  divifion,  ôcc.  que  la  diffè* 
rence  de  la  fécondé  inconnue  , foie  dans  le  dénomina- 
teur, éc  ne  foie  point  dans  le  numérateur.  Par  exemple,  fl 
l’on  propofe  de  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  dx 
->■  ydx  — = o,  il  faut  divifer  tous  les  termes  par  dy,  & 

J’on  aura  l’équation  préparée  — 1=0.  De  même 

fi  l’on  propofe  de  refoudre  l’équation  dsd  = , il 

faut  multiplier  tous  les  termes  par  i — yy»^  enfuite  lesdi- 
yifer  par  , & l’on  aura  l’équation  préparée  i — ^ 

= O . Si  l’on  propofe  l’équation  dx  x 

= \dy  , il  faut  multiplier  chaque  membre  par  a>/ rr  — xx^ , 
& enfuite  les  divifer  par  , & l’on  aura  l’équation  préparée 

X qr  f — q X v^rr  — xx  y/ rr  — xx  = o.  ' ' ' 

’ Il  en  eft  de  même  des  autres  équations  différentielles . 


Exemple  IX, 

ity.  Pour  trouver  la  valeur  de*;  dans  l’équation  différentielle 

I®.  II  faut  fuppofér  x = ay  hyy  cy’  ey*  fy'  ccc. 
d’où  l’on  déduira  en  prenant  les  différences  de  chaque  mem- 
bre, -^  = -t-  4 ^ 2^  •+•  ^cyy  40”  -h  ^fy*  &c. 

2*.  11  faut  fubftituer  la  valeur  de  -jy  dans  la  propofée , & 
elle  fera  changée  en  l’équation  qu’on  voit  ici . 

r ^-0-= -t-4 -H  26y-4-3<:yy-*-4e^’-*- 5/)*  &c. 

O— J •^•ay  -*-2^/-t-3r/ 


3®.  Il  faut  fuppofér  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , . ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulie-  , 
res  qu’on  a fuppofé  de  coëficients  indéterminés  , lefquelles^ 
ferviront  à en  trouver  les  valeurs. 

Par  la  première  ■+•  4 ■ — i = o , on  trouvera  a = 1. 
Par  la  féconde  atjr  4V  = o , on  trouvera  h = —z 

Hhb  iii 
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Par  la  troifiéme  «4-  yyj  -4*  ihyy  = o,  on  trouvera  f = •♦•i. 

Par  Ja  quatrième  -*“4.ey’  ^cy'  =o,  on  trouvera  e=  — i, 

, Par  la  cinquième  -4-  “♦*  49*^  =o,  oo  trouvera  f=^i. 

4°.  En  AjblUtuaot  ces  valeurs  de  a , b,c  ,e,fy  à leur  place 
àznsx=ay  byy-^cy^  -^-ey*  •^fy',  on  aura  x = jy  — ^ 

•+•  — ^y*  Ÿjf*  &c 

C'ell  la  valeur  approchée  de  x que  l’on  cberchoit. 

Exemple  X. 

Zi  8 pou  R trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  xx  — rr 

rrdx*  ^ 

•4-  O. 

i“.  Il  faut  fiippofcr  x.=  ay  *4“  by^  •4»  cy^  •*“  ey"*  ’*‘fy 
les  coëficients  a,  b ^ ôcc.  font  indéterminés.  On  ne  peut  pas 
fuppofer  x = ay  •*-  byy-^  cy'  ey^  &c.  parceque  dans  cette 
fuppofition,  on  ne  pourroit  pas  trouver  toutes  les  équations 
particulières,  propres  à déterminer  les  valeurs  de  tous  les  coë- 
ficients indéterminés. 

En  prenant  la  différence  de  chaque  terme  de  x = «/  *4»  by* 

-4-  r/  &c.  on  aura  -J'-  = 4 ■+'  \byy  -4-  $cy*  -4-  jey*  -^-çfy*  &c. 
quarrant  chaque  membre  de  cette  équation , on  aura 
-^T  = 44  -4-  6al>yy  -f  pbby*  *4-  1449*  -4-  ijrr/  &c. 

-4*  loacy*  "4-  ^obey*  -4- 

•>r  \ibey* 

■quarrant  auffî  chaque  terme  de  l’équation  fuppoféc  x = 4/ 
by'  *4-  cy'  &c.  on  aura 

XX  = -4-  aayy  2aby*  -4»  •4-  24r^  &c. 

■4-  24fy  *4-  îtrj'* 

i".  Il  faut  fubffituer  ces  valeurs  de  ^ & de  xx-  à leur 
■place  dans  la  propofée  , & elle  fera  changée  par  cette  fubffU 
tution  en  l’équation  infinie  qu’on  voit  ici . 

Ç XX  = aayy  ■4-  ^.ahy'*  "4»  bhy^  -4-  a4f^* 

I -4-  ^acy  ^ ibty' 

I — rr  = — rr 
-4-  ^ = ^aarroi^  6ahnyy  ■*“  pbhrry^  i/[.aeny*  ■4-  lycrry* 
I •4»  loacrry*^  lobcrry‘  «4»  i tafrry* 

• *4-  dj.iberry' 

3*.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  ch.m- 
•gée  égal  à zéro , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulie- 
jcs  pour  déterminer  les  coëficients  indéterminés , qu’on  a fup- 
pofé  de  ces  coëficients  indéterminé.  ^ 


&c. 
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Par  la  première  on  trouvera  = i , d’où  l’on  déduira 
< = ■*•  I . Par  la  fécondé  on  trouvera  b=.  — : par  la 

troificme,  c = -♦-  par  la  quatrième,  e = — : par 

la  cinquième,  f= 


4*.  II  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  e,  6cc.  dans  l’équa- 
:ion  fuppolee  x = ay  by^  cf  &c.  & Ion  aura  x =]/ 

-,lltcr>  • C’eft  la  valeur  approchée 


7’ 

4rr 


7* 


S04«f» 


de  X que  l’on  cherchoit. 

Exemple 


P 


XL 


ou  R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 

\ O , 

1”.  On  fuppofera  x = ay  •^by*^  cf  -4-  ey"^  ’^fy^  &c.  d’où 
l’on  déduira  -4-  ^tyy  -4-  yry*  -4-  yy*  -4-  5/ÿ'  &c 

en  quarrant  chaque  membre , on  aura 

^ = •4-  -4-  4abyy  phby*  »4-  i4<jfy  .•4-  i$ccy*  &c. 

-4-  loacy*"*-  lolcy*-^ 

* ^ 4f.2bfy* 

On  fub/lituera  cette  valeur  de  dans  la  propolec, 
& l’on  aura 


r I = *4- 1 

i** 


O 


— 7*-,  =— — — ÿlhy*  — Haey* — i^ccy*  - 

— I oacy*  — 3 oér/*  — 

J — 4-^bty* 

•4-^’  = 44^y  6aby*  ^^hly*  -^i^aey* 

■4-  1 04<7*  -4"  3 obc]^ 

3*.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro. 

Par  ces  équations  particulières  on  trouvera  «i  = •♦•  i - 


&c. 


l’on  cherchoit. 


Exemple  XIL 

1 3 O'  So  I T propofé  de  trouver  la  valeur  de  — x par  le  moyen 
de  l’équation  ^y  — rrx  — — pxx  — o. 
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I*.  II  fautfuppofer  x = ayy hy*  c/ Scc.  l’on  dé- 
duira = -♦-  2ay  •‘f  ^y^  -H  6cy'  &C.  & jr;r  = -4-  aay^ 
H-  2at>y'‘  bby''  &c. 

-H  z<»9* 

2°.  Onfubftituera  ces  valeurs  de:r,  ;^;r  à leur  place 
dans  la  propolce , & l’on  aura 

■ ^pyy  =-^pyy 

_ J — rrx  = — arryy  — brry*  — crry*  &c, 

~ 1 = — 2arryy—^bny*  —6crry<‘  &c. 

•t-pxx  = -^oapy*  &c. 

3*.  II  faut  fuppofcr  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

On  trouvera  par  ces  équations  particulières  <*  = •♦•  -t-/ 

^ rsfïTî  > ^ jôfTxV’xTTT.. 

4*.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  Sec.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  X = ayy  -t*  hy*  •*-  cy*  &c.  & l'on  trouvera 
^ -+•  ïxrxfxTTT^/  &c.  d’où  l’on  dé- 

duira  ^ - X = 

Ce  qui  etoit  propofée . 

Si  Ibn  veut  fuppofcr,  pour  abréger,  -ÿ-  = »,  on  trou- 
vera —, — x — n — ■-  &c, 

, Exemple  XIII, 

3 J , jP O U R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l'équation 

.^x  qr  -*•  V—~q  X i/rr  — xx  — \/rr — =;  o , 

1®.  Il  faut  fuppofcr  x — ay  by^  ey'  &c.  d’où 
l’on  déduira  = -♦-  <»  h-  ^byy  y y*  -4-  yey*  &c. 

•t-  XX  = «4-  at^y  -4-  -4-  %*  &c.  -4-  x«  = «4«  a®/ 

I •4*  2acj/^ 

H-  &c.  H-  X*  =-4-  a*f  Sec. 

U faut  auffi  réduire  /rr  — xx  = rT^"^  * en  la  fuite 
qui  exprime  cette  grandeur,  par  le  moyen  de  la  formule  gene- 
20 J.  raie,  * où  il  ne  faut  que  fubflitucr  1 à la  place  de  »,  rr  à la 
place  de  <»,  & — xxï  la  place  de  b-.  Se  l’on  aura  /rr  — xîc 

S=  rr ~!CX  P — - ïî 8rr 

^ >'  aX«ri  ““ 

11  faut  concevoir  cette  valeur  de  /rr  à la  place 

de 
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de  Vrr~xx  dans  la  propofée,  & fubftitucr  les  valeurs  de-^, 
XX  f X*,  x*>  &c.  à leur  place  dans  la  propofée,  & l’on  aura 


■ -5^  X = ibqryy  h-  5 cqry*  yeqry* 

jJ-  X t/rr—xx  = -iratr  ^btryy  ^ctry*  ^ yetry* 

tlLvy 


ir  •'  ir  / 


«' 


aX4r*-' 


—f 

7»»" -6 
ir  ’ 

»X4r'  ' 


&C. ' 


&c. 


lX«r 

«.’r 


^ X ^q/rr—xx=’-~arq  —îbqryy  ^^cqrf—  yeqry* 


atc; 


1X4'*  ’ 


*— r r — ATAf = — I 


iJÎfL 

xr 


w --Ir/* 


&C. 


1X4»'*  *' 

& 

' lX4Xxr' J* 


a*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro. 

3°.  On  trouvera  par  ces  équations  particulières  4 = -♦■  7 , 
î i«rf— 9î*  *r°r 


hz=z. 


6rri*  »* 


it>yf— 9?»  

iîor*(’  * 


4.{04yyr— 14  55» 
50401’*»*“  * 


4*.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,b,c,  &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  a:  = ^ ry  &c.  & l’on  trouvera 

J y'  î°W~9f» „5  „7  &C. 

' ftrt*  izor*»’  ’ 5040»*»*“  * 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

lii 
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\ 

Exemple  XIV. 

2-3  2-  Pour  trouver  la  valeur  de  dans  l’équation  xx 
— »n  =0,1*.  il  faut  fuppofcr  x=a  •^by 
&c.  les  grandeurs  a,  b,  c,  e,  font  indéterminées. 

2®.  Il  faut  prendre  par  cette  équation  fuppofée  la  valeur 
^ -2r>  ^ trouvera  ^ ^eyy  &c. 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  xx  & celle  de  , dans  la 
propoféc , & l’on  aura  l’équation  changée  fuivante. 

XX  ■=  /ta  laby  •^bbyy  •^“lècy^  »*"&c. 

’*‘2acyy^iaty' 

— ■ — ^cy^  — &c. 

•^ny  = 

— tm  = — ntt 

3*.  Il  faut  fuppofcr  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
Il  zéro,  & l’on  trouvera  par  les  équations  particulières  que 
c donnera  cette  fuppofition,  4i  = n\  b = — ÿ;e  = — , 

e—~—  —2 

^ ~ ^ «H»  * • 

4°.  Il  faut  fuhflituer  ces  valeurs  des  indéterminées  à leur 
place  dans  x = a**‘by^(yy  &c.  & l’on  aura  x=zn  — ^ 
— C’efl:  la  valeur  dex  que  l’on  cherchoit. 

St  (onde  maniéré  de  rtfoudre  le  mime  exemple. 

Si  » ^toit  moindre  que  7,  il  faudroit  prendre  une  fuite  oîk 
les  puiflances  de  7 fc  trouvaflent  dans  les  dénominateurs  des 
termes,  c’eft  à dire,’  il  faudroit  que  les  expofaus  des  puiflàn< 
ces  de 7 fuffent  négatifs,  de  la  maniéré  fuivante. 

i".  Il  faut  fuppofcr  x = ay  ly*  cjT'  <7“’  -t-ôte. 

2°.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  par  le  moyen  de  cette 
équation,  &.  IVm  trouvera  -'^~  = a — <7'*  — 2ey~‘  Sec. 

Il  faut  fuhflituer  les  valeurs  de  xx  Si  àe  ^ dans  la  p(o* 
pofée,  & l’on  aura  l’équation  changée  fuivante, 

XX  = aayy  •^lahy -^bb  •*-2écy~'  •^Scc. 

•^•lac  •*“2aey~' 

— — ayy  * «t-c  — zeyri 

•^ny  = H“»7  J 

— »»  = —tttt 

3®.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
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à zéro , & Too  trouvera  par  cette  fiippoCtion  a = 

— , f = *4-  ^nn,  e = -f  -.V»^ 

4®.  II  faut  fubllituer  ces  valeurs  dans  at  =4^  -4-fi/ 
mt-ôcc.  & l’on  trouvera  x —y  — \a  &c. 

C’cft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Exemple  XV,  où  il  y a trois  inconnues. 
Avertissement. 

^55*  Jl  y a des  Problèmes  de  Géométrie  où  l’on  efl  obligé  d’em- 
ployer trois  inconnues  X avec  leurs  différences,  dans 
l’équation  qui  en  exprime  toutes  les  conditions:  Et  il  faut 
remarquer  que  cette  équation  qui  exprime  toutes  les  con- 
ditions du  Problème  , a été  formée  par  les  équations  par- 
ticulières qui  ont  été  réduites  à cette  léule  équation  qui 
les  contient  toutes  ; ôc  que  par  confequent  s’il  y a trois  in- 
connues , ou  un  plus  grand  nombre  , il  doit  y avoir  des 
équations  particulières  qui  expriment  à part  le  rapport  des 
unes  aux  autres  : ces  équations  particulières  doivent  être 
données  ou  connues  dans  les  exemples  où  il  s’agit  de  trou- 
ver la  valeur  de  l'une  des  trois  inconnues  par  une  fuite  qui 
ne  contienne  que  les  deux  autres  avec  les  grandeurs  con- 
nues de  l’équation. 

• Pour  trouver,  par  exemple , la  valeur  de  at  dans  l’équation 
— naly  = o,  ou  divilânt  par  dans  l’équation 
— X — » = o>  OÙ  l’oo  füppofc  que  dans  le  Problème 
qui  a donné  cette  équation  , l’on  a l’équation  particulière 
—yJy  =0,  ou</^  =14 ou = 

= I qui  exprime  le  rapport  de  à : pour  trouver, 

dis-je  , la  valeur  de  x dans  — x — « = o , i*  , il  faut 
fuppofer  X = er^~‘y  l>z~Y  ^~*y*  a,  b, 

f,  e,  font  des  grandeurs  indéterminées. 

a®.  II  faut  prendre  la  valeur  de  dx  dans  cette  équation 
fuppofée,  & l’on  trouvera  d'abord  dx  = ecC'dy  — ar^ydx, 
•4-  ihXT^ydy — ^hx^^y^dz ^ ici~Ydy — icz~*fdz’*“ ^f^^fdy 
— &c.  Il  faut  fubllituer  au  lieu  de  d\  fa  valeur  idy 
, & divifer  le  tout  par  & l’on  aura 

= ffÇ'dy  -4-  2bz~y  •<“  4^?“^  Scc. 

— a\~'y  — azrY  — riz~*'y 

—ihxr'f—icxry 
lii  ij 
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U faut  fubftiruer  les  valeurs  de  & de  a;  dans  la  propo* 
fée,  & l’on  aura  l’équation  changée 

^ —a  -t-  ih'C'y  3^^“*/  &C. 

— ac'y  — ^O*  — 1^0’ 

—■àhry  — iczr'f 
—}t=  — ac'y  — ^o*  — 

3*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
It  zéro,  ce  qui  fera  trouver  4 = »,  fr  = »,  c = e = 

a a ^ 11^  • 

TT» ~ï“»  • 

4°.  11  faut  fubflituer  ces  valeurs  de  »,  b,  c,  &c.  dans  l'équa- 
tion fuppofée  , & l’on  aura  x = nxT'y  «t"*/ 

^ vakur  de  or  que  l’on  cherchoic. 


CôroUairef  ^ui  fuivent  de  U première  méthode  du  fécond 
Problème. 

Corollaire  L 

tontient  ce  qu'on  appelle  le  retour  des  fuites^  ou  la  maniéré 
de  trouver  la  fuite  inverfe  d'une  fuite  donnée. 

i J 4'  T tO R s QO’ G N a la  valeur  de  xr  exprimée  par  une  fuite  des 
puidances  dey-,  avec  des  coëficicnts  connus  dans  tous  les  ter- 
mes , par  exemple  x — qy  byy  ^ cf  ey*  ■+■  fy'‘  Scc. 
ou  bien  x = ayr-bf  •>fcy'  -*-ey'^  -^fy*  «Scc.  ou  bien  x = ayy 
hy*  cy‘ Sic.  ou  de  quelqu’autre  maniéré  que  ce  puiflé 
êtrei  on  peut , par  la  meme  méthode,  trouver  la  valeur  de> 
par  une  fuite  des  feules  puiffanccs  de  x , dont  les  ccéficients 
connus  n’auront  que  les  grandeurs  connues  »,  6 , r , e , Scc. 
de  la  fuite  ^ppofee  connue  , C’eft  ce  qu’on  appelle  le  re- 
tour  des  fuites. 

On  fuppofe,  par  exemple,  x ay  byy cy'  ey*  fil* 
&G.  les cocficients 4 , b,  e,  e,/,  &c.  font  fuppofés  reprefen- 
ler  des  grandeurs  connues.  Pour  trouver  la  valeur  de^,  l’é- 
quation propofée  fera  o = — - x ay  byy  cy*  ey\ 
^fy'  Scc. 

I®.  On  fuppoférâ  y x=3.lxa^  mxx  4-  nx'  -4-  px^  4-  fx’  •^•rx* 
&C.  les  coèScients  l,  m,  »,  &c.  font  fuppofes  indéterminés . 
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1*.  Oo  déduira  de  cette  fuppofirion  y)  = üxm  a//»;»» 
mmx*  ilpx*  finx*  &c. 

M-  a/»;e*  im»x^  2/^x* 

2w/>a;‘ 

= l*x^  ^Jlmx* ilmmx^  ^Upx*  &c. 

•*i*^llnx^  •^•ôlmnx* 

Jf*  :=  «l-4/^OTX’  H-  fMmmx*  &c. 

■H  4l*flx‘ 

= /»X»  *4-  5^/»x*  &c. 

/ = /V  &c. 

On  fubftituera  ces  valeurs  à.cy,yy,  &c.à  place  de  y,yy^  &c. 
dans  la  propofée>  & l’on  aura 


•^cy^  = 


==■ 
^gf  = 


x 

alx^amxx‘*‘anx^  •¥>4px*  •^aqx^  ^atx* 
bllxx  ■+•  aWwx*  bmnpi*  «4-  ibipx  bwBx* 
•^2bln*  •^ibrnnx^  •*‘2blqx* 

H*  ibmpx^ 

•♦"f/'x’  «H  icUmx^-*-  ylmmx^’*f‘  icUpx‘ 

«4«  ^cUn^  -*•  èclmnx* 
•^cnPx* 

•^•/f.el^mx^  •^ôellntmx* 

•4*4f/»BX* 

•^fl*x*  •*“  ^fl*mx* 

•^gl*x* 


3°.  On  lûppoléra  chaque  ferme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro,  âc  l’on  trouvera  par  ces  équations  particulières 


w = — 


. aW  — 4f  ^ 

~7T*  P 


_ — éét 


^ — xiAie  ^ }RJr«  — «V  «.  •- 

r—  r s 


4>i*  t4sh V 

4U 


— aïtfaWe  7j  7JÎ  J/— ^ 

' 4*»  > 

4®.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coélïcients  indétermi- 
nés /,«»,»,  &c.  à leur  place  dans  y=xlx^*-  mxx  «♦«  nx^  &c.> 

& l’on  trouvera  >=.-?  — 


i4éce  — Â^f 

■■  — ^ ^ 


lii  iij 
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4>i>*  "K  844IV  ^ 74*»  ^ ^ 

4K  ^ OCCb 

C’cit  la  valeur  de  jiq^ue  l’on  cherchoit.  ■ ■ 

R E M A R qjj  E s. 

I. 

*3J  On  peut  de  k même  manière  trouver  la  valeur  de  y dany 
les  équations  x = ay’^hy*  cy'  &c  = a)y  hy^ ^ cy^ 

&.C.  & dans  les  autres  où  les  expofans  des  puiflanccs  de  y font 
en  progrefiion  arithmétique.. 

Quand  on  aura  les  valeurs  de  y dans  tous  ces  cas  differens , 
ces  valeurs  ferviront  de  formules  pour  trouver  tout  d’un 
coup  la  refolution  ^ des  Problèmes  qui  font  les  inverfes  de 
ceux  qui  font  exprimes  par  les  équations  où  l'on  a trouvé 
la  valeur  de  x par  une  fuite  qui  contenoit  les  puifknces  de 7, 
dans  les  exemples  précedens , & dans  tous.  les.  autres  /êtn» 
blables.. 

Pour  en  faire  voir  ici  une  application , on  fe  fervira  du  neu- 
•xïTwieme  exemple , * qui  fert  dans  la  Geometrie  à trouver  le  I<v 
garithme  hyperbolique,  reprefentc  en  general  par*,  de  tout 
nombre  donné  reprefenté  en  general  par  i «+«^ . 

.»L’on  a trouvé  le  logarithme  *=  jy  — ^yy  ^iyi  — ^ 

Pour  trouver  le  nombre  i y,  qu’on  fuppolè  à pre/ënt  in* 
connu  , par  une  fuite  qui  contienne  les  puHfances  du  loga- 
rithme connu  X,  il  ne  faut  que  fuppofer  i =a,  — t = ^» 

7 = c,  — 7 = e,  j-  =/,  &c.  & fubftitucr  ces  valeurs 
de  a,b,Cyôcc.  dans  la  formule^  = 7 — ~ ^ 2R-" 

& l’on  trouvera  y = j — &c. 

Ajoutant  l’unité  à chaque  membre , on  aura  r j(  r 7 
— i **  •♦•  7^,  *’  &c.  où  * étant  fuppolee  connue,  y l’clt 
aulC  . Ce  qulétôit  propofé. 

^ 

Sans  fupputer  de  nouvelles  formules  pour  Te  retôur  des 
fuites  dans  les  cas  où  les  expolkns  des  puiflânees  des  y,  ne 
font  pas  dans  la  progreflion  naturelle  i,  2,  3,  &c.  mais  fui- 
vant  la  progrclDon  2,  4,  6,  &c.  ou  i,  3,  y,7,&c;  ou  une  autre 
quelconque  dont  les  termes  font  des  nombres  entiers;  on 
peutfe  fervit  dans  ces  cas  de  k forraule’feule  du  1"  CoroU 
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laire  ; par  exemple , la  valeur  àe y g^f. 

peut  fervir  de  formule  pour  trouver  tout  d'un  coup" la  valeur 
de  y par  les  puiflânces  de  ar,  dans  les  équations  infinies  oîi 
ks  puiflances  de  y feroient  y,y\f,y\  &c.  en  fiippofant, 
i“,  tous  les  termes  de  la  formule  où  fe  trouvent  les  puifian-, 
ces  paires  de  a-,  comme  aca:,  ar»,  a‘,  &c.  égaux  à zéro,  & re- 
tranchés de  la  formule;  & en  fuppo/ânt,  ^aux  à zéro  tous 
les  coëficicnts  b,e,g,  &c.  des  puiflànces  paires  âey,  comme 
y>y  y‘,  de  réquation  fuppofée  x = ay*-byy-^ cj^  ^ cf 

Pour  trouver , par  exemple , la  valeur  de  y dans  1 ’équa- 
tion  * x=y  ^ if  jg . 

moyen  de  la  formule  précédente , on  fuppofera , i%  les  ter- 
nies — — — X*,  & les  autres  où  les  puiffances  de 

X font  paires , égaux  à zéro , & retranchés  de  la  formule. 

On  fuppofera , a afin  que  l’équation  propofée  x=.y 
•*-if  &c.  foit  reprefentée  par  x = ay  èyy  ^ ryi  ^ ey^ 
^ff^p*ôcc  a=i,i  = o,<  = i,  f=o,f  = ^, 

g — Ofb—rhi&.c. 

3“.  On  fiibilituera  dans  les  termes  de  la  formule  où  les  puif 
•fances  de  ;v  font  impaires,  les  valeurs  précédentes  de  a b c 
. &c.  & l’on  aura  > = ^ &c.  Ceft  la  valeur  dé 

y que  l’on  cherchoit. 

On  peut  de  même  fe  forvir  de  la  valeur  de  y r » 

. pour  le  retour  des  fuites  dans  les  autres  cas  * 

III. 


Z 3 7.  Si  X n’êtoit  pas  linéaire  dans  la  fuite  direéfe  x =ay -h  hyy 
H-  Cf  &c.  mais  qu’il  y [eût  par  exemple  jr»  = [L 
•+•  cf  -H  &c.  ou  en  general  x"  = ay~iy  hyy  -t-  cf  &c.  il  fau- 
droit  dans  ces  cas  commencer  par  élever  chaque  membre  à la 
puiflànce -J  ou  — , ce  qui  rendroit  x linéaire  dans  le  premier 
membre , & enfuite  on  trouverait  la  valeur  de  7 exprimée  par 
une  fuite  où  il  n’y  aurait  que  les  puiflançes  de  x avec  les  coëfi- 
cients  de  l’équation  propofée , comme  dans  le  premier  Co- 
rollaire . 


t C O R OLLÂlR  E II. 

138.  5 01 T une  équation  dont  chaque  membre  contienne  une 
fuite  infinie , comme  ox  bxx  -h  C)^  dx^  «t- •y^Jx^  ôcc. 


iip. 
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= ly'^>r*  myy  ^ny^  py*<^  qyi  4>  ry*  &c.  dont  ks  cocfi- 
cients  font  fuppolés  reprcfcnter  des  grandeurs  connues,  & 
dont  chaque  membre  ne  contient  qu’une  inconnue , c’eft  à 
dire,  que  l’inconnue  d’un  membre  ne  fe  trouve  point  dans 
l’autre  membre:  On  peut,  parla  même  méthode,  trouver 
la  valeur  de  l’une  des  deux  inconnues,  par  exemple  de  «•, 
exprimée  par  une  fuite  infinie  qui  ne  contiendra  eue  les 
puifTances  de  y,  avec  des  coëfkients  connus . Cette’  équa- 
tion peut  fe  remarquer  ainfi  par  tranfpofition , ax  •*-bxx  -4- 
•4-  é/x*  •*“  ex'  ^ fx*  &c.  — ly  — myy  — — py*  — 

ry*  &c.  = O . 

Pour  trouver  la  valeur  x,  i\  il  faut  fuppofer  x = ^y 
O’  Dy*  <*“  Ey'  -t-  Fy*  &c.  les  coëfîcients  yf,  5, 
C,  &c.  font  indéterminés. 

On  fubftitucra  cette  valeur  de  x,  & les  puifTances  de  cette 
valeur  à la  place  de  & de  lés  puifTances  dans  la  propofec , & 
l’on  aura  l’équation  changée  fuivante. 


r 


MX 


s 


1-/7- 


= 

»77  — »7’— 7/*lcC.— 


«Xjr*  8C*. 

-ibABy'  <Jr‘bBBj‘*  t^tbADy'  bCCy* 

r**%bACy^pb»zbBCy’  ibAEy*  Sid 
•+•  tbBDy* 

wb^cA’yi  i^jcA'By**^ieABBy'w^tB>y'^  &C, 

i-bmjeAACy'f^  écABCy* 
yAADy 

dX*y*  t^^iA'By'A/t  SdAABBys  &c, 
•4>  ylA'Cy* 

•bttA’j'  p4«  Sert 

Bcc, 

ly  -^myr  <~nyt  >—py*  r7*  giC, 


a*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l'équation  changée 
égal  à zéro. 

3°.  Il  faut  déterminer  par  ces  équations  particulières  les 
coëfîcients  indéterminés  yl,  fi,  C,  &c.  & l’on  trouvera  A = ^, 

« > ^ — ; ■%  ^ — ;; 

On  trouvera  de  même  la  valeur  des  autres . 

Pour  abréger  le  calcul,  on  laifTe  les  capitales  A,B,C,D,  &c. 
qui  font  les  coëfîcients  Indétehninés,  au  lieu  de  leurs  valeurs 
qui  les  précèdent,  & ces  capitales  les  reprefêntcnt . 

Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  yl,  B,  C, /?,  &c.  dans 
x=yiyi-Byy^  Cy'  H-  Dy*  &c. 

& 
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& l’on  aura  a*  ^ jy  -L'M  f 

Ccft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoiC. 

R E M A R Q_U  E S. 

I. 

C^ette  valeur  de*  peut  fervir  de  formule  pour  trouver 
tout  d’un  œup  la  valeur  de  x dans  les  cas  où  les  expofans  des 
puilTances  des  x & des  font  dans  une  autre  proereflion  arith- 
métique que  celle  des  nombres  naturels  r,  2,3,  &c. 

Dans  les  cas , par  exemple , où  les  expolâns  des  puilTances 
des  AT  & des font  impairs , comme  1,  3,  y,  7,  &c.  il  faudra 
fuppofer , I®,  dans  l'équation  ax  bxx  cx^  dx*  ex* 
t^fx*  &c.  = ly’¥‘  myy  h-  ny^  -H  />/’•  •♦«  <fy*  ry*  Sac.  les  coë- 
ficients  b,d,f,écc.  m,p,r,  &c.  des  puiflànces  paires  des  xSc 
des 7,  égaux  à zéro:  £r»  2®,  retrancher  de  la  formule  x=^y 
m- — 77  &C.  tous  les  termes  où  les  puilTances  de7fooC 
pires,  fçavoir  le  »*,  le  4*,  le  d*,  Ôcc.  comme  étant  égaux  à 
zéro. 

S’il  étoit  propofé , pr  exemple , de  trouver  par  le  moyen 
de  la  formule  précédente , la  valeur  de  x dans  l’équation 


X' 


-Ti/' 


40  J I a 

> I ! a / 


x’  &c.'  = ty  H- 17»  H-  -^7» 
&c.  il  faudroit  fuppofer , afin  que  cette 
équation  fuft  reprefentée  par  ax  bxx  ca?*  dx*  fA;* 
•Brfx*  &c.  = ^M-»»77»4-»7’-*-p7««»-f7>-t*r7*  &c.  que4  = r, 
h=  O,  c =7,  d=o,  e = ^,/  = o,  &c.  l=x=  t,m  = o, 
x=  ^ ,p=o,^  = -^ , r=o,s  =TTi  » &c-  Il  faudroit  en- 
core fuppofor  que  les  termes  des  puilTances  paires  de  7,  fçavoir 
le  2*,  le  4*,  le  6‘,  &c.  déjà  formule  x=.  {-y  — ‘-~7y&c. 

en  font  retranchés,  étant  égaux  à zéro;  & fublHtuer  enfuite 
les  valeurs  de  a,b,c,dp  &c.  dans  la  formule,  & l’on  auroit  la 
valeur  de  x dans  l’équation  propolée  exprimée  pr  une  fuite 
infinie  où  il  n’y  a que  desy;  ce  qui  eft  facile. 

II. 

*40»  Ce  fécond  Corollaire  contient  le  premier,  c’cftàdire,  la 
formule  que  fait  trouver  ce  fécond  Corollaire , contient  la 

Kkk 
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•formule  ou  la  valeur  de  jr  du  premier  Corollaire;  il  nyaqu’à 

mettre  dans  l’équation  ly-ti-my*  •>rny^  ^ ôcc,  =zax^^bx* 

-H  ex*  -t-  &c.  X au  lieu  dey  dans  le  premier  membre,  & » au 
lieu  de  a?  dans  le  fécond  membre;  & fuppofer  dans  le  premier 
membre  /==i,  & m=o,  n = o,  c’eft  à dire,  foppofer 
que  le  premier  membre  ne  contient  que  le  premier  terme 
iSc  cette  équation  deviendra  ix=  ay-^  hy^  ^ cy*  *4-  -t* e/ 

&c.  qui  cft  l’équation  du  premier  Corollaire.  Ce  qui  fait 
voir  que  la  formule  du  fécond  Corollaire  deviendra  la  for- 
mule  du  premier,  en  fuppolânt  dans  cette  formule  du  fé- 
cond Corollaire  a:  à la  place  de_y  ^y  à la  place  de  x,  & /=  x m 
=o,«=o,p=o,4=o,&c.  * 

Corollaire  III. 

Q N peut  par  la  même  méthode  trouver  la  valeur  de  x dans 
l’équation  ly^myy^  ny*  ^ pf  ^ tjf  ôcc.  = ax  Byx 
-4-  yyyx  -4-  ty*x  &c.  -f  ixx  -4-  (yxx  -4-  y,yyxx  -4-  Hfxx 

-4-  Xfxx  &c.  »4-  fAf»  •+•  7\yx>  fxyyx^  -4-  py*x*  &c. 

-4-  dx*  -4-  ryx*  -4-  vyyx*  -4-  <py*x*  -4-  ôcc.  dont  tous  les 

cccficients  font  fuppofos  reprefenter  des  grandeurs  connues, 
&0Ù  les  deux  inconnues  xôcy  font  mêlées  enfemble  ; on 
peut,  dis-je,  trouver  la  valeur  de  x par  une  fuite  infinie 
qui  ne  contienne  que  les  puiflanccs  de  y avec  des  coëfi- 
cients  connus. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x,  après  avoir  mis  par  trans-' 
pofition  le  premier  membre  dans  le  fécond , il  fout , i“,  fuppo- 
fer X = yiy-^  Byy^*-  Cy*  •+•  Dy*  &c.  les  coeficients  A, B fi,  Scc, 
font  indéterminés. 

Il  faut  enfuite  fubflituer  les  valeurs  de  x,  xx,  x»,  &c.  qui  Ce 
déduifent  de  cette  fuppofition , dans  l’équation  propofée , & 
l’on  aura  l’équation  changée  qui  fuit, 

ajf/rHa  S/jr  *haC/t  «4^aZ>>*  gcc. 

tt-PA/y  *4-/»i/i  &c. 

Sec. 

•4-J'^/*  Bec 

Scc.’ 

t^^AAy  Scc 

Scc* 

r^XA’y*  Scc. 

^ «ce.  • 

b>  — *-v'  — /ir*  «ce- 


0 = ^ 


t^actx 

»4*W< 

*4-«0’’* 

«4*4x« 

»4*î>jt*  : 
►4»  «XI»*  ■ 
*4<«i 
•4"xr*'  - 

t»  -TO— »J>  Scc.  : 
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• 2*  11  faut  fuppofcr  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

3°.  Il  &ut  trouver  les  valeurs  des  coêfictents  indéterminés 
A,'B,C,  &c.  par  le  moyen  de  ces  équations  particulières. 

4".  il  faut  fubftitucr  ces  valeurs  de  AyB,Gf  &c.  à leur  pla- 
ce dans  x=.Ay^  Byy  -+•  Cy^  &c.  & l’on  trouvera 

/ m — n^-^fiB^yA^t.iAB^rAA—rAf, 

x = -y^  ^—yy  J y 

P~pc  — yB  — t A — iBB~~iiAC—~iG'^^  “*  l^AAB  — ’KA’  — JA* 




C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit . 

‘ On  a laifle , pour  abréger  , les  lettres  capitales  à la  place 
de  leurs  valeurs . 

Cette  valeur  de  x peut  lcrvir  de  formule  pour  refoudre 
toutes  les  équations  qui  peuvent  être  reprefentées  par  la 
propofoe. 


R E M A R Q_U  E. 

E troifiéme  Corollaire  contient  le  fécond  Corollaire , & 

rir  confequent  il  contient  auflî  le  premier  Corollaire  > c'eft 
dire  , la  formule  de  ce  troifiéme  Corollaire  deviendra  celle 
du  fécond  Corollaire,  en  fuppofânt  dans  cette  formule  du 
troifiéme  Corollaire,  j8=o  3^  = 0,  î=o,  f = o,  ^=0, 

»I  = O,  fl  = O,  * = O,  =0,  |M=  o,  » = O,  p = o,  T = O, 
i,  = O,  <p  = O,  x = o>  &c. 

Corollaire  IV. 

Pour  trouver  les  formules  des  Corollaires  precedents^ 
on  peut  fe  férvir  de  la  méthode  de  prendre  les  chifres  d’une 
maniéré  indéterminée  c/e  M.  etc  Leihnits  y qui  efl:  dans  les 
Adles  de  Lipfic  * . Par  exemple,  pour  avoir  la  formule  du  «de  l’an 
fécond  Corollaire  qui  fért  à trouver  la  valeur  de  ;ivdans  tou.  1700. 
tes  les  équations  reprefentées  par  ax^hxx  &c. 

=.ly^‘  myy  ny'  &c.  qui  efl  l’équation  du  fécond 
Corollaire , oh  l'on  fuppofe  que  les  coëficients  r,  &c. 
lytit,  »,  &e.  reprefentent  des  grandeurs  connues,  on  fuppo- 
fera  toutes  les  mêmes  équations  reprefentées  par  lox-t-zoxar 
3o»f  -♦•50»*,  &c.  = 017  H-  0277  «t»  037» 

057'  &C. 

‘ Le  premier  chifre  du  rang  le  plus  à gauche  dans  chaque 
terme  reprefénte  le  coèâcient  de  la  puiffance  de  x dans  ce 
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tcrmeî  par  cxeinple  dans  le  terme  30a?>,  le  chifre  3 du  rang 
à gauche  reprefente  le  coëficient  du  terme  oh  eft  ** , dans  le 
terme  40x*,  le  chifre  4 reprefente  le  coèficient  du  terme  où 
cfl  X*,  & ainfi  des  autres:  Et  comme  il  n'y  a point  de  x dans 
le  fécond  membre,  il  n’y  a que  des  zéros  dans  le  rang  à 
gauche  de  chaque  terme  de  ce  fécond  membre. 

Les  chifres  du  premier  rang,  c’eft  à dire  du  rang  le  plus 
adroite  dans  chaque  terme,  reprefentent  les -coèficients  des 
termes  oh  font  les  puiffances  de^.  Par  exemple,  dans  le  ter- 
me 037',  le  chifre  3 reprefente  le  coëficient  du  terme  de  l’cqua- 
tion  où  eft  f,  dans  le  terme  04/,  le  chifre  4 reprefente  le  coë- 
ficient  du  terme  où  eft^%  & ainfi  des  autres. 

Par  exemple,  l’équation  Ioat  *4-  2oxx  30^’  40X* 

&c.  = oijf  ’h  oiyy  03^  04^*  &c.  repre- 

fentant  l'équation  ax  -4-  bxx  -h  cx'  •+■  dx*  fx’ , &c.  = /jf 
•+•  myy  *4-  «>'  fy*  &c.  le  chifre  r du  terme  lox  repre- 
fente le  coèficient  a du  terme  ax  reprefonté  par  10^.  Le  chifre 
2 du  terme  20xx  reprefente  le  ccèficient  b du  terme  bxx  te- 
prefenté  par  zoxx,  & ainfi  des  autres.  Dans  le  fécond  mem- 
bre le  chifre  i du  terme  01/,  reprefente  le  coëficient  / du 
terme  ly  reprefente  par  01^5  le  chifre  2 du  terme  oiyy,  re- 
prefente le  coëficient  m du  terme  myy  reprefente  par  oiyy;  Sc 
ainfi  des  autres. 

Les  valeurs  de  2,3,4,&c.  des  chifres  de  féquation  lOx 
-V  loxx  -4-  ^ox>,  &c.  = oiy  -4-  ozyy  -t-  03^,  &c.  fervent  feu- 
lement à faire  reconnoître  quels  font  les  coèficients  qu’ils  repre- 
fentent, pareeque  2,  par  exemple,  dans  20xx,  étant  à l’ex- 
pofant  de  la  puiffance  xx  dans  loxx,  quand  dans  la  réfolut’ion 
on  aura  ao,  cela  fera  cennoître  que  20  reprefente  le  coëficient 
du  terme  où  eft  xx. 

De  même  dans  03^’,  le  chifre  3 étant  égal  à Texpofent  de 
la  puiffance/',  fera  connoître  dans  la  réfolution  que  03  repre- 
fente le  coëficient  du  terme  où  eft  , & ainfi  des  autres . 

Pour  trouver  une  formule  qui  reprefente  la  valeur  de  x 
dans  les  équations  reprefentées  par  ioat  -4-  20A?r  -4-  30A:*  &c, 
= 01/  -+•  ozyy  "4*  03/'  &c. 

I®.  II  faut  fuppofer  2 = lor/ -4-  loiyy -4-  103/' •4- 104^  &c 
les  coëficients  101,  102,  &c.  font  indéterminés,  & ils  ont 
trois  rangs  pour  faire  reconnoître  que  ce  font  les  coëficients 
- indéterminés. 
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Les  chifrcs  i , i , j , 4,  &c.  du  premier  rang  à droite,  fer. 
vent  à faire  connoître  les  termes  & à les  diflinguer , le  chifre 
I marquant  le  premier  terme  où  , le  chitre  2 marquant 
le  fécond  terme  où  tiïyy , le  chifre  3 marquant  le  troiuémc 
terme  où  eft/,  &c. 

11  faut  fubllituer  dans  la  propofée  lox  aoeex  &c. 

— oiy  — oz;^'  — o^y*  = o , à la  place  de  x,  zrzr,  ar* , &c. 
leurs  valeurs  prifes  dans  l’équation  fuppofée  indéterminée 
X = loi^  102;'>  103/  &c.  & l’on  aura  l’équation  chan- 

gée qui  fuit, 

loxx  = 10X101/  4-ioX  lOi;/  4»  loX  lojX/'  4ai0XlO4/» 


&c. 


4-10  X XX 
M-joX*'  = 


— 04/'* 


4-zoXioi  Xio  XioiXioi/’  i4-ioXios/+ 

-♦•(iJXio  <ioiXieJ/'’ 

^ — * 

M-SoXioi /'  4«(j)X3oXioi>'ioir 

4-40  Xx-=  4-40XIOI  V- 

01/— ot/ji— 03/'— 04/+Scc.=:  —01/  •—•01//  — 03/» 

2°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  équations  particulières  qui  fer- 
vent  h trouver  les  valeurs  des  cocficients  indéterminés  loi , 

102,  lOJ  , &c. 

3".  Par  la  première  de  ces  équations  10  x loi  = 01 , on 
trouvera  loi  = ; par  la  fécondé  10  x loa  -4-  20  x 101* 


= 02,  on  aura  10a  = 


r>  i — 1 oX  I O I . 


par  latroilléme  10  x 103 
4-  (2)  X 10  X toi  X loi  30  X loi  = 03,  on  trouvera  103 
= .°J-'^ix^-x.o.x.°i-i°x..°. par  la  quatrième  10 x 104 

4-  20  X 102  4-  (ij  X 20  X 101  X 103  4-(3^  X 30  X loi  X lOZ 

4-40X  loi  ==o4.on  aura  104  = ° ♦-  ^ ° >x  1 e x . - > x.  -j 

°xi  » -xi^»  .-4"Xi  °«  ^ Qp  jajflg  dans  ces  valeurs,  pour 
abréger  le  calcul , les  ccëficients  indéterminés  loi , 102  > &c. 
à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées. 

4®.  Il  faut  fubllituer  ces  valeurs  des  ccëficients  indétermi- 
nés loi  , 102  , &c.  à leur  place  dans  l’équation  fuppofée 
X = loiy  4-  loiyy  4- 103;'’  &c.  & l’on  aura 


^ = frr  •+- 


e a — 2 «X>  O t 


J7 


°J-t»XlH>X'»»Xl°»  — 1°X»°«  yl 

X O ' • 


^0  4-aeX»°x--(x)X2oXioTX»o?MilXjoXio»Xi  oa-4oX»  o « ^*&C. 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , ou  plutôt  c’eft  la 
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formule  generale  qui  fert  à trouver  la  valeur  de  x dans  tôu- 
tes  les  équations  reprefentées  par  ioat  ïqxx  30*»  &c, 
= 01/  •♦-027/  03/  &c.  11  n’y  aura  plus  qu’à  lubftituer 

dans  cette  formule  les  coëfîcients  des  équations  qu’on  voudra 
refondre , à la  place  des  coëfîcients  de  la  formule  qui  les  re* 
prefentent , & l’on  aura  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  êk- 
primée  par  une  fuite  oh  il  n’y  aura  que  des/. 

Av  ERTISSEMENT. 

T iES  chifres  1 & 3 renfermés  par  des  parenthefes , ne  font 
pas  reprefentatifs  comme  les  autres  , mais  véritables  ; par 
exemple  dans  la  grandeur — (2)  x 20  x lor  x 102»  le  chifrei 
marque  qu’il  faut  prendre  le  produit  20  x loi  x 102  deux 

fois;  de  même  5 dans  — (3)  x 30  x loi  x 102  > marque  qu’il 

. a 

faut  prendre  trois  fois  le  produit  reprefonté  par  30  x 101  x 
102^  & ainfl  des  autres  . 

Corollaire  V. 

44.  Pou  R avoir  une  fomblable  formule  qui  ferve  à trouver  la 
valeur  de  x dans  les  équations  reprefentées  par  celle  du  troi- 
fiéme  Corollaire,  oîi  les  x font  mêlés  avec  les  y,  on  fuppo- 
fera  que  ces  équations  font  reprefentées  par  l’équation  lox 
rt-  I lyx  ixyyx  •+•  i3y'*’  ^ &c.  loxx  -t-  iiyxx 

•^•iiyyxx  -t-i^y’xx  -4-24y*.v^f&c. -♦-30;tf*  •4“3iyx*  •‘f^iyyxf 
•**33yV  ^l^y*x>6cc^  •+-40x*  -^^.lyx*  •*“^iyyx*  43y*x* 

-*•  44y«x^  &c.  = oiy  ^ 02yy  03/  04^  <4-  05^’  &c. 

Les  ccëficicnts  de  chaque  terme  rcprefèotent  les  coëfîcients 
donnés  des  termes  de  chaque  équation  donnée^  qui  ellrepre- 
iêntée  par  celle-ci.  Pour  les  diftinguer  & les  recoonoître^  il  y 
8 deux  chifoes  dans  le  coefîcient  de  chaque  terme»  celui  qui 
cfi  le  plus  à gauche  efl  égal  à l’expofant  de  lapuiflànce  dex, 
& celui  qui  eft  le  plus  adroite  ell  égal  à l’expofânt  de  lapuifo 
^cedey  par  laquelle  la  puiflance  de  x efo  mulripliêe. 

Par  exemple,  dans  34y«A4,  le  chifte  3 eft  égal  à l’expofont 
de  la  puiflance  Af*,  & le  chiffe  4eft  égalàl’expofantdela  puif- 
iknccy*,  mais  les  deux  enfcmble  34  marquent  fimplement,  ou 
leprefentent  le  coefîcient  donné  du  terme  de  l’équation  donnée 
oh  fe  trouve  le  produit  px^ i & ainfl  des  autres . 
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Pour  trouver  la  formule  qui  rcpre/êntc  la  valeur  de  r , ex- 
primée par  les  feules  puinances  de  / , & par  les  coêficients  don- 
nés reprefentés  par  ceux  de  l'e'quatioa  precedente , 

1”.  Âpres  avoir  mis  le  fécond  membre  dans  le  premier  par 
tranfpofition  , on  Tuppofèra  x ■=  loi/  «4-  102/7  *+•  103/ 
104/*  &c.  les  coêficients  loi,  102 , &c.  font  indéterminés , 
& ils  ont  trois  rangs  pour  les  faire  reconnoître  . Leschifres 
1,2,3,  du  rang  le  plus  à droite , fervent  à en  diflinguer 
les  termes  > le  chifre  l marquant  le  premier  terme  où  eft  / , 
2 marquant  le  fécond  où  efl// , 3 marquant  le  troiûéme  où 
eft/»  &c. 

On  fubftitucra  enfuite  dans  la  propofée  lor  -4-  uyx 
•4“  1 lyyx  &c.  à la  place  dex,xx,x\  &c.  leurs  valeurs  prifes 
dans  l'équation  indéterminée  = 101/  102/7  -4-103/’  &c. 

&r  on  aura  l’équation  changée  qui  fuit, 

loX*  =ioX  loi^i  >4*ioXio17;(  -t-ioXiojjr» 


•4-11  XJ'»  = 

•f'iijj'*  = 
•H13/’»  = 
8c  c. 

•4'lij'x»  — 

•4*1  >J7»»  = 
8cc. 
•4-joxi 


• Il  Xioij'/ 


•4*1  iX  loxjf* 
•4-liX  loiji' 


• lOXioi  /H4fi)Xlt> Xioi  Xioljr* 

1 ■ 

•4*11X101  yi  ■ 


•4*317»’  =S 

Sec. 

•♦•40X*  = 

—017— 0177—^37»— O47M<c.=*—i0i7  *^°»7T  ^®37» 

2®.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières  pro- 
pres à déterminer  les  coêficients  indéterminés  101,  loz,  ôcc. 

3*.  Parla  première  de  ces  équations  particulières,  qui  eft 
10  X loi  = 01,  on  trouvera  roi  = fvîpar  la  a*  lo  x 102 

•4-IIX10I-4-20XI0I  =02,onaura  102 — •i-»»xi°«-i<»xcoi. 

12  X loi  «4-(2)  X 20  X 

X 101  = 03  , on  aura  103 


•4-iix'®îr® 
•♦•iiXioy'*  8cc. 
•+-I3X10I7+  Scc. 
— 1 

-4-ioXioi  y*  Scc. 
(i)Xio  Xiol  Xioix»  Scc. 
fi^Xïi  Xici  X>oi>4  Scc. 

1 

-4-îi Xioi  y*  Scc. 

3 1 

•4-30X101  /'  •4-(3)x30Xioi  Xiotx’Scc. 

— 3 


-f-ji  Xioi  y^  Scc. 
4 

•4-40X101  j4  Scc. 
— OÇJ'»  Scc, 


par  la  3'  10  x 103  -4-  1 1 x 102  -4- 
lot  X 102  -4-  21  X loï  *4*30 


I O 

par  la  4*  -4-  10  x 104  -h  11  x 103  »4- 12  x 102  •4*  13  »4-  lOi 
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M-ZOX  102  -t-(  2^  X20  X lOI  X lOJ  -•- ( 2 ) X 2 I X 101  X 102 
"'-22  X 101  •+■(3)  X30  X lOI  X 102  ^31  X I01V4OX  lOi* 
=04,00  trouvera  104 — °4-»  »xtej— ijxiai— lexiol 

y»  *“!  —A 

_r^XioX  oiXioj— (^A^XitXiet  X<o*”*’>*^ioi~<^l^X|oXtoiXioa—jiXio  1—40X101  ^ 

10  ^ ■ • 

4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  cocficients  indétermi- 
nés loi  , 102  , &c.  à leur  place  dans;v=  loi^  io2yy 

103/  &c.  & l’on  aura  x = ~y  » xi 


■ o;-iiXtoi-iiXtoi-<i)X»°X»°iX»°»— IIXIOI-JOXI  O I J 

_ Jl 

. o-f-»  1X101 -nX>oi-nXior-»oXi°J-(ilXii>KiaiVt„i  , 

^ !•  

- (ilX»  ’X»  °»X>  °»-iiXt  O i-llixi  oXtTTx»  ai-t  ixiTti4oX  iTT^* 

T7~  •/’  OCC» 

Ccft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , ou  plutôt  c’eft  la  for- 
mule generale  qui  fert  à trouver  la  valeur  de  x dans  toutes  les 
équations  reprefentées  par  l’équation  propofoe  lox  iiyx 

1 2}yx  -4-  I ^y’x  &C. 

Il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  dans  cette  formule  les  coêficient» 
des  équations  qu’on  voudra  refoudre,  à la  place  des  coëficienta 
de  la  formule  qui  les  reprefontent , & l’on  aura  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche  exprimée  par  une  fuite  oh  il  n’y  aura  que 
des>. 

11  faut  faire  ici  la  même  remarque  fur  les  chifres  2,3,  &c.‘ 
renfermés  pardesparenthelcs.qu’onafàite  dansravertiflement. 

On  a laifle  dans  la  formule  les  grandeurs  indéterminées  loi  j 
102,  &c.  à la  place  de  leurs  valeurs,  pour  abréger  le  calcul. 


Corollaire  VI. 

2-41  ■ On  peut  rendre  plus  generaux  les  Corollaires  précedens, 
•lotJ.par  le  moyen  des  formules  generales  * pour  élever  deux 
grandeurs  & une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une  puififance 
quelconque;  on  prendra  ici  pour  exemple  le  fécond  Corollai- 
re : car  au  lieu  de  l’équation  du  fécond  Corollaire  ax  hx 

■*“ = myy  •+•  »/  &c.  on  peut  propofer  l’équation 
generale  4*'  bx^^  ^ = //  -H 

&c  lej  coëficients  a^h  ,c  ,d,  I,mf  Scc.  font 
donnes,  ou  reprefentent  des  coëficients  donnés,  & t reprefente 
en  general  une  pmilànce  quelconque  de  x & de/. 

Pour 
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Pour  trouver  la  valeur  de  » dans  cette  équs#tion  generale  , 
ou  la  formule  generale  qui  reprefence  cette  valeur , 

1°.  Il  faut  fuppofer  x-=Ay*r  byy  Cy*  -4-  Dy*  &c.  les 
coèficients  A,  B,  C,  &c.  font  indéterminés. 

2®.  Il  faut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  generale  * les*  lotf. 
valeurs  de  , x'*' , &c.  dans  l’équation  x — Ay 

Byy  -4>  Cy^-  &c.  en  fubflituanc  dans  la  formule  generale 
I , &c.  à la  place  de  n. 

Il  faut  enfuite  fubftituer  ces  valeurs  de  ar* , &c. 

à la  place  de  a:',  x'*'  &c.  dans  l’équation  propoféc,  Si.  l’on  au- 
ra l’équation  changée  fuivante , 
tfar'  == 

&c. 

•H  bA'-^  Bf^‘  Scc. 

z=  •^cA'*‘  /■'•'&C. 

&c. 

— /y  mf*-' — ny'*-^  &c.  ——If  — —»>'*•'  &c. 

3®.  Il  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  coèficients 
indéterminés  : On  trouvera  par  la  première  yf  = ^ Sc 

A = par  la  fécondé  , B = ~~  ~ » troifié- 


taA}-' 

cA‘*^  — '4:  bA'-^  — X 4^  X aA‘ 


BB 


me,  C = - 

’ rtaA^‘ 

OnlaifTe,  pour  abréger  le  calcul , les  lettres  .<4 , B,  C,  &c. 
à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées. 

4°.  Il  faut  fubfiituer  ces  valeurs  àe  A , B , C , &c.  à la 
place  de  A,  B,  C,  &c.  dans  x = Ay  Byy  Cy^  &c. 


& l’on  aura  x = — 

„ _ 


CT  — bA'^ 


a 


r4-4‘- 
_ 1 X 4-  BB 


■yy 


taA^' 


&C. 


Ceft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit  , ou  plutôt  c’eft 
Ja  formule  generale  qui  la  reprefente  , & qui  fert  à la 
trouver . 

LU 


Di*'  _.d  by  Google 


45°  Analyse  démontré' e. 

Il  n’y  aura  plus , pour  la  trouver  , qu’à  fubftituer  dans 
cette  formule  les  coëficients , & les  expofâns  des  puiiïances 
de  ;ir  & de  / marqués  par  t des  équations  qu’on  voudra 
refoudre  , reprefentés  par  ceux  de  l’équation  generale 
bx'*'  -f  cx''*‘^  &c.  =1/  mf*-'  -t-  »/•*'  &c. 


Remarques  où  F on  explique  la  maniéré  de  connoitre  les  expofam 
des  puiffances  de  ta  quantité  y qui  doit  difiinguer 
les  termes  de  la  fuite  qui  ejl  la  valeur  de  x. 

I. 

Z4Ô.  i“'Il  faut  que  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  propofoe 
dans  Icfquelles  l’inconnue  x , dont  on  cherche  la  valeur  , ne 
fe  trouve  point , foient  employées  dans  l’équation  changée  , 
c’ed  à dire,  il  faut  que  dans  les  équations  particulières  que  l’on 
trouve  en  foppofant  chaque  terme  de  l’équation  changée  égal 
à zéro , chacune  des  grandeurs  de  l’équation  propolée  ou  x n’eft 
point , ferve  à déterminer  la  valeur  des  incéterminées  ; d’où  il 
fuit  que  fi  quelqu’une  de  ces  grandeurs  ne  peut  fervir  à déter- 
miner ces  valeurs,  ce  qui  arrive  lorfqu’elle  feit  feule  un  terme 
de  l’équation  changée,  il  eft  certain  que  les  expofans  des  puif- 
fances  de  y ne  font  pas  dans  la  progreflion  arithmétique  qu’il 
faut , dans  la  valeur  de  x que  l’on  a fuppo/ée  ; c’eft  à dire , 
que  l’équation  propofée  ne  peut  pas  être  refulue  par  cette  va- 
leur de  X qu’on  a fuppofée  ; ou  bien  que  l’équation  propofée 
a befoin  de  préparation  pour  être  refolue  par  cette  méthode 
du  fécond  Problème,  & qu’elle  ne  le  peut  pas  être  dans  l'état 
où  elle  eft . 

2°.  Il  faut  que  dans  l’équation  changée  on  puifle  faire  une 
équation  de  chaque  terme,  qui  ferve  à déterminer  les  valeurs 
des  indéterminées  qu’on  a fuppofées;  .&  fi  cela  n’arrivoit  pas , 
on  en  conclurait  les  mêmes  chofos  que  dans  l'article  précèdent  ; 
ainfi  il  faut  que  dans  chaque  terme  de  l’équation  changée  il  y 
ait  au  moins  deux  grandeurs  différentes. 

3”.  Les  expofans  des  puifTances  de  la  quantité  qui  difiingue 
les  termes  font , comme  on  l’a  vu  dans  les  exemples , en  pro- 
greffion  arithmétique;  & cette  progreflion  arithmétique  va 
en  augmentant  quand  ces  expofans  font  pofitifs  , & en 
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augmentant  pour  ainfi  dire  en  négation  , quand  iJs  font  tou® 
négatifs  : mais  quand  les  premiers  expotàns  des  mêmes  puif* 
fânces  font  pofitifs  & deviennent  au  fécond  terme,  ou  aux 
autres  termes  , négatifs } les  pofitifs  vont  en  diminuant , & 
les  négatifs  en  augmentant  dans  leur  négation. 

4°.  On  voit  par  là  qu’il  fuffit  de  trouver  les  expofans  des 
puifiances  de  la  quantité  qui  difiingue  les  termes  de  la  valeur 
de  X dans  les  deux  premiers  termes , pour  avoir  tous  les  au- 
tres. 

II. 

Pour  Us  équatms  qui  nont  pas  de  différences. 

1*.  A N D il  y a une  quantité  toute  connue  dans  l’équa- 
tion propofée,  comme  dans  le  premier  exemple  , & qu’on 
veut  chercher  la  valeur  de  x par  une  fuite  dont  les  termes 
font  dif lingues  par  les  puilTances  dey  qui  ont  leurs  expofans 
pofitifs  ; il  faut  que  le  premier  terme  de  la  fuite  indétermi- 
née qu’on  doit  fuppolcr  pour  la  valeur  de  x,  n’ait  qu’une  gran- 
deur indéterminée  /ans  aucun/;  ou , ce  qui  eft  h même  cho- 
fe , l’expofant  de  y doit  être  zéro  au  premier  terme  ; ainfi  on 
fuppofera  dans  cc  ca%  x = af  ^ &c. 

Pour  trouver  dans  ce  cas  l’expofant  de/  dans  le  fécond  fer- 
me , il  n’y  a qu’à  confidercr  attentivement  quel  expofant  doit 
avoir/  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x 
= by-^  &c.  afin  qu’on  puifle  avoir  par  la  fubftitution 
des  deux  termes  a^^hy  confiderés  comme  la  valeur  de  x , à 
la  place.de  x dans  l’équation  propofée , un  fécond  terme  de 
l’équation  changée , qui  étant  fuppofé  égal  à zéro,  donne  une 
équation  par  laquelle  on  puifiè  déterminer  la  valeur  de  & ; & 
l’on  verra  dans  le  premier  exemple  qu’il  faut  fuppofer/’  dans 
le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x . Ainfi  l’on 
voit  dans  le  premier  exemple  qu'il  faut  fuppofer  x = a-^hy 
f/  •+•  &c  En  appliquant  le  même  raifonnement  aux  cas 
fèmblables , on  trouvera  la  fuite  des  expofans  de/,  qu'il  faut 
fuppofer  dans  la  valeur  indéterminée  de  x. 

3*.  Quand  il  n’y  a aucun  terme  qui  foit  tout  connu  dans 
réquation  propofée , comme  dans  le  huitième  exemple 

i • 

— _J2_  -t-  2_  JC*  — jnnyyxx  ■+■  ppj*  6ny  = o i 
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& qu’on  veut  trouver  la  valeur  de  x par  une  fuite  où  les 
expofans  dey  foient  pofitifi , dans  ce  cas , y doit  être  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x . Pour  avoir 
iexpofant  dey  dans  le  premier  terme  de  cette  valeur  indé- 

terminte  de  jr  = ay^  &c.  il  faut  avoir  égard  à la  gran- 
deur -t-  My^  , dans  laquelle  y'  efl  au  moindre  degré  fans 
qu’il  y ait  de  ar , & voir  quel  eft  l’expofant  qu'il  faut  donner 

à jr  dans  le  premier  terme  de  ar  = -t-  &c.  afin  qu’en  éle- 
vant l’équation  indéterminée  x ^ Scc.  à la  Cxiéme 

puiflance,  ar‘  = a*y'  &c.  l’on  puiffe  avoir  la  quantité  a‘y* 
qui  fafle  avec  la  quantité  6»y  de  la  propofée  le  premier 
terme  de  l’équation  changée , de  maniéré  qu’en  fuppofant 
ce  premier  terme  égal  à zéro , on  puiffe  déterminer  la  valeur 
de  la  première  mdéterminée  a.  Or  U eft  évident  dans  le 

huitième  exemple,  qu’il  faut  fuppofer  x=-  af  &c.  L'on 
a donc  déia  le  premier  expofânt  dey  ^ il  ne  &ut  plus  trouver 
que  le  fécond . 

4®.  Pour  trouver  ce  fécond  expofânt  de^  dans  la  valeur 

indéterminée  de  x — ay^’*r  hy  * h-  &c.  il  faut  voir  quel 
eft  celui  qu’on  peut  fuppofer  pour  avoir  ces  deux  chofes  ; 
la  première , que  la  grandeur  -f*  ppy*  de  l’équation  propofée 
dans  laquelle  x n’eft  point,  fe  puifté  trouver  dans  un  des 
termes  de  l’équation  changée  avec  quelqu’autre  grandeur 
qui  contienne  quelques  unes  des  indéterminées  ; car  fans 
cela  ppy*  ne  peurroit  être  employée  dans  la  refolution  de 

I 

l’équation  i La  fécondé , qu’en  fâifant  la  fubftitution  de  ajF 

"h  by  * &c.  = jf , à la  place  de  x dans  la  propofée,  on  ’ 

trouve  un  fécond  terme  dans  l’équation  changée  , qui  étant 
fuppofé  égal  à zéro  , donne  une  équation  particulière  par 
laquelle  on  puiflè  déterminer  la  valeur  de  la  féconde  indé- 
terminée i . Or  l’on  découvre  aifément  qu’en  fuppofant 

X = ay^  by  ^ H-  &c.  l’on  aura  ces  deux  chofes  -,  aînfi 
1 H-  i eft  le  fécond  expofânt  de  y dans  l’équation  indéter- 

minée  a:  = ^ H»  &C.  ce  qui  donne  tous  les  au« 

très  fui  vans. 
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Ces  Remarques  fuffifentpour  apprendre  aux  Leéleurs  celles 
qu*il  faut  faire  dans  tous  les  cas  femblables , pour  découvrir 
lesex'pofans  qu'il  faut  donner  aux/,  dans  la  valeur  indêtcr- 
Ininéc  de  x , qu’il  faut  fuppofer  pour  en  découvrir  la  véritable 
valeur  par  cette  méthode;  dSc  apres  serre  rendu  cette  métho- 
de bien  familière  en  l’appliquant  à beaucoup  d’exemples  , ils 
découvriront  aifément  les  expofans  qu’il  feut  donner  aux/, 
dans  la  valeur  indéterminée  de  x,  lorfqu’on  veut  chercher  cet- 
te valeur  par  des /dont  les  expolàns  foient  négatifs  ; & ils 
pourront  fadlcment  l’appliquer  à toutes  les  équations  qui  au- 
ront deux  ou  plufieurs  inconnues,  fans  qu’ils  foit  neceflàire 
d’en  grolfir  ce  Traité . 

III. 

Pour  les  équations  qui  ont  des  differentes  : 

T I E s Réglés  que  l’on  a données  dans  les  articles  de  la  pre- 
mière remarque  pour  prendre  les  expolâns  des  y tels  qu’il  faut 
dans  la  fuite  indéterminée  que  l’on  doit  fuppo/cr  pour  la  va- 
leur de  X , conviennent  aullî  aux  équations  qui  ont  des  diffé- 
rences; c’eflàdire  que  pour  réfoudre  les  équations  dificren- 
tielles,  il  faut  fuppofer  une  fuite  indéterminée  égale  à x,  oh 
les  expofans  des/  foient  en  progreflion  arithmétique , & aillent 
en  augmentant,  quand  ils  font  pofitifs , & en  augmentant, pour 
ainfidire,  en  négation,  quand  ils  font  négatifs,  ôc  que  s’ils 
commencent  par  être  pofitil's,  ils  aillent  d'a^rden  diminuant, 
& enfuite  en  augmentant  en  négation  des  qu'ils  deviennent  né- 
gatifs j que  ces  expofants  des/  dans  la  fuite  indéterminée  qu’on 
fuppofe  , foient  tels , que  toutes  les  grandeurs  de  l’équation 
, propofée  fe  trouvent  employées  dans  l’équation  changée,  ôc  y 
fervent  à déterminer  les  valeurs  des  indéterminées}  2°,  qu’on 
puillé  faire  de  chaque  terme  de  l'équation  changée  une  équa- 
tion particulière  en  le  fuppolânt  égal  à zéro  , laquelle  ferve  à * 
trouver  la  valeur  de  quelque  indéterminée,  & qu’ainfi  cha- 
que terme  de  l’équation  changée  ait  au  moins  deux  grandeurs 
differentes;  3°,&  qu’enfin  fi  on  ne  peut  trouver  de  progreflion 
'arithmétique  des  / , foit  pofitive , foie  négative,  propre  à rem- 
plir ces  deux  conditions,  on  foit  affûté  que  l'équation  propofée 
ne  peut  pas  être  réfolue  telle  qu’elle  eft , du  moins  fi  l’on  n’y 
• fait  quelque  préparation. 

LU  iij 
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expofans  font  en  progreffion  arithmétique , qui  va  en  augmen- 
tant quand  ils  font  poiîtifs,  qui  va  en  augmentant , pour  ainfi 
dire , en  négation  , quand  ils  font  négatifs,  & qui  va  d’abord 
en  diminuant  quand  ils  font  au  commencement  pofitifs , & 
qu’ils  deviennent  enfuite  négatifs , & elle  augmente  après  en 
négation . 

On  donnera  une  méthode  uniforme  pour  trouver  chaque 
terme  de  la  valeur  de  x , c’efi  à dire  , la  maniéré-  de  trouver 
le  premier  terme  de  cette  valeur  , fora  aufTi  celle  qu’on  em- 
ployera  à trouver  le  fécond  terme  , le  troifiéme  , & tous  les 
autres . Cela  rendra  la  méthode  plus  facile  à concevoir  & à 
pratiquer  ; cependant  on  enfeignera  dans  les  Remarques  com- 
ment apres  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x, 
on  peut  trouver  Je  fécond  , le  troifiéme,  & tous  les  autres  fui- 
vans  par  la  quatrième  & par  la  cinquième  méthode  d’approxii 
mation  du  fixiéme  Livre  , art.  159  & 166,  Voici  en  quoi 
confifie  cette  fécondé  méthode. 

Seconde  Méthode. 

P ou  R trouver  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x;  i",  il 
faut  fuppofer  une  indéterminée  a pour  Je  coèficient  de  ce 
premier  terme  ; on ’fuppofera- cette  indéterminée  foule,  ou, 
ce  qui  eft  la  même  chofe  , multipliée  par  y’,  s’il  y a quelque 
grandeur  toute  connue  fans  j dans  l’équation  propofee , & 
qu’on  veuille  que  les  expofans  des  puiffances  dej»,  qui  doi- 
vent difiinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  eff  la  valeur  de  at, 
foient  pofitifs,  & aillent  en  augmentant.  S’il  n’y  a aucune 
grandeur  toute  connue  fans  y dans  la  propofoe , on  fuppo- 
fera  l’indéterminée  a multipliée  par  une  puiflance  de  qui 
foit  telle , qu’en  fubflituant  le  produit  de  a par  cette  puif 
fance  de  7 à la  place  de  x dans  la  propofée  , l’on  puifiè  trou- 
ver après  la  fubflitution  au  moins  deux  grandeurs  differentes 
dans  lefquelles  la  foconde  inconnue  foit  au  même  moindre 
degré  , pour  en  faire  une  équation  propre  à déterminer  la 
valeur  de  l’indéterminée  a . Cette  grandeur  indéterminée  a 
foule  ou  multipliée  par  une  puiffance  dej',  ceprefentera  le 
prenûer  terme  de  la  fuite  qu’on  cherche , qui  doit  être  la 
valeur  de  x. 

' a®.  11  faut  fubftituer  cette  grandeur  indéterminée  qui  re- 

prefente  le  premier  terme'  de  la  valeur  de  ;v,  à la  place  de  x, 
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dans  l’équation  propofée  ; Tuppolêr  toutes  les  grandeurs  dans 
lefquclles^  ne  fe  [trouve  point,  apres  la  fubftitution,  égales 
à zéro  ; & fi  / le  trouve  en  toutes , fiippofer  égales  à zéro  cel- 
les où^  eft  au  même  moindre  degré  ; & trouver  la  valeur  de 
l’indéterminée  a par  l'équation  que  donne  cette  fuppofition  , 

& ce  fera,  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x que  l’on  cher- 
che , IT on  a fiippofé  l’indéterminée  a feule  fans/;  & fi  on  a 
multiplié  l’indéterminée  a par/,  multipliant  cette  valeur  de 
a par  la  même  puiflance  de/  par  laquelle  on  voip  multiplié 
l'indéterminée  4,  le  produit  fera  le  premier  terme  de  la  va- 
leur  de  x. 

3“.  11  faut  fuppolèr  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x 
qu’on  vient  de  trouver  plus  une  inconnue/,  égale  à «■ , & fub. 
fiituer  cette  valeur  de  à fâ  place  dans  l’équation  propofée, 

& l’équation  qui  en  viendra  fera  la  première  transformée,  qui 
fervira  à trouver  le  2*  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  i”,  il  faut 
prendre  une  indéterminée  é , & la  multiplier  par  une  puilTan- 
ce  de/,  qui  foit  telle,  qu’en  fubflituant  le  produit  de  é par 
cette  puiffance  de  y,  à la  place  de  / dans  la  première  trans- 
formée, on  ait  au  moins  deux  grandeurs  differentes  dans  lef- 
quclles  / foit  au  même  moindre  degré . Ce  produit  de  b par 
cette  puiffance  de  /,  reprefentera  le  fécond  terme  de  la  valeur 
de  X que  l’on  cherche . 2°.  Il  faut  fubftituer  ce  produit  qui 
reprciente  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  ;v,  à la  place 
de  / dans  la  première  transformée  ; faire  une  équation  des 
grandeurs  dans  lefquelles  / eff  au  même  moindre  degré , 
trouver  par  cette  équation  la  valeur  de’rindcterminée  b,  & 
multiplier  cette  valeur  par  la  même  puiffance  de  y par  la- 
quelle éeft  multipliée:  & le  produit  fera  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  x.  3MI  faut  fuppofor  ce  fécond  terme  plus  une 
nouvelle  inconnue  g,  égal  à l’inconnue  / de  la  première  trans- 
formée, & fubftituer  cette  valeur  de /à  fa  place  dans  la  pre- 
mière transformée , & l’équation  qui  viendra  de  la  fubfti- 
rution  fera  la  féconde  transformée } on  trouvera  par  foii  moyen 
le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x,  de  la  même  maniéré 
qu'on  a trouvé  le  premier  & le  fécond  ; & ce  troifiéme  terme 
fervira  à faire  une  troifiéme  transformée  ; qui  fera  de  même 
découvrir  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x;  & ainfi  de  fui- 
te à l’infini  I 

Quand  ■ 
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Quand  Im  expofâns  des  puiUkoces  de  y qui  doivenc  didin. 
guer  les  termes  de  la  valeur  de  at,  commencent  par  être  pofi- 
tift,  & deviennent  enfuite  négatifs  j pour  trouver  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  x,  il  faut  multiplier  la  première  indé» 
terminée  « par  une  puiflànce  de 7,  qui  foit  telle,  qu’en  fubfti- 
tuant  le  produit  de  a par  cette  puifl^ce  de  y,  à la  place  de  x 
dans  l'équation  propofée,  on  puifTe  avoir  au  moins  deus  gran- 
deurs differentes  dans  lefquelles  y fbit  à la  même  puiflance  la 
plus  élevée  : & pour  trouver  le  fécond  terme , il  faut  mul- 
tiplier la  fécondé  indéterminée  b par  une  puiflànce  de  y,  qui 
Ibit  telle,  qu’en  fubfiituant  le  produit  de  b par  cette  puiflànce 
de 7,  à la  place  de  Tinconnue  / de  la  première  transformée, 
dans  la  première  transformée , on  ait  au  moins  deux  grandeurs 
dans  lefquelles/  foit  à la  puiÆinoe  la  plus  élevée;  & faire  le 
telle  comme  on  l'a  marqué  pour  la  recherche  des  deux  pre- 
miers termes  de  la  valeur  de  x,  quand  les  expolàns  des/  de 
cette  valeur  font  pofitifs . 

Les  expofans  des  puiffances  de  y qui  diflinguent  les  termes 
de  la  valeur  de  x,  devant  être  en  progreflîan  arithmétique^ 
il  fulfit  d’avoir  les  expofans  de  y dans  les  deux  premiers  ters 
mes  de  cette  valeur , pour  avoir  tous  les  autres  : Cefl  pour- 
quoi quand  on  a découvert  ces  deux  premiers  expofans , il 
faut  fuppofer  x égale  à une  fuite  indéterminée  dont  chaque 
terme  contienne  une  indéterminée  multipliée  par  la  puifl 
fance  dey  qui  convient  à ce  terme  . Par  exemple,  pour  trou- 
ver la  valeur  de  x dans  l’équation  x*  tiyx  — y>  = o,  après 

nnx  — 2«* 

avoir  trouvé  que  la  puifTance  de/ qui  doit  multiplier  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x,  doit  être  celle  qui  doit 
multiplier  le  fécond  terme,  doit  être/';  on  fuppofera  x—ay”. 

hy'  cf  dy>  ey*  ^ &c.  a,  i,  c,  écc.  font  indéterminées. 
Si  «efl  moindre  que/,  il  faudra  que  les  expofans  des / com- 
mencent par  être  ^tift  à caufe  dey* , & deviennent  enfuite 
négatifs  ; & après  avoir  trouvé  que  les  expofans  de  y dans 
les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  x,  doivent  être 
gy^  , on  fuppofera  x — ay'^  by°  cy~'  ^dy~*  •+■&€. 
4,  é,  c,  &c.  font  indéterminées . 

De  même  pour  avoir  la  valeur  de  x dans  l’équation  x* 
^ — ymyyxx  ppy*  6n*f  = o,  quand  on  au- 

ra trouvé  que  les  expofans  de  / dans  le  premier  & le  fécond 

Mmm 
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JL  , - X 

terme  de  la  valeur  de  x,  font  > ‘ on  fuppolêra  que  x = ay^ 

^hj'^cy  font  in- 

déterminées. Il  en  elt  de  même  des  autres  exemples. 

On  aura  par  ce  moyen  la  fuite  indéterminée  qui  reprefente 
la  valeur  de  x\  il  ne  faudra  plus  pour  avoir  la  valeur  déter- 
minée de  X,,  que  trouver  la  valeur  de  chacune  des  indétermi- 
nées/ ou  de  chaque  terme  indéterminé  ; on  la  trouvera  cette 
valeur  déterminée,  i*,  en  fubdituant  ce  terme  indéterminé 
dans  la  propofée , à la  place  de  x,  fi  clefl  le  premier  terme, 
ou  dans  la  transformée  qui  convient  à ce  terme,  ü ce  n’ed  pas 
le  premier , à la  place  de  l’inconnue  de  cette  transformée 
2°,  foifant  une  équation  des  grandeurs  dans  lefquelles  y Ce 
trouve  au  même  degré  le  moindre  de  tous , h les  expofans 
des  / font  tous  politifs  ou  tous  négatifs  i & le  plus  élevé,  Ci  les 
cxpolâns  doivent  commencer  rar  être  pofitifs  , & devenir  en- 
fuite  négatifs , & qu'on  fane  la  recherche  des  premiers  ; 
3°,  déterminant  par  cette  équation  la  valeur  de  l’indéterminée 
du  terme  que  l’on  cherche , après  quoi  ce  terme  fera  connu  ; 
& enfin,  4°, en  fuppofant.ee  terme  qu’on  vient  de  connoî- 
tre  plus  une  nouvelle  inconnue , égal  à l’inconnue  de  la  trans- 
formée qui  a fait  trouver  ce  terme  ; & fubftituant  cette  va- 
leur à la  place  de  l’inconnue  dans  cette  transformée  , on  aura 
la  transformée  fui  vante  j par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera 
le  terme  fui vant  de  la  valeur  de  x . . 

On  ne  fera  la  recherche  des  deux  premiers  termes  que  dans 
ie  premier  exemple,  pour  apprendre  la  maniéré  de  trouver  les 
expofans  de  y dans  les  deux  premiers  termes;  & pour  abréger 
dans  les  autres  exemples,  00  fuppofera  la  fuite  indéterminée  de 
la  valeur  de  x,  & on  déterminera  les  valeurs  des  indéterminées 
de  cette  fuite  de  la  maniéré  qu’on  vient  d’expliquer. 

Application  de  la  fécondé  méthode  aux  exemple t. 
Exemple  I. 

2-49 ‘Soit  prqx)fc  de  trouver,  par  cette  fécondé  méthode,  la 
valeur  de  x dans  l’équation  x’  h-  nyx  — /'  =0. 

• ■ • ttttx  — 2»* 

. i“.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur,  il  fàiK  le 
foppofor  reprefienté  par  l’indéterminée  a multipliée  par 
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c’eftà  dire,  multipliée  par  l’unité  , ou  feule  fansj',  à caufe 
de  la  grandeur  toute  connue  2»* . 

2*.  Il  faut  fubftitucr  a dans  la  propolee  à la  place  dex,  & 
l’on  aura  l’équation  changée  a}  •*rnja — f = o . Il  faut 

■+■  nna  — 2n* 

Êire  une  équation  de  toutes  les  grandeurs  dans  lefquelles  la  fé- 
conde inconnue 7 ne  fe  trouve  point;  & trouver  par  cette  équa- 
tion, qui  eft  — '2n’  = o,  la  valeur  de  <*,qui  cft  •4-w. 

C'eft  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x qu’on  cherche  : & l’on 
a déjà  x =•*•»/*,  ou  x = la. 

3*.  II  faut  fuppofer  »•♦-/=  X,  & fubftituer  cette  valeur 
de  X à fa  place  dans  la  propofée  , & l’on  aura  la  première 
transformée  — y nyf  •+•  3«/jf  = o,  qui  fer  vira  à 

^nnf 

trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  *•. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  t",  ôn  le 
fuppofera  reprefenté  par  l’indéterminée  h multipliée  par  /, 
pareeque  fubflituant  by'  à la  place  de  f dans  la  première 
transformée , on  aura  les  deux  grandeurs  -4-  my  J^nnby 
dans  lefquelles/  eft  au  même  moindre  degré,  a®.  On  fubfti- 
tuera  ty  à la  place  de  f dans  la  première  transformée , & 
faifant  une  équation  des  deux  grandeurs  nny  -*•  ^nhy  = o, 
dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  après  la  fub- 
flitution  , on  trouvera  par  cette  équation  & = — mettant 
cette  valeur  de  b dans  le  fécond  terme  indéterminé  hy'^  de 
la  valeur  de  r,  on  aura  pour  le  fécond  terme  de  cette  valent 
' — ^y's  l’on  a donc  déjà  *-  = -♦•» — ;J/.  3®.  On  fuppofera 
' — \y*“ * fubftituanc  cette  valeur  de/à  fa  place 
dans  la  première  transformée,  on  aura  la  fecoride  transfor- 
mée fuivante,  — - tV/^  — \ygg  ■*“  S’  = o, 

qui  fervira  à trouver  le  troifîéme  terme  de  la  valeur  de  x. 

' A prefént  quon  a trouvé  les  expofans  o & i de  / dans 
deux  premiers  termes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  jr, 
on  a tous  les  autres}  & pour  abréger,  on  fuppoféra  que  la 
valeur  indéterminée  de  x 0^  x — a f by'  cf 

&c.  les  valeurs  de  a Sx.  de  b font  déjà  trouvées  »'  il  faut 
trouver  les  valeurs  des  indéterminées  fuhrantes,  qui  font 
f,  d,  r,  &c. 
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Pour  déterminer  le  trdCénre  terme  r^*  de  la  valeur  in- 
dctermince  de  x,  il  faut  fubftituer  r/  à la  place  de  g dans 
la  fécondé  transformée  ( il  fufHt  de  concevoir  cy  fubflitué  à 
la  place  de^,  fans  qu’il  foit  ^ neceflàire  de  le  fubdituer  aéluel. 
lement , ce  qu'il  âut  remarquer  pour  la  fuite  J & faire  une 
équation  des  grandeurs  — iV  4«»r/  = o,  dans  let 

quelles  y cft  au  metne  moindre  degré , & l’on  trovera  par 
cette  équation  r = ; ainfi  le  tioifléme  terme  de  la 

fuite  qui  eft  la  valeur  de  x,  eft  & l’on  a déjà  r = » 

Il  faut  fuprofer  -4-  h — g,  & fubftituer  cette 

valeur  de  g à fa  place  dans  la  fécondé  transformée,  & l'équa- 
tion qui  en  viendra  fera  la  troifiéme  transformée  , qui  fervira 
à déterminer  le  quatrième  terme  df  de  la  valeur  indéter* 
minée  de  x. 

Il  eA  évident  qu’on  peut  continuer  à l'infini  l’approxima- 
t'ion  de  la  valeur  de  x par  cette  fécondé  méthode , les  ope- 
tiens  qu’on  vient  de  faire  fufSfeoc  pour  la  faire  concevoir 
clairement. 

Seconde  mamete  de  refoudre  le  meme  exemple, 

^ grandeur  » étmt  moindre  que/,  il  fâudroit  trouver 
une  valeur  de  x qui  fût  telle,  que  les/  fe  trouva Aent  dans 
les  dénominateurs  des  termes  de  cette  valeur , afin  que  ces 
termes  fuAênt  des  fraflions,  & allaficnt  en  diminuant  de  v> 
leur^  ou,  ce  qui  eA  la  meme  chofe , il  fâudroit  que  les  expo- 
Jâns  des/  qui  diAinguent  les  termes  de  la  valeur  de  x,  fuAent 
négatifi . Voici  la  maniéré  de  trouver  cette  valeur  par  cette 
féconde  méthode. 

Pour' trouver  le  premier  terme,  il  le  faut  fuppofer  repre- 
fenté  par  l’indéterminée  a multipliée  par  /' , c’eA  à dire , 
par  47';  pareequ’en  fubfiituant  ay  à la  place  de  x dans  la 
propolce  T^^nyx — y = o,  on  aura  dans  l’équation  cban- 
nnx  — 1»’ 

gée  <**/’  -4*  naf  — /»  = o,  les  deux  grandeurs  dy  — i/», 
*^nnay — 2*’ 

dans  lefquelles/  eA  au  même  degré  le  plus  élevé  . Il  fout  en 
foire  l’équation  ay=iy\  d’oh  l’on  déduira  <»=i,  ainûlc 
premier  terme  de  la  valeur  de  « eA  i/.  * 
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Il  faut  fuppofer^  -*-f=x,ôc  fubftituer  cette  valeur  de  x 
à fa  place  dans  la  propoÆe  , & l’on  trouvera.  la  première 
transformée  fuivantc  n^‘  h-  3//  37//  =.0, 

' n’y  •^•'nyf  ' t 

— 2»*  -4«  w*y 

qui  fervira  h trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  focond  terme  , il  le  faut  fuppofer  repre- 
/enté  par  l’indétermirtée  b multipliée  par  / , c’eft  à dire  fans  y, 
parccqu’cn  concevant  b fubftituée  à la  place  de  f dans  la 
première  transformée  , on  aura  les  deux  grandeurs  •»-  ny* 
ibf , dans  lefquelles^  eft  au  même  degré  le  plus  élevé  , 
dont  fàifant  l’équation  p>y'z=.  — nf,  on  trouvera  b-= — 
L’on  a donc  déjà  x—\j  — -j». 

■ Il  faut  fuppofor  — J »"*‘g=f>  & fubflituer  cette  valeur 
àefkfa  place  dans  la  i”  transformée  , & l’on  trouvera  la  a* 
transformée  -*•  nf y ifg  lygg  -4-  g’  = o, 

— —m—m 

qui  fervira  à trouver  le  troifiéme  ternie  de  la  valeur 
de  X. 


Les  expofâns  de  / dans  le  premier  & le  fécond  terme  de  la 
valeur  de  x étant  connus , on  peut  fuppofer  pour  la  valeur 
de  X la  fuite  indéterminée  x — ay  bf  cy~'  -*•  dy"^ 
</“J  &c.  dont  les  deux  premiers  termes  font  connus. 

Pour  déterminer  le  troifiéme  terme  reprefenté  par  cy~^ , 
il  faut  concevoir  r/~*  fubilitué  à la  place  de  g dans  la  fécondé 
transformée , & fuppofer  égales  à zéro  les  deux  grandeurs 
»*/  ■4*  3f/ = O , dans  leîquelles/  eft  au  même  degré  le 
plus  élevé,  d’où  l’on  déduira  c — — ainfi  le  troifiéme 
terme  de  la  valeur  de  eft  — ■ ^n‘y~\ 

Il  faut  fuppofer  — ^f*‘y~'  h =: g,  & fubftituer  cette 
valeur  de  g à fa  place  dans  la  fécondé  transformée , & l’on 
trouvera  la  troifiéme  transformée  qui  fuit , 


iyn*y~^  — -n’y'ti’  *>fb*  =0, 

— I »*/—  »'/-’/&  —nlf 

-—  4 **y~' ' — <*‘‘iyb‘ 

— 44»’  ‘—'nyh 


qui  fervira  It  trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur 


de  . ■ 
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Pour  trouver  ce  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x , il 
faut  coocevcûr  <Jy~^  fubdituée  dans  la  troiCéme  transformée  à 
la  place  àeb,  ôc  fuppofer  égales  à zéro  les  grandeurs  — 
-t“3//=o,  dans  lelquellcs/  ne  fe  trouve  point  , ou  bien 
dans  lefquelles  l’expofant  de^  eft  zéro,  & l’on  aura  d = 

Ainfi  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  at  eft  •»-  » 

& Ton  a déjà  r = ly  — jay  — *+• 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  , en  fuppo» 
fant  •*“  -4-  / = A ; & fubflituant  cette  valeur  de  h 

à fa  place  dans  la  troifléme  transformée , il  en  viendra  une 
quatrième  transformée,  dans  laquelle  concevant  cy~^  fubfUt 
,tuée  à la  place  de  / , & faifânt  une  équation  des  grandeurs 
dans  lefquelles/  aura  pour  expofânt  — i,  c’efl  à dire,  dans 
lefquelles  il  y aura  , on  déterminera  par  cette  èqiutioo 
le  cinquième  terme  de  la  valeur  de  a,  & ainfi  à l’inâni.  Les 
operations  que  l’on  a faites  fufofênt  pour  faire  clairement  coo> 
cevoir  la  féconde  méthode  > 

R E M A R QJÜ  ES.,  i , 1 . , 

I.  •••  ' 

î.  J ï . ^)n  peut  abréger  de  beaucoup  le  calcul  |de  cette  méthode  » 
i“,  en  n’ècrivant  point  les  équations  changées , mais  en  coot 
cevant  feulement  que  le  terme  de  la  fuite  indéterminée  qui 
reprefente  la  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  , cft 
fubnitué  à la  place  de  l’inconnue  ; car  on  remarquera  aifê* 
ment  quelles  font  les  grandeurs  dans  lefquelles  , apres  cette 
fubflitution  conçue , l’inconnue  y ne  fe  trouvera  point  , ou 
bien  celles  oh/  fe  trouvera  au  moindre  degré  ; & lesfuppo» 
lânt  égales  à zéro , on  aura  l’équation  propre  à trouver  la  par*^ 
rie  de  la  racine  que  l’on  cherche. 

2*.  On  peut  même  remarquer  qu’il  n’efl  pas  neceflaire  d’e» 
crire  le  terme  indéterminé  dans  les  grandeurs  qui  étant  fuppo* 
fées  égales  à zéro  , fervent  à faire  trouver  la  partie  de  la  raci> 
ne  que  ce  terme  indéterminé  reprefente . . — . 

Par  exemple  , au  lieu  d’écrire  •*“  nna  — a»^  ==  0 , dans 
la  première  refolution  , on  auroit  pu  former  l’équation  par* 
riculicre  qui  fort  à trouver  la  première  partie  de  la  valeur 
^reprefontée  par  <r  , en  fuppofaoc  les  termes  s*  tux.  — aa» 
*=  o , fans  mettre  a au  lieu  de  s;  car  l'on  auroit  également 
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trouve  par  cette  équation  , que  la  première  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherche  , reprefentée  par  a , e(i  » , 
pui/qtie  X — m = o eft  un  divifeur  exadl  de  x’  nnx 
— 2»’  — O,  ainfi  X = n , c’efl  à dire , n c(i  h premiè- 
re partie  de  la  valeur  de  x. 

î“.  Dans  chaque  transfcffmée  il  fuffit  de  divilêr  la  gran- 
deur du  dernier  terme  , dahs  laquelle  y eft  au  moindre  de- 
gré , par  fa  grandeur  du  pénultième  terme  où  y eft  auffi  au 
moindre  degré  ; car  le  quotient , apres  en  avoir  changé  le  li- 
gne, fera  la  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

• Ainft  dans  la  première  traas6rmée  de  la  première  relblu- 
tion  , en  divifant  •+•  nny  par  -t-  4®»,  on  a pour  quotient  ^y  ; 
& changeant  le  figue  , on  aura  — -^y  pour  la  fécondé  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

De  même,  dans  la  fécondé  transformée  de  la  première  rèfo- 
lution  , en  divifànt  — nyy  par  4»»,  on  aura  — 

& changeant  le  figne,  on  aura  r^jy  pour  la  troifiéme  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  j & ainfi  des  antres 
transformées . La  raifbn  de  cet  abrégé  eft  évidente  par  l’ope* 
ration  même . 

' Quand  on  fc  fera  rendu  cette  méthode  bien  familière , 00 
verra  qu’on  peut  négliger  dans  le  calcul  beaucoup  de  gran- 
deurs dans  les  transformées , ce  qu’un  peu  d’ufâge  apprendra 
mieux  qu'un  long  difeours . 

IL 

i y Z.  Ce  qu’on  a dit  dans  le  troifiéme  article  de  la  Remarque 
précédente , fait  voir  que  la  maniéré  de  trouver  la  fécondé 
partie,  la  troifiéme,  & toutes  les  autres  parties  de  la  valeur 
de  X par  cette  fécondé  méthode  , revient  à la  quatrième 
méthode  d’approximation  du  fixiéme  Livre , art.  15^.  c’eft  à 
dire , qu’aprés  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur 
de  X , qu’on  nommera  a , par  le  premier  article  de  la  féconde 
méthode , pour  trouver  la  fécondé  partie,  qu’on  nommera  b , 
il  faut  faire  la  première  transformée  , en  fubftitnant  <»•+“/' 
= X à la  place  de  x dans  la  propofée , divilér  le  premier 
terme  par  le  coëficient  du  fécond  terme  de  cette  transfor- 
meê,  oc  le  quotient,  apres  en  avoir  changé  le  figne,  fera  la 
fécondé  partie  t de  la  valeur  de  x . (On  nomme  ici  le  pre* 
xnier  terme  de  chaque  transformée  celui  oi^  n’eft  point  l’in- 
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connue/  de  la  transformée  ; le  fécond,  celui  oîï  l’inconnue/ 
eft  linéaire;  & ainfi  des  autres.  ) Pour  avoir  la  troificme  par-, 
tic  de  la  valeur  de  x,  qu’on  nommera  c,  il  faut  Éaire  la  fécon- 
dé transformée  , en  fiibrtituant  b •*-g  =f  à la  place  de/, 
dans  la  première  transformée  , divifer  le  premier  terme  par  Ic’ 
ccéficient  du  fécond  terme  de  cette  Icconde  transformée  , 
& le  quotient , après  en  avoir  changé  le  ligne  , fera  la  troi-, 
fiéme  partie  c de  la  valeur  de  x.  On  peut  continuer  cette  ap- 
proximation à l’infini , comme  on  l’a  expliqué  dans  la  qua-i 
triéme  methode  159.  On  peut  même  rendre  chaque  partie  de 
la  valeur  de  x plus  approchante , comme  00  l’a  enfeigné  dans 
cette  quatrième  methode  d’approximation.  > 

III. 

» 

Après  avoir  trouve  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
par  le  premier  article  de  la  fécondé  methode,  on  peut  aufli 
trouver  la  fécondé  partie , la  troifiéme , & toutes  les  parties 
fuivantes  de  la  valeur  de  x , par  la  cinquième  methode  d’ap- 
proximation 166.  Par  exemple  , ayant  trouvé  que  la  pre- 
mière partie  de  la  valeur  de  x dans  l’équation  x»  -v-  nyx  — / i 

ntix — i«* 

= O,  eft  -f  »,  pour  trouver  les  autres  parties,  il  fiiut  parta- 
ger l’inconnue  x en  deux  parties  ?&;?;.,&  fuppolant  e »*•  3^ 
= X , il  fout  fubftituer  cette  valeur  de  x à fo  place  dans  la 
propoîée,  & l’on  aura  l’équation  s’  -v*  3;*  =0. 

uns  ■*-  w»3i  > 

— 2»* 

Ce  fera  la  transformée  indéterminée  qui  fora  trouver , la 
première  partie  étant  fuppolée  connue  , toutes  les  autres 
parties  de  la  valeur  de  x les  unes  après  les  autres  : s repre- 
fentera  toutes  les  parties  déjà  découvertes,  & 3:  ce  qui  refteà, 
en  découvrir;  & à mefure  qu’on  découvrira  ces  parties^  pour 
trouver  la  fuivante , il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  la  fomme  de 
toutes  les  parties  déjà  découvertes  à la  place  de  f , & après 
la  fubftitution  , divifer  le  premier  terme  par  le  coëficient  du 
focond  terme  , le  quotient , après  en  avoir  changé  le  figne 
fora  la  partie  fuivante  que  l’on  cherche . i 

. Ainfi  pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x c 

il 
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il  faut  fubftituer  la  premlcre  partie  n connue  par  le  premier 
article  de  la  fécondé  méthode,  à la  place  de  c , & l’on  aura 
■+■  nny  ■+•  H-  — O ; il  fâutdivifer  le  premier 

— y '*-»yZ 

terme  •+■  nny  — y'  par  le  coëficient  •*«  4»«  -t-  uy  du  fécond 
terme  ( il  fuffit  de  divifer  nny  par  4»?«  ; & le  quo. 
tient  {y  t après  en  avoir  changé  le  figne , fera  la  fécondé 
partie  — \y  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche.  Pour  trou- 
ver la  troifiéme  partie  de  cette  valeur  de  x , il  faut  fubfii- 
tuer  la  fomme  des  partie#  h-  » — ^y  déjà  découvertes,  à 
la  place  de  e dans  la  transformée  indéterminée  ; & après  la 
fubftitution,  on  trouvera  cette  troifiéme  partie  comme  l’on 
a trouvé  la  fécondé  parties  & ainû  à l’infini. 

IV. 

5 4»  S’il  arrivoit  dans  la  pratique  de  cette  fécondé  méthode  , 
que  le  premier  terme  de  quelque  transformée  , c’eft  à dire  , 
le  terme  dans  lequel  l’inconnue  de  cette  transformée  ne'  fe 
trouve  point  , fût  égal  à zéro , toutes  les  grandeurs  dont  ce 
premier  terme  efl  compofé  fe  détruifànt  par  des  fignes  con- 
traires , il  efl  évident  * que  toutes  les  parties  de  Ta  valeur» 
de  X déjà  découvertes,  en  feroient  la  valeur  exaéte. 

' Avertissement. 

j^PR  e' s avoir  enfeigné  dans  l’énoncé  de  la  fécondé  métho- 
de, la  maniéré  de  trouver  les  expofans  àey  dans  les  termes 
de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x,  pour  abréger,  dans 
les  exemples  fuivans,  on  fuppofera  d’abord  la  fuite  indéter- 
minée qui  reprefente  la  valeur  de  *. 

Exemple  II. 

5 5 • TT  R O U V E R la  valeur  de  x dans  l’équation  xx  •^yy  — rr 
•==z.  O ; c’eft  l’équation  du  fécond  exemple  de  la  première  mé- 
thode, art.  184.  où  l’on  a changé  en  xx,  & xx  enjy. 

r®.  Il  faut  fuppofer  x — byy  ^dy'‘  -^ef  &c.  les 
grandeurs  a,b  yC,  d,  &c.  font  indéterminées  , & elles  rejsre- 
fentent  avec  les  puifTanccs  dc^ , les  parties  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche,  & elles  fêrviront  à les  faire  trouver:  a eft 

N nn 


4(>6  Analysï  demontre'e. 


lâns  7 dans  le  premier  terme,  parccqu'il  y a rr  dans  la  pro* 
poféc,  qui  cft  une  grandeur  toute  connue  fans  7, 

2*.  Pour  trouver  la  première  partie  de  x reprefentée  par^, 
il  faut  concevoir  a fubftituée  au  lieu  de  x dans  la  propo- 
se, ôc  fuppofer  aa  — rr,  qui  font  les  grandeurs  oh  y n’eft 
point,  égales  à zéro  ; & l'équation  aa  — rr  = o,  donne- 
ra 4 = r , ainfi  r cft  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
qu’on  cherche. 

On  fuppofera  r -4-  / = x , f cft  une  inconnue  i & fub- 
ftituant  r f dans  la  propoféc , on  aura  la  première  trans- 


formée 

H 

II 

XX 

•*-yy 
— rr 

= rr  •^irf  ^ff 

= ’^yy 
= — rr 

i^*trans* 

formée. 

^yy>r2rf’^ff  = o. 

' 3*.  Peur  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x par 
cette  première  transformée  , laquelle  partie  eft  repréfentéc 
par  byy  , il  faut  concevoir  -4-  byy  à la  place  de  / dans  cette 
transformée , & faire  l’équation  j;/  *4-  zrbyy  = o des 
grandeurs  yy  ïrbyy  , dans  lefquelles  y cft  au  même 
moindre  degré,  d’où  l’on  aura  zrbyy  = — i;y;  & divi- 
lânt  chaque  membre  par  2ryy  , l’on  aura  3 = — & la 

fécondé  partie  hyy  fera  — -^yy . Il  faut  fuppofer  — -^yy  -t-  g 
= / , & fubftituant  • — -~yy  g à la  place  de  / dans  la 
transformée,  on  aura  la  fécondé  transfornnéc , 

— =/l 


ff 



4^  r 

•^irf 

= —yy 

-f  irg 

■^yy 

— •*-yy 

trans- 

formée. 

JL 

4^r 

-*-2rg 

on  concevra  (y*  à la  place  de  g dans  cette  fécondé  transfor- 
mée; & faifant  une  Quation  2Hf  =0,  ou  bien 

•4*  •xrcy^  ^=.  — , des  grandeurs  dans  lelquelles^’  eft  au 

même  moindre  degré,  on  divifera  chaque  membre  par  ar/*, 
^ l’on  aura  c — — ; par  confequent  la  troilîéme  partie 

que  l’on  cherche  cft  = *—  ^y*. 
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II  faut  fuppofcr  •^b  = g , A eft  une  inconnue  ; 

& fubftituant  — -»•  A à la  place  de  g dans  la  féconde. 


•*-zrg 

4f  r/ 

— —y*  irh 

^rrJ 

=-^77;f 

j^trsns. 

fonnee. 

^bb  =0. 

. t K 

•ïtf/ 


•irb 


s".  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  a?, 
réprefentee  par  dy* , U faut  concevoir  Jy*  a la  place  de  b 
dans  cette  troifiéme  transformée  » & feire  1 équation  ^y* 
idry*^  = O , des  grandeurs  0Ù7  cfl  au  moindre  degré;  & 
divifànt  chaque  membre  de-v  irdy  = — par  2ry*, 
ron  aura  eft  la  quatrième 

partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

, Prenant  la  fomme  des  parties  de  la  valeur  de  r que  l’on  a 

trouvées , on  aura  x = r ^yy  -7  ^y*^  — jhf 

On  en  peut  continuer  l’approximation  tant  qu’on  voudra* 


Exemple  IIL 

i J 6.  R O U V E R la  Valeur  de  x dans'  réquation  o ="xx  — a 

by cyy  — dy^  — &c.  c’ell  le  troifiéme  exemple  de 

la  première  méthode*  art.  185. 

1°.  Il  faut  fuppofcr  x = p îX  ’^ryy  ty^  &c. 
les  grandeurs  p*  r,  1,  f,  &c.  font  indéterminées  ; elles 
reprefentent  > avec  les  puiflânees  de/,-  les  parties  de  la  va- 
leur de  X que  l’on  cherche  * & elles  /erviront  à les  faire 
trouver. 

a°.  Pour  trouver  la  première  partie  de^r  reprefentée  parp^ 
il  faut  concevoir  p fubllituéc  à la  place  de  x dans  la  propo* 
fée  * & faire  une  équation  des  grandeurs  pp  — a y dans 
lefquelles/  ne  fe  trouve  point  * & l’on  aura  pp  = 4 ; par 

r 

confequent  P = <1*.  ^ 

On  fuppofera  4“*  jT  = x,  & en  fubftituant  4*  f i 

, Nnn  ij 


4^3  Analyse  démontré' e'. 
la  place  de^  dans  la  propolce,  on  aura  la  première  trans- 
formée 


XX 

= 4 ■t-2a*/"t-yy' 

— a 

— by 

——by 

—cyy 

=—cyy 

&c. 

= &c. 

transformé.  *'**/  “^ff 

'-07 

&C.1 

3°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  ;v , re. 
prefentée  par  4;,  il  faut  concevoir  jy  fubftituée  à la  place 

de/,  & foire  une  équation  = by  àes  deux  grandeurs 
dans  lefquelles  y efl  au  même  moindre  degré  ; & divifant 

chaque  membre  par  , on  aura  4=  — -i  par  confe- 

b aa* 

quent  ^y  -^y  eft  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  ft 

2a* 

II  faut  fuppolêr  —^y  g =:  f;  Sc  fubftituant  — ^ f 

24*  20* 

^ à la  place  de  / dans  la  première  transformée , on  aura 
la  féconde  transformée. 


T7  / 


34* 


Jf= 

bb  h 

4 

20*  f 

=.o^hy  -t-2a*g 

—by  = 

=—hy 

—07  = 

=—07 

—tiy* 

=-dy 

&c. 

= &c 

Seconde  yy  y 

mmformécj  H* — yy  — yg'^Sg 

4- 

1 

— cyy  -^aaV 
■ — dy^ 

&c. 
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4*.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  valeur  de 
reprcfentée  par  ryy  y il  faut  concevoir  ryy  fubllituée  à la 
place  de  g dans  la  fécondé  transformée  , & fuppofer  les 

grandeurs — cjy^ia'tyjy  dans  lefquelles  / eft  au 
même  moindre  degré , égales  à zéro , ce  qui  donnera  l'équa» 

tion  ^a'■ryy  — — ^yy  ^ cyy  ; & divifânt  chaque  membre 

— hb  C 

par  > on  aura  r = j — j;  par  confequent 

8«* 

ryy  = • ^ yy  ^ yy  eft  la  troifiéme  partie  de  la 

8a‘‘ 

valeur  de  x.  ^ ^ 

èb 

Pour  continuer  l’approximation  , on  fuppofera yy 

8a* 

C hb  c 

T I»  > & en  fubftituant ^yy  •+- yy 

la*  8a*  . 2a* 

Jh  à la  place  de  g dans  la  féconde  transformée,  on  aura  la 
troifiéme  transformée,  &c. 

Exemple  IV. 

Xfy,  T ROUVER  la  valeur  de  # dans  l’équation  o =x*  — 

— % — 9’  — — ■ 9’  fi^iéme  exemple  de  la 

première  méthode,  art.iii.  On  va  y appliquer  la  féconde  me- 
thode , pour  faire  voir  qu’elle  peut  s’appliquer  à toutes  les 
équations  qu’on  peut  reloudre  parla  première  méthode , cet 
exemple  contenant  une  difficulté  particulière. 

I®.  Il  faut  fuppofer  x = py  yp  ryf  ly*  ty'  &c. 
&c.  font  des  grandeurs  indéterminées,  qui  reprefen- 
tent  avec  les  puiffaoces  de^  dont  elles  font  les  coëficients,  les 
parties  de  la  valeur  de  x,  & fervent  à les  trouver. 

2”.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  x,  te- 
prefentée  par  py,  il  faut  concevoir  py  fubftituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée , & l'on  aura  p^y"  — ay  — hyy  &c.  = o . 

Afin  que  l'inconnue  y foit  au  même  degré  linéaire  dans 
& dans — ay,  il  faut  mettre  au  lieu  de  py,  la  grandeur 
y~'  P"y  > & fiippofer  les  deux  grandeurs 

N n n iij  ; 
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jjtt-i  pay  — jjgpj  lefqucHes^  cft  au  même  moindre  degre> 

égalei  à zéro  j ce  qui  donnera  l’équation  f~'  p"y  — ay , d’où 

— — — * X — 

l'on  déduira  p = a" y'"  ~ ^ & par  conlèquent  py  =.  a' y”  cd 

la  première  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

J_  1 II 

Il  faut  fuppofer  a"" y"  •^•f  =x,  & fubftituer  a" y"  la 

place  de  x dans  la  propofée , & l’on  aura  la  première  trans* 
Formée , 

n— 1 K— t n— 1 n^»  ft~»l 

«"  = zay^^a"  >"  y ff  ^ ^ x x a'^  y‘  f ôi.c, 

— ay  — — ray 

— hyy=—byy  ^ . 

— cy^  — — cy* 

&c.  = &c.  > 


fffu-fr  U on  prendra  de  fermer  de  la  puiflàDce<r">'‘-*-/=x'‘,& 

iJn^cur  plus  on  trouvcra  de  parties  de  la  valeur  de  x que  l’on  cher- 

tt  m ,r^,ie  prtet.  clic . Lcs  quatrc  termes  qu’on  en  a pris  danr  cette  transformée  ÿ. 

eft  tÿttcte . Tuffifent  pour  fàirc  concevoir  l’application  de  la  féconde  mé- 

thode à cet  exemple. 

3°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  jf,.reprc'' 
fentée  par  ejyy  ^ il  faut  concevoir  tjyy  fubftituée  à la  place 
de /dans  la  première  transformée , & fuppofer  les  g randeurs- 

n— I n— * 

T “ y ^ W — % » ^*0^  Icfquellcs  y eft  au  même 
moindre'  degré  ^ égales  à zéro  ; ce  qui  donnera  l’êquaticn, 

n— I n—ï 

X 4 “ y qyy  — byy  ; & divilânt  chaque  membre  par 

II—  I 0—1  »— 1>  *’*a- 

x4  “ / “ ^yy,  l’on  aura  f = X 4 “ y “ /’jparconfequent 

1— n I— n î— n 

qyy  = \ a " y hyy=.  a by  “ efl:  la  féconde  partie  de 
la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée  ^ il  faut  remarquer  que 
la.  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x qu’on  vient  de  trouver» 

I— ft  X— m 

peut  s’exprimer  de  ces  trois  maniérés  \a  “ ^ “ hyy  = 

X— n-  y«»fi  1 — ft  _T  ■* 

^ a by  " =1^  a " y'"  ly.  Cette  derniere  eft  la  plus  com- 
mode pour  trouver  la  fécondé  transformée-  Ainfîon  fuppo- 

• _x  —O  , t , • ^ 

fera  x4  “ y"^  ly  g^=f,ôc.  on  fubftituera  cette  valeur  de  f 
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^ la  place  de  / dans  la  prcmicre  transformée , & l’on  trouvera 
la  fécondé  transformée , a"  7 “ 


■h-Xi^â'^y~^ff='*‘  i X 4 “ ‘ &^7»  •+•  a y~  ‘ byyg^^x  ^ "^og 

„_t  n-i  S::!  a=Li 


•f4  * > “ /= 

— ^77  = 

— = 

&c.  = 


^ tlyy 

— *hy 

— cy^ 
-dy- 

&c. 


•^-=4  "7  • ^ 


* t"*  Uyandtur 

j»«  €tne  mArquefrtciitf 
■tjl  efftctt . 


4".  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
prefentée  par  ry',  il  faut  concevoir  ry>  fubftituée  à la  place 
de  V dans  la  fécondé  transformée,  & fuppofor  égales  à zéro 

“ n~"i  n—  I 

les  grandeurs  •(-  -j  x 4“  t <*  " y " ~ 0’’>  ^^ns 

lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  ; ce  qui  donnera 

l'équation  f4  “ 7“  ry^  = — a~‘  bby^’^cyi'\  & 

I n*-i  , 

divifant  chaque  membre  par  ■?  <*  “ 7 " x 7’ , on  trouvera 

1 — an  1 — n 1 — ft 

* =r=  — ^ X 2=^  4 “ l>fc7  4 " <7  " ; par  confoquent 

7— an  1 «♦»  an  ^ ^ 

4 " bhy  " 


r=— i X 

1 — an  T 


9 


= — -r  X 


4 “ y^hyy^~a"  7“  fj7,  eft  la  troifiéme  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée , il  faut  fuppofor 


V T — ^ T_  7-Hl  t. 

ix2^4  " y"hyy^\a’'  7“f77-4-i&=g,  & fubftituer 

cette  valeur  de ^ à la  place  de  g dans  la  fécondé  transformée, 
& l’on  trouvera  la  troifiéme  transformée. 

Mais  comme  il  n’y  a plus  d’autre  difficulté  dans  le  refte  de 
l’operation , que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul,  il  eft 
inutile  de  la  continuer  ici , les  operations  précédentes  fuffifant 
pour  faire  concevoir  l’application  de  la  fécondé  méthode  à cet 
exemple . 


Remarques  où  Ton  donne  la  démenftratîon 
de  la  2*  méthode . 

aj8.  O N peut  appliquer  cette  fécondé  méthode  à tous  les  exem- 
ples de  la  prcmicre  ; & après  s’eftre  rendu  Tune  & l’antre 
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reprefentéc  par  <9',  il  faut  concevoir  aj  fubftituée  à la  place 
de  X dans  la  propofée  de  cette  manière  ; il  faut  fuppofer 
x — *ji  en  prenant  les  difierences  de  chaque  membre  on 
Sinn  dx  — 4dy,Si.  ^ = a^Sc^—aa. 

Il  faut  concevoir  aa  fubftituée  à la  place  de  les  deux 
grandeurs  oh  y ne  fe  trouve  point  font  i — aa,  il  faut  les  fup- 
polèr  égales  à zéro , & l'on  aura  l’équation  aa  — i\  par  con< 
fequent  a = u ainfi  ay  = ly  eft  la  première  partie  de  la  va- 
leur de  X que  l’ou  cherchoit. 

Pour  avoir  la  |M-emiere  transformée , il  faut  fuppofer  ly 
*^f  =x,  f eft  une  inconnue  ou  variable}  en  prenant  les 
diftèrences  de  chaque  membre  , on  aura  idy-*‘df=dx\ôc 
divifant  par  dy , on  aura  i ^ ; & quarrant  chaque 

membre,  on  aura  i-t--^H-^  = ^.ll  faut  fubftituerdans 
la  propofee  i — ^ Hfr  =0,  les  valeurs  de  ^ à la  place 
de  & on  aura  la  première  trans&rmée , 


dx*  rfy* 

•‘r  ^ 


3®.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  a?,  repre^' 
fentée  par  bf,  il  faut  concevoir  hy*  fubftituée  à la  place  de/ 
dans  la  première  transformée. 

Pour  faire  cette  fubftitution , on  fuppofora  èy^  z=  fi  pre- 
nant  les  différences  de  chaque  membre , on  aura  ibyydy=àf, 
& ^hyy—  & quarrant  chaque  membre,  on  aura  gHy"* 
— 

* 

Concevant  à prefent  ibyy  fubftituée  à la  place  de  dans 
la  première  transformée,  & gbby*  à la  place  de  lesgran* 
deurs  dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  , font 
•^lyy  — a X ^byy,  il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro,  & l’on 
aura  l’équation  f>byy=^iyy\  divifant  chaque  membre  par 
on  anra  &=t;  par  confequent  by^  = eft  la  fécondé  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l'on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée , il  faut  fuppofer  f / 
^ g = f,  g eft  une  inconnue  ; en  prenant  les  différences 
de  chaque  membre  on  auia  ^ yydy  dg  df,  & divifant 

Ooo 
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par  dy,  \yy^  -f-  — ; <]uarrant  chaque  membre,  on  au- 

ra  ^y*  ==  H faut  à prefcnt  fubflitucr  les  va- 

leurs de  & de  -J^  dans  la  première  transfbrmcc  , & l’on 
aura  la  fécondé  transformée, 


«t-  — «U  -L  v‘  .*•  y*.’ 

J/l_  1 ^4 <C* 

' rf/*  4/  4y 

» v<‘  — — *yy  âr* 

Id  praniUur 

^ttc  eetu  tnar*  ^ ^ 

^ue  précedeeji  t*  • « ^ 

4°.  Pour  avoir  la  troifieme  partie  de  la  racine  reprefentcc 
par  r/,  il  faut  concevoir  r/  fubftituéeà  la  place  de^  dans  la 
fécondé  transformée  : mais  pour  faire  cette  fubftitution , il 
faut  fuppofer  cy':=gy  par  confcquent  ^cy*dy  = dg^  & jr/*. 

Il  faut  à prefent  concevoir  ^cy^  fubflituée  à la  place  de 
dans  la  fécondé  transformée , & fi  l’on  veut  r^ccf  à la  place 
de  t & — \f — I or;* , ou  bien  \y*  — i ocy^ , feront 

les  grandeurs  dans  lefquelles ^ eft ’au  même  moindre  degré} 
il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro , ce  qui  donnera  l’cqua- 
.tion  iocy*=^y*\  divifant  chaque  membre  par  lo/^,  on  aura 
f = ^ ; par  confcquent  cy'  = y'  efl  la  troifieme  partie 
de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  ; l’on  a donc  déjà  x — \y 
&c.  & l’on  peut  continuer  l’approximation  tant 
qu’on  voudra  ; il  n’y  a plus  de  difficulté  dans  le  refie  de  l’ope- 
ration que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul . ■' 

On  refondra  de  la  même  maniéré  toutes  les  équations  diflfe- 
renticllcs. 


Exemple  VI. 


xtîo.  X OüR  trouver  la  valeur  de  dans  l’équation  différentielle 
xxdy  — yydydx  — nndy'  -t-  nydy  = o,  il  faut  d’abord  divî- 
fer  chaque  terme  par  dy',  & l’on  aura  l’équation  préparée 
XX — — «» -H = O,  dans  laquelle  la  différences^ 
eft  dans  le  dénominateur . Après  cette  préparation . 

i".  11  faut  fuppofer  x a hy  cyy  ey^  &c.  a,  h,  c,  e,  &ç 
font  indéterminées , & reprefentent  avec  les  puifiances  de  y, 
les  parties  de  la  valeur  de  x,  & elles  fervent  à les  trouver. 
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' 2*.  Pour  trouver  la  première  partie  reprefentée  par  a,  il 
faut  concevoir  a fubftituée  à la  place  de  x dans  la  propofée, 
& fuppofer  aa  — hh  = o,  d'oii  l’on  aura  a = »,  ainfi  » cft 
la  première  partie  de  la  valeur  de  x. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fuppofer  « •+•/ 
= X,  d’où  l’on  déduira  tif=àx,  & fubftituant  les  valeurs 
dear&  de  dxdzas  la  propofée,  on  aura  la  première  trans- 


formée . 

5®.  Pour  trouver  la  faconde  Première  transformée, 

partie  de  la  valeur  de  x,  re-  xx  = 

prefantée  par  fy,  il  faut  con-  — ««  = — * fin  ^ut  cette 

cevoir  by  fubftituée  à la  place  «7  = •♦*  ny  pre- 

de/.  &ruppofcrcnte«2,/,,_>ï;^=_ 

— «7  = 0,  d’où  l’on  déduira 

i = — i,  ôciy  = — -J  y fera  la  faconde  partie  de  la  valeur 
de  X que  l’on  cherche . 

Pour  avoir  la  faconde  transformée , il  faut  fuppofer — 7/ 
d’où  l’on  déduira  — \ dy  dg-=  df  y é5c  — 7 
,11  faut  enfuite  fubfhtuer  les  valeurs de/‘&  de 
à la  place  de  ces  grandeurs  dans  la  première  transformée,  de 
l’on  aura  la  faconde  transformée. 

5®.  Pour  trouver  la  troiCé*  Seconde  transformée, 

me  partie  de  la  valeur  de  x,  =^^yy  — yg’*f‘g^ 

reprefentée  par  cyy , il  faut  2»/= — tny^^ing 

concevoir  ryy  fublfituée-à  la  -^-ny  ■=.’^  tny 
place  de  g dans  la  faconde  — i yjf — ^ . 

transformée , & fuppofer  2ncyy 

■é-  ~yy  7 jÿ  = O,  d’où  l’on  déduira  c = ^ , & cyy  = 

i-yy  fera  la  3'  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée , il  faut  fuppofer  — -j^yy 
•*-é=^,d’où  r on  déduira  — -{^ydy  •*"  db  = dg,6c-^-^y 
^ il  faut  fubftituer  dans  la  faconde  transformée 

les  valeurs^  de  g & de  , & l’on  aura  la  troifiéme  trans- 


formée. 

5°.  Pour  trouver  la  4®  partie 
de  la  valeur  de  x,  reprcfcntée 
par  cyi , il  faut  concevoir  eyi 
fubfiituée  à la  place  de  é , & 
fuppofer  inef  -4-^  / 


Troifiéme  transformée. 

.^2Jig=^ziyy*-znb 

■lyy=^z^yy  ^ 

— f’/y 

*1  •»"  f 

Ooo  U 
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= O,  d’oii  l'on  déduira  e=  — , & /r/  rîîr  f fe’ 

ta  la  4*  partie  de  la  valeur  de  * , 

On  a donc  a:=  -yhrÿ 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu'on  voudra . 

Seconde  maniéré  de  refondre  k tnème  exemple. 

Z 6 1 . S ï moindre  que^  dans  l’équation  xx  — ^ ttjf 

= o,  il  faut  que  les  expolâns  des  / qui  doivent  dilHnguer  les 
termes  de  la  valeur  de  x,  deviennent  négatifs;,  c’eft  à dire, que 
les  / fe  trouvent  dans  les  déoonainateurs  des  termes  de  la  va^ 
leur  de  x,  afin  que  ces  termes  aillent  en  diminuant  de  valeur. 
Voici  la  maniéré  de  le  faire  par  la  iêconde  méthode. 

11  faut  fuppolêr  que  la  valeur  indéterminée  dexe{tx=of 
hy°  *4-  cy~'  ey~*  &c.  a,  b,c,  &c.  font  des  indé. 

terminées.  Pour  en  trouver  les  valeurs,  i“,  il  feut  concevoir 
le  premier  terme  indéterminé  4/  fubûitué  à la  place  de  x 
dans  la  propofee , & la  difference  de  ay,  qui  cft  ady^  fubfiituée 
à la  place  dc</x;&  faire  une  équation  des  grandeurs  aay^ — 4/*. 
= 0,  dans  lefquellesji  eft  au  degré  le  plus  élevé  ; l’on  en  dé- 
duira e = 1,  ainfi  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x eft  i/, 
& l’on  a déjà  x = i/. 

Il  faut  pour  faire  la  première  transformée , fuppofor/*+-/ 
— Xi  d’eù  l’on  déduira  dy’^df~dx,  & i 
fubftitucr  dans  la  propofêe  ces  valeurs  de  a?  & de  à leur 
place  , & l’on  aura  k première  transformée  ny  — ^ 

— w» 

^2yf’*‘ff—o. 

Pour  trouver  le  fccond  terme  de  la  valeur  de  x y reprefonté 
par  6/%  fl  faut  concevoir  fc/°  fubftituée  à la  place  de  / dans  Ta 
première  transformée  , & la  différence  de  bf,  qui  eft  zéro ,,  i 
la  place  de  dx;  6c  faire  une  équation  des  grandeurs  *4- -t-  2^ 
=0,  dans  lefquellcs  / eft  au  même  degré  le  plus  élevé  , ot» 
trouvera  par  cette  équation  b = — i w,  ainfi  le  fécond  terme 
de  la  valeur  de  eft  n/. 

Pour  faite  la  fécondé  transformée,  il  faut  fuppofer  — ^ny* 
fi  d’ofi  l’on  déduira  •t-dgz^  df\  6c  fubftituer  les 
valeurs  de/&  de<ÿà  leur  place  dans  1a  première  transfor- 
mée , & Pon  aura  la  féconde  transformé  — ^na- — 
•^^yg’^gg  — o. 


Digitized  by  Google 


Livre  VII.  477 

Pour  trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de*r,  repre- 
fente  par  cy~' , il  faut  concevoir  -+-  c>"‘  fubftituc  à la  place 
de  g dans  la  fécondé  transformée , & la  différence  de  •+•  cjT’ , 
qui  eff  — > fublHtuèe  à la  place  de  ; & faire  une 

équation  des  grandeurs  — ^nn  3c  = o , dans  Ic/quelles  7 
ne  fe  trouve  point , & l’on  en  déduira  c=  5»«  > ainfi  le 
troifiéme  ternie  de  la  valeur  de  a?  cft 

Pour  faire  la  troifiéme  transformée  , il  faut  fuppofer 
^nny~'  b = g , d’oil  l’on  déduira  ^nnjT‘  -H 
= & fubffituer  ces  valeurs  de  g & de  à leur  place 

dans  la  fécondé  transformée,  & l’on  trouvera  la  troiûéme 
transformée  — pf  i&f»  = o. 

Pour  trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x , repre* 
fenté  par  , il  faut  concevoir  f/~‘  fubftitué  dam 

la  troifiéme  transformée  à la  place  de  é , & la  différence  de 
, qui  eft  — 2ty~f , fubffituée  à la  place  de  , & fai- 
re une  équation  des  grandeurs  — “**  4<y~'  ~~  ° » ^^ns 

lefquelles/  eft  au  même  moindre  degré  n^atif  j & l’on  en 
déduira  e = -♦-  t7»^  y~^  i ainfi  le  quatrième  terme  de  la  va- 
leur de  X eft  iV»*  J'”' > "3c  l’on  a déjà  x^=.  y — ^«7* 

i»*7“'  • On  peut  continuer  l’approximation 

par  cette  fécondé  méthode  tant  qu’on  voudra  , & les  opera- 
tions qu’on  vient  de  faire  fufHfént  pour  faire  clairement  conce- 
voir la  maniéré  d’appliquer  la  fectmde  méthode  aux  équations 
qui  contiennent  des  différences  quand  les  expofans  des  7 dans 
la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  ar , doivent  être  poGdfs , & quand 
ils  doivent  être  négatifs. 

On  peut  facilement  appliquer  la  même  méthode  aux  équa- 
tions qui  contiendront  des  fécondés  différences , des  troifiémes 
différences , &c. 

Remarpes  pour  la  équatiom  dîfftrcntitUts, 

L . 

p,C%>  HjA  fécondé  méthode  fait  trouver , pour  les  éqoatîons  di^ 
rentielles,  la  faite  des  expofans  des  7 qui  doivent  diftinguef 
les  termes  de  la  valeur  de  x,  avec  la  mêmefacilité  & la  même 
certitude  qu  eUe  les  fait  «Couvrir  pour  les  équations  qiû 

Ooo  iij 
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Dont  point  de  diftèreoccs  ; & voici  ce  qu’on  doit  connderer 
pour  les  avoir,  i*:  Les  expoiàns  des  jt  dans  la  valeur  de  ai 
doivent  être  en  progrellion  arithmétique,  & aller  en  augmen- 
tant quand  ils  font  tous  pofitifs , & en  augmentant,  pour 
ainll  dire  , en  négation  , quand  ils  font  tous  négatifs  j & com- 
mencer par  diminuer  quand  ils  commencent  pas  être  pofîri/s  « 

& augmenter  enfuite  en  négation  , dès  qu’ils  deviennent  né- 
gatifs . le  premier  & le  fécond  / , & même  tous  les  fui- 
vans , la  méthode  étant  uniforme,  doivent  être  pris  tels  que 
les  quantités  où  l’inconnue  x ne  fè  trouve  point , viennent  à 
être  détruites  par  d’autres  femblables  qui  ayenc  des  lignes 
contraires. dans  la  fuite  de  l’operation , & qu’elles  fervent  à; 
former  les  équations  qui  doivent  déterminer  les  termes  de  la 
valeur  de  x les  uns  après  les  autres  , de  manière  qu’il  ne  re- 
lie pas  de  ces  quantités  qui  foient  inutiles  à la  refblution . 3”. 

11  faut  avoir  égard  à la  propriété  particulière  des  différences  , 
qui  efl  que  la  difièrence  d’une  quantité  confiante  efl  zéro  ; 
ainfï  étant  fubflituée,  elle  rend  égale  à zéro  la  quantité  où  el- 
le  efl  fubflituée  ; que  la  différence  d’un  produit  qui  contient 
une  puiffance  de/  , divifée  par  , efl  ce  produit  même  où 
l’cxpofant  de  / efl  diminué  d’une  unité  s'il  efl  poCtif âc 
augmenté  d’une  unité  s’il  efl  négatif;  d’où  il  fuit  que  la  dif- 
férence de  ay  , divifée  par  , efl  la  feule  confiante  a fans/> 

. II 

Après  ces  confîderations  on  n’àura  aucune  difficulté  à trou- 
ver les  expofans  des/  dans  !a  valeur  de  x ; par  exemple  fi  les 
expofans  des  / doivent  t rrc  poütils , qu’il  y ait  une  quantité 
toute  connue  fans/  dans  une  équation  propofée  , & que  la 
quantité  où  efl  n’ait  que  des  confiantes , le  premier  ter- 
me de  la  valeur  de  x doit  avoir/  , & il  le  faut  fuppofet  re- 
prefenté  par  ay  , car  la  diffcicnce  de  ay  divifée  par  dy  étant  «, 
on  pourra  faire  une  équauon  de  <»  & de  la  quantité  de  la  proto 
pofée  qui  efl  fans  / , laqiulle  férvira  à déterminer  Mais  fî 
les  mêmes  chofês  étant  fuppofées  , l’inconnue/  fe trouve  dans 
la  quantité  où  efl  -jj- , comme  dans  le  fixiéme  exemple  , où  - 
l’on  a , il  faut  que  le  premier  terme  de  x fôit  reprefenté 
par  le  &ule  confiante  a fans/. 

Dans  le  même  cas  des  expofans  pofitifs  de/  dans  la  valeur 
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^ , pour,  avoir  lexpofant  de  j»  dans  le  ftcond  terme  de  la 

valeur  indéterminée  de  x , dont  le  coêfident  eft  reprefenté 
par  i , il  faut  le  fuppofer  tel  cet-expofant  de  y dans  ly , qu’en 
fublHtuant  by  à la  place  de  l’inconnue/ dans  la  première  trans- 
formée, on  puiiTe  avoir  au  moins  deux  quantités  dans  lefquel- 
Ics^  foit  au  même  moindre  degré.  On  trouvera  de  même  les 
expofans  des;'  dans  les  termes  fuivans:  mais  comme  ils  font 
en  prcgreffion  arithmétique , dont  on  a les  deux  premiers  ter- 
mes f on  les  a tous  fans  les  chercher . 

Ces  remarques  fuffifeot  à ceux  qui  Ce  font  rendu  la  fécondé 
méthode  familière,  pour  trouver  les  expofans  des  7 dans  la  va- 
leur de  X,  dans  tous  les  cas  qui  peuvent  fe  prefenter. 
i Quand  en  fuivant  les  réglés  qu’on  a preferites  , on  ne  peut 
pas  trouver  de  valeur  de  x , c’ell  une  marque  que  .lequatioa 
ne  peut  pas  être  refolue  , du  moins  fans  préparation. 


. Exemple  VII.  iJam  lequel  il  y a trait  inconnuet. 

P O ü R trouver  par  la  fécondé  méthode  I.1  valeur  de  x dans 
l’équation  ^ ^~'y> 

fuppofer  que  la  valeur  indéterminée  àe  x eft  ar  = a^'y 
l>'C‘f  &C.  font  in- 

déterminées . 

Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur  reprefenté 
par  aX~'y»  ü fubftitucr  dans  la  propofée  a^'y,  à la  place 
de  Xf  & la  différence  de  dt^'y  divifée  par  ày,  (qui  cft 

__  ^ ^ fubftituant  au  lieu  de  ~ fa  valeur 

I -t-  ZT'y»  devient  otC'  ' — t>tr^y  — ) à la  place 


de  & faire  une  équation  des  grandeurs  -4-  <*  — » =0, 

dans  lefquelles  , après  la  fubftitution  , > ne  fe  trouve  point  ; 
& l’on  déduira  de  cette  équation  a = •*•  »;  ainff  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  ;r  eft  «z~'y,  & l’on  a déjà  x = 
*♦-  n^T'y  • Pour  avoir  la  première  transformée , il  faut  fup- 
pofer t)\~'y  — xi  & prenant  les  différences,  & divi- 

, , , 7ty~‘ydz  Jf  ix  V 

fant  par  on  aura  -t-  niC 

mettant  au  lieu  de  fa  valeur  i -h  X^'y , l’on  aura  = 
m-  — ifç^y  — ^ fubftituct  dans  M 
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propofée  les  valeurs  de  * & de  , & l’on  aura  la  première 

transformée  — 2»z~'y  ^ o* 

— 

^ Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x , reprefen- 
té  par  hi~y  , il  faut  fubflituer  h-  kCY  dans  la  pre- 
mière transformée , à la  place  de/,  iSc  la  diflèrctice  de 

diviféc  par  , ( qui  eft  & qui , en 

fubftituant  la  valeur  de  devient  h-  2bz~*y  — zhry 

— zlZT^y^t  à la  place  de  & faire  une  équation  des 

grandeurs  — ihc~'y  = o , dans  lefquellcs  y eft  au 

même  moindre  degré,  & l’on  en  déduira  b =.•¥>  tr,  ainfi  le 
fécond  terme  de  la  valeur  de  x eft  , & l’on  a déjà 

X = -H  /rç'y  »0’- 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  fâutfuppofcr 
^ J =/i  on  en  prendra  la  différence,  qu’on  divifera  par 

& l’on  aura  tnjry  — î & « y, 

mettant  la  valeur  de  ^ , on  aura  a»î“>  — zniCY  — 

=^\  il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de/&de-^  dan? 
la  première  transformée , & l’on  trouvera  la  fécondé  trans- 
formée — ^ S = O- 

— 2hz~Y 

Pour  trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x,  repte.' 
fenté  par  -t-  <■?“’/  , il  fout  fubftituer  dans  la  féconde  tranj- 
formée  -t-  cz~y  au  lieu  de  ^ & la  différence  de  divi- 

fée  par  dy,  (qui  eft  3q,-y , & qui , en  y 

mettant  la  valeur  de  ~ , devient  — 3cz~*y* 

— 3R~y»  ) à la  place  de  & foire  une  équation  des 

grandeurs  — /piz'Y  3fO*  = °»  «^ans  lefquelles;-  eft 
au  même  moindre  degré  ; & l’on  en  déduira  f = f«  ; ainfi 
le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  ;r  eft  m-  jnz~y . 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée  , il  fout  fuppofér 
g",  on  en  déduira en  prenant  les  difïc- 

renccs 
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rences  & diviiànt  par  </ji,  *4-  — 


/tHxryJz 

dy 


4S1 

ih 

*} 


= & mettant  au  lieu  de  fa  valeur  i -4-  Ton 

aura  = ■H4»^-»/  — /^z~^y^  — . Il  faut 

fubfUtuer  dans  la  z*  transformée  les  valeurs  de^  & de  ^ , 


x^àh 

& l’on  trouvera  la  3*  transformée  — ^ = o. 


On  trouvera  le  4*  terme  de  la  valeur  de  * , reprefenté 

rir  en  fubftituant  dans  cette  3*  transformée 

la  place  àsb  , & la  différence  de  -4-  , divifée  par  dy , 

(qui  cft  -t-4e?"V*  — , & qui , en  mettant  la 

dy 

valeur  de  — , devient  4e%,~y  — t ) 

à la  place  de  & en  faifant  une  équation  des  grandeurs 

— 4e^Cy  = ° t Iclquellcsj'  eft  au  même 

moindre  degré , on  en  déduira  e = -+•  ; ainfi 

le  4*  terme  de  la  valeur  de  *■  eft  ^n:cy  > & l’on  a déjà 
X = n^-'y  -t-  MCy  *4-  • 

On  peut  continuer  l’approximation  de  la  valeur  de  x tant 
qu’on  voudra;  les  operations  qu’on  vient  de  faire  fuffifent  pour 
faire  clairement  concevoir  la  maniéré  dy  appliquer  la  fécondé 
méthode. 


SECTION  VI. 

application  des  méthodes  du  fécond  Problème  aux  dquations 
déterminées  f c'ep  â dire  aux  équipions  qui  ri  ont 
qu'une  feule  inconnue. 

Avertissement, 

T «E  s méthodes  du  fécond  Problème  peuvent  s’appliquer  aux 
équations  qui  n’ont  qu’une  foule  inconnue , en  prenant  une  des 
lettres  connues  de  l’équation  pour  tenir  lieu  de  la  fécondé  in- 
connue & quand  les  lettres  connues  de  la  propofée  n’ont  pas 
les  difpofitions  qu’il  faut  pour  ces  méthodes , il  faut  la  leur 
donner,  & préparer  l’équation  comme  on  le  verra  dans  le  fo. 
cond  exemple. 
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Analyse  démontré’ e. 
Exemple! 

'j^VoiJVER  la  Taleur  approchéè  de  x dans  l’équation 
x>  -*-npx — =0,  & continuer  rapproximation  à l'infini. 
— 2»’ 

On  prendra  la  lettre  connue  p pour  tenir  lieu  de  la  fécondé  In- 
connue y , & enfuite  on  trouvera  la  valeur  approchée  de  » 
par  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  Pro- 
blême . 


P. a EMIERE  METHODE.- 

O N fuppofera  x = <«  -+-  epp  -4-  .4. 

c,  d,  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées . 

On  prendra  les  valeurs  de  x par  le  moyen  de  cette  équa- 
tion indéterminée , on  les  fubftituera  dans  la  propofée  à la 
place  dex , & on  aura  l’équation  changée  fuivante , 

X*  = •♦•d*  laahp  ^ •^ahbpp  ^ Vp’  &C. 

^ iaacpp  -*•  tâbcfp 
•4“  %aad^ 

C=-^  7ipx=:  ^nhpp  •+•  »rp» 

•^•nnx  = •^•nna  •^nnbp  -^nnepp  ^nndf  Scc. 
—f  = —P' 

— la’  = — 28’ 


2®.  bn  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro  î ce  qui  donnera  les  équations  particulières  dont 
on  a befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  a , U , 

Cy  &C. 

3’.  Par  la  première  de  ces  équations  à*  -t-  nna  — la’  =r  o, 
on  trouvera  a = ay  at  a • — a = o , cft  un  divifeur  exaO: 
de  cette  équation. 

En  fubfiituant  a à la  place  de  a dans  la  féconde  jaaft  nui 
= — na  y on  trouvera  6=  — &èp  = — \p. 

En  fubftituant  les  valeurs  de  <»  & de  f»  dans  la  troifiéme 
■^aac  -4-  nnc  = — ^ahb  — ni  y on  trouvera  c = -4- 

En  fubftituant  les  valeurs  de  a, é/, dans  la  quatrième  inad 
•^nnd = — b’  — 6abC’ — M «4- 1,  on  trouvera  </=•+• -jVïîs- 
4*.  On  fubflituera  les  valeurs  de  a,  i,  c,  d,  Scc.  dans  x = a 
bp  ^ cpp  -4-  dp’  &c  & l’on  aura  ^ = a — \p  z^pp 
&c.  On  peut  continuer  l’approximation  autant 
qu*on  voudra . 
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Livre  VIL 

Seconde  Méthode. 


4^î 


Pou  R trouver  par  la  fécondé  méthode  la  valeur  approchée 
de  X dans  l'équation  x»  -4-  npx  — p»  = ° » 

nnx  — 2«* 

X*.  On fuppolêra  x=  a-^bp  ^epp  &c.  les  gran- 
deurs 4,  bf  c,  d^  &c.  font  indéterminées,  & elles  repre- 
fentent  avec  les  puifTances  de  p,  les  parties  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche,  & elles  fervent  à les  trouver. 

2®.  Pour  avoir  la  première  partie  de  la  valeur  de  x , repre- 
fêntée  par  a , il  faut  concevoir  a fubllituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée,  & foppofer  les  grandeurs  à*  nna  — 2»* , 
dans  lelqueiles  p ne  ft  trouve  point , égales  à zéro  , & Ibn  au- 
ra l’équation  a*  nna  — a«»  = o , dont  a — » = o cft  un 
divifeur  exaél  ; ainh  a = neHh  première  partie  de  la  valeur 
de  X que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppofera  n-^f 
= X ; on  fubllituera  « •♦-/'à  la  place  de  x dans  la  propofée  , 
& l’on  aura  la  première  transformée  , 


»•♦•/= X X»  = rn^’^lnnf’*/‘inff’^p 
•^npx  =•♦•  nnp  ^npf 
-4-»«x=-4- , •^•nnf 
—P»  =— P» 

2«»= « 2«* 


«• 

fug  Ugrmnrn 
dgur 

tt  m*r^ui 
priait  tfi  tfm 

{•lit. 


3*.  Pour  trouver  la  foconde  partie  de  la  valeur  de  x , re- 
prefentéc  par  bp  , il  faut  concevoir  bp  fubftitnée  à la  place 
de/dans  la  première  transformée,  & fuppofor  égales  à zéro 
les  grandeurs  /^nnbp  nnp  = o ; ce  qui  donnera  b = — ^ , 
ôc  bp  = — ip  cil  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on 
cherchoit. 

Pour  avoir  la  féconde  transformée  , on  fuppofora  — \p 
■^g  =/ ; on  fubllituera  — à la  place  def  dans  la 

première  transformée , & on  aura  la  fécondé  transformée, 

f =—hP* 

1»//  =•*•  7V»/>P—  I 

^npf  =—  i npp-hr  npg 

•^^nnf=, — g-  nnp  ^ 4^^ 

•¥tnnp  =•♦•  » nnp 

— P»  =—  P* 

Ppp  ij 
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4°.  Pour  trouver  la  troiliémc  partie  de  la  valeur  de  , re- 
prcfentée  par  cpp  , iî  faut  concevoir  cpp  fubftituée  à la  place 
de  5 dans  la  fécondé  transformée , & fuppolêr  égales  à zéro 
les  grandeurs  i^mepp  — -TT^fP  = o > ce  qui  donnera  c •=. 
•+•  rb  > Si.  cpp  = r^„pp  fera  la  troifiéme  partie  de  la  valeur 
de  .V  que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  troilléme  transformée  , on  fuppofera  y^/>/ 
•i‘b  = g\  & on  fubflituera  r^pp  ib  à la  place  de  g dans 
la  fécondé  transformée , & l’on  aura  la  troifiéme  transformée , 

pph ’if-inbb 

— TÀP'  — i ”Pb 
4«wA 

5®.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  àex  y ic- 
prelêntée  par  il  faut  concevoir  Jp^  fubftituée  à la  place 
de  i» , & fuppofèr  égales  à zéro  les  grandeurs  ^nndp’  — rHp^ 
=■  O,  d’où  l’on  déduira  </==•+•  \ par  confequent  dp^  = 

-4-  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  * que  l’on 

cherchoit. 

L’on  a donc  x = -H  « — -t-  ^^pp  -4-  &c. 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra. 

Averttssement. 

Si  « ctoit  moindre  que p , il  faudrait  trouver  une  valeur  dé  x 
dans  laquelle  les  p fuffont  au  dénominateur  s c’eft  à dire  , il 
faudroit  que  lesexpofans  des/>dansla  fuite  qui  eft  la  valeur 
de  X , fuirent  négatifs  ; ce  qui  eft  û facile  à faire  par  la  pre- 
mière & par  la  fécondé  méthode  du  fécond  Problème  , après 
tous  les  exemples  aufquels  on  les  a appliquées  ^ qu’il  eÜ;  inuti* 
le  de  s’y  arrêter. 

* Cet  exemple  fuffit  pour  foire  entièrement  concevoir  la  ma- 
nière d'appliquer  les  deux  méthodes  du  fécond  Problème  aux 
Quations  qui  n’ont  qu’une  feule  inconnue , lorfque  la  lettre 
connue  qui  tient  lieu  de  la  fécondé  inconnue  / , fe  trouve  dif- 
pofée  comme  il  fout  dans  l’équation  propofée . 

Voici  un  fécond  exemple  oîi  il  faut  préparer  l’équation  pro- 
pofée , où  Ton  apprendra  la  manière  de  la  préparer. 
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Exemple  IL 

^J'roU VER  la  valeur  approchée  de  p? dans  l’e'quation  a?» 

— ^nnx  -♦-«•  = O . 

On  ne  /çauroic  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problè- 
me à cette  équation , dont  les  racines  font  incommcnfura- 
bles . 11  faut  la  préparer , c'eft  à dire , il  faut  la  changer 
^ en  une  équation  qui  foit  la  même , de  maniéré  que  les 

cocficients  ou  produitts  connus  de  la  propofée  confervent 
toujours  la  même  valeur  dans  ce  changement,  & que  cepen- 
dant les  grandeurs  de  ces  produits  connus  Ibient  telles  qu’on 
y puilTe  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problème.  Par 
“■  exemple , on  pourra  changer  la  propofée  n* 

= O,  en  cette  équation  x»  — • ppr  = o,  qui  fera  la 

même  que  la  propofée , en  fuppofant  — — 3«» , & 

fpr  = n*  . Ce  changement  fe  fera  dans  cet  exemple,  en 
prenant  une  grandeur  connue  arbitraire  p tant  petite  qu’on 
voudra , & faifant  cette  proportion p.n;;  n.  ij,  on  aura  — 

= — 3««j  mettant pq  au  lieu  de  dans  n‘,on  aura»^  = »/f; 

& fàifant  p.n::q.r,  on  aura  pr  = nqy  & par  coofequenc 
ppr  ■=■«?. 

) Pour  trouver  â prefent  la  .valeur  approchée  de  x dans 

l’équation  préparée  x*  — îpqx  -h ppr  = o,  on  prendra  p pour 
tenir  lieu  de  la  féconde  inconnue/,  & on  fe  fervira  de  celle 
qu’on  voudra  des !deux  méthodes  du  fécond  Problème.  On 
employera  ici  la  féconde. 

J 1°.  On  fuppoféra  x = ap  Ipp cp*  &c.  a,  b,  c,  font  des 

grandeurs  indéterminées , & elles  reprefentent  les  parties  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherche, 

2°.  Pour  trouver  la  première  partie  repreféntée  par  ap,  il 
faut  concevoir  ap  fubflicuée  à la  place  de  x dans  l’équation  pré- 
parée, & fuppofer  — ^apptf  ppr  z=.  o;  d’où  l’on  déduira 
a=~  r,ôc  par  conféquent  <»/>=:  -5J  p eft  la  première  partie 
de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit.  1 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppoféra  ~ p 
’ X,  & on  fubftituera  -5^  P /à  la  place  de  x,  & l’on 

V aura  la  première  transformée, 

— 3Pf/ 


P PP  iij 

» 
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3®,  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  dcxreprc- 
féotce  par  bpp,  il  faut  concevoir  bpp  fubflituée  à la  place 
de  fy  & fuppofer  ^ p*  — ==  o,  d’où,  l’on  déduira 

t = H*  ; par  coofcqucnt  ^ pp  cft  la  féconde  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherchoic . Le  refte  de  l'operation  efl  fa- 
die»  & il  eù  mutile  d’en  grofTir  ce  traité. 

R E M A R q_0  E. 

XjORSQjj’en  cherchant  la  première  partie  de  la  valeur 
de  X dans  les  équations  qui  ont  deux  inconnues  x ÔCj  ,oa  trou- 
ve qu’il  âut  refbudre  une  équation  compofée  dont  la  racine  eft 
inccmmenfurable  y on  pourra  préparer  l'équation  comme  dans 
l’exemple  precedent».  & enfuite  on  trouvera  la  valeur  appro- 
chée de  la  première  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit^ 
par  la  même  méthode;  ou  bien  on  la  trouvera  cette  valeur  ap- 
prochée par  le  premier  Problème» 
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